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Géométrie différentielle/Differential Geometry

Classes caractéristiques des sous-variétés isotropes

Jean-Marie MoORVAN

Résumé — On définit de fagon naturelle les classes caractéristiques d'une sous-variété isotrope M”
de C"** muni de sa structure symplectique standard. Ceci généralise directement la théorie des
classes caractéristiques des sous-variétés lagrangiennes.

Characteristic classes of isotropic submanifolds

Abstract — Characteristic classes of isotropic submanifolds M" of C"** (endowed with its standard
symplectic structure) are defined. This is a direct generalisation of the theory of characteristic classes
of Lagrangian submanifolds.

Ce travail est la premiére partie d’'une étude des classes caractéristiques d’une sous-
variété isotrope de C"**. Dans une deuxiéme partie nous exprimerons ces classes en
fonction des invariants locaux (seconde forme fondamentale et courbure) liés a I'im-
mersion.

1. LA GRASSMANNIENNE ISOTROPE . G, (C"*%). — 1. 1. Généralités. — Soit C"** I'espace
vectoriel complexe de dimension réelle 2(n+k), muni de son produit scalaire canonique
¢ , > de sa structure complexe J et de sa structure symplectique Q(.,.)=<J.,. >. Un
k-plan [resp. (2n+k)-plan] vectoriel réel de C"** est dit isotrope (resp. coisotrope) si :
Pc P° (resp. P°cP) ot «°» désigne I'orthogonal symplectique. La grassman-
nienne .# G, (C"**) des k-plans isotropes orientés de C"** s’identifie naturcllement a
I'espace  homogéne U (n+k)/U(n)xSO(k). Son espace tangent a [Dorigine,

U (n+k) /U (n) x L0 (k), s’identifie & I’espace des matrices carrées du type : [rOA g] on

A est une matrice complexe (k, n) et B est une matrice (k, k) symétrique imaginaire pure.
1.2. La cohomologie de De Rham de .# G, (C"**). — Soit V[ (n) x 0O (k)]* I'algébre
symétrique sur [% (n) x SO (k)]*. (V[% (n) x 0O (k)]*) s’identifie au produit tensoriel
R[c] ® R[a], ou R[c] est I'anneau de polynomes sur R engendré par les générateurs
(€3 .. .sCy,), €t R[a] est I'anneau de polynomes sur R engendré par les génerateurs
(@4 - - -, A4 2 @) (Uindice désigne le degré des générateurs). Ces générateurs sont liés
par les scules relations :
e, =0, si  kestimpair
e,=d; si  kest pair.

Notons A Py, I'algébre extérieure sur le sous-espace gradue des ¢léments primitifs
de H*(U(n+k), R). On sait que APy, s’identifie & I'algebre A(xy, ..., X3 ,425-1)
(I'indice désigne encore le degré des générateurs), que nous noterons A(x). Un résultat
classique (cf. [1] par exemple) permet d’affirmer que la cohomologie réelle de
U(n+k)/U(n)xSO(k) sidentific a la cohomologie de Ialgébre graduce:
(R[c] ® R[a]) ® A (x) munie du cobord d défini par :

(1) dg =0, dg (=0, dx;=a;,,+ z agC,+Ciyy

s+e=i+1

avec la convention que a,=0, si s n’est pas un multiple de 4.
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Remarquons que les éléments ¢, ,,,, 2<414+2=2n, sont des cobords. En effet, si 'on
définit par récurrence les éléments y, ,,, par:

| Yi=Xx;
S Ys=Xs—) 04
(2) .

( Yar+1=Xg 141 Var+3Qa— - - - —Var+1-a w214 k2

(1£41+1=Z2n+2k—1), (avec la convention que y,=0 si s est négatif), on a :
(3) dysie1=cCarr, (1Z241+1=22n—-1), dys, 1=02n+1=414+1=2n+2k-1).
Enfin, si k est pair, x,,,,,_ €st un cocycle.

On déduit également de (1) :
(4) (1+82+...+82")(1+a4+...+a4{”2]}:l.
Les calculs de cette cohomologie différent ensuite légérement suivant les valeurs de k et
n. Donnons des indications par exemple dans le cas ou k est impair et n est pair, n>k.
On déduit de (1), (2), (3),
H* (£ G, (C"™), R)xH*(R[A ® A (X243 - - -» X2 nsdusds - - -»X2ns2k-3))

@AYyne1s o s Yanvauris s V2nt2i—1)
ol R[a] ® A(X5,13 - - -»X2422k-3) €st munie de I'opérateur cobord d défini par :
dg (=0, s i R iy CREARduIte e (1)

etou dy; 41=-..=dYs5+25-1=0.

Le rang de R[a] est égal a celui de A(x3,43, - - -» X2 n42k-3)- Ces deux espaces forment
donc une paire de Cartan.

La cohomologie de R[a] ® A (X543, - - -» X2 n42%—3) €St engendrée par des générateurs
D4s Pgs + - -»Papz dont le degré est multiple de 4. Son polynéme de Poincare est :
(1—2nt4) (1—g2n+2k-2)

(-8 ~ (FFE

On'en déduit immédiatement la cohomologie de De Rham de .# G, (C"*5).
D’une fagon générale, on a le résultat suivant :

P(t)=

1.3. THEOREME. — H* (£ G, (C"*¥), R) est engendré, en tant qu’anneau,
(i) en dimension paire, par les générateurs suivants (dont lindice désigne le degré)
(Pas - - -sPajp - - > Papg2p € Cio - - > C2 ), SOUMIs aux seules relations

(I4ps+ . .. +Papp U+ +. . +c3 )=, e,=0, sik est impair,
et e, =Dy 2 Si k est pair;
(i1) en dimension impaire, par les générateurs
Datmry2141 -+ s Varsn - - s Vans2k—1) Sikestimpair

Gatms1yzi+ts -« s Vart1r -+ 2 Vant2k-3X2242 k—1) Sikestpair.

1.4. Remarques. — (i) Géométriquement, les classes p, ; sont les classes de Pontrjagyn
du fibré tautologique au-dessus de .# G, (C"*¥).

(ii) Lorsque n=0, les classes y,,,, sont les « classes de Maslov » de la grassmannienne
lagrangienne. On retrouve la classe de Maslov habituelle pour t=0([2], [3]).
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(ii) Lorsque k est pair, H*(# G, (C"**), R) admet donc un générateur impair congru
a 3 modulo 4.

(iv) On pourra trouver, dans [4], par des voies trés différentes, un calcul de la
cohomologie de .# G, (C"**), 4 valeurs dans un anneau quelconque. Il ne donne cependant
pas les formules explicites (1), (2), (3), qui sont ici indispensables pour la suite.

2. Classes caractéristiques des sous-variétés isotropes.

2.1. Géométrie locale d’une sous-variété isotrope. — Soit : M* g C"** une immersion
isotrope d’une variété M orientée de dimension réelle k, a valeurs dans C"**. Munissons
M de la métrique g induite par le produit scalaire { , > de C"** L’orthogonal (pour g)
de TM@JTM  définit une  distribution complexe J et lon a:
TuC" " =TM@ITM® 7 =(TM® C) ® 7. Les classes de Pontryagyn (p) de TM et
les classes de Chern (c) de ¢ sont donc liées par la relation pc=1.

2.2. Définition des classes caractéristiques. — Identifions C"** 4 E2®*¥ et considérons
I'application de Gauss G associée 4 i, a valeurs dans la Grassmannienne des k-plans
orientés Gk, 2(n+k))~SO(2n+2k)/SO(2n+k)x SO(k), définie par: G(m)=T, M,
(espace tangent en m a M, translaté a I'origine). Comme M est isotrope, G se factorise a

travers . G, (C"*%) :

G

M
\
(G=j <G, ou j désigne 'inclusion naturelle).
G, G et j induisent des morphismes :

G (k, 2(n+k))

4
I G, (C"*¥)

5
H*(G(k, 2(n+k), R) — > H*M, R)

R H*( £ G, (Y, R)A

DEFINITION. — Soit i: M* g C"** une immersion isotrope d’une variété M a valeurs dans
C"**. On appelle classe caractéristique de M le pull-back de toute classe de cohomologie
de . G, (C"*%).

2.3. Remargque. — On pourrait établir de fagon analogue une théorie des sous-variétés
coisotropes de C"** Dans ce cas, I'application de Gauss associerait, a tout point m de
la sous-variété coisotrope M, I'espace normal T+ M, translaté a I'origine.

3. GENERALISATION ET INTERPRETATION. — 3.1. Il est facile de généraliser cette cons-
truction dans le cadre suivant : (E, M, B) est un fibré symplectique trivial dont les fibres
sont de dimension réelle 2(n+k), muni d’un sous-fibré coisotrope trivial C, dont les
fibres sont de dimension réelle 2n+k. La donnée d’un sous-fibré isotrope I, dont les
fibres sont de dimension réelle k, d’une meétrique riemannienne g et d’une structure
presque complexe J adaptée a la structure symplectique sur E, permet de définir une
application de Gauss de B 4 valeurs dans .# G, (C""%). Les classes caractéristiques
obtenues ne dépendent pas du choix de g et de J. Cette construction peut ensuite s’étendre
au cas ot E et C ne sont pas triviaux (en augmentant E et C pour se ramener au cas
trivial [4]).

3.2. Les classes caractéristiques ainsi obtenues sont, comme dans le cas lagrangien,
des obstructions a la transversalité de I et C (chaque composante connexe de 1'espace
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des sous-espaces isotropes | transverses a un sous-espace coisotrope fixé est contractile
(cf. [4] pour une preuve élégante)).
Note regue le 16 septembre 1987, acceptée le 28 septembre 1987.

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1] W. GREURB, B. HALPERIN et R. VANSTONE, Connections, curvature and cohomology, Academic Press, 1972,

[2] D. G. Fuks, Classes caracteristiques de Maslov-Arnold, Dokl. Akad. Nauk S.5.S.R., 178, 1968, p. 303-
306.

[3] J.-M. Morvan et J. NigLIo, Classes caractéristiques des couples de sous-fibrés lagrangiens, Ann. Inst.
Fourier, 37, n” 2, 1986, p. 193-209.

[4] F. LALONDE (a paraitre).

Université d’ Avignon, Département de Mathématiques, 33, rue Louis-Pasteur, 84000 Avighon.




