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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Courbures de Frenet d’une sous-variété d’une
variété riemannienne et « cylindricité ». Note (*) de MM. Joseph Grifone et Jean-Marie
Morvan, présentée par M. André Lichnerowicz.

On définit les « courbures de Frenet » d’une sous-variété M d'une variété riemannienne M’
On montre, dans le cas ol M’ est 4 courbure constante, que si la seconde forme fondamentale (en tant
qu'application 4 image dans le fibré normal) a rang 1 et I'une des courbures de Frenet est constante,
non nulle, alors I'immersion est « cylindrique ».

1. CoURBURES DE FRENET D’UNE SOUS-VARIETE D’UNE VARIETE RIEMANNIENNE. —
Soient (M, g) et (M’, g’) deux variétés riemanniennes de dimension n et n+p(n = 2)
eti: M — M’ un plongement isométrique. U (M) désignera la variété des vecteurs tangents
4 M de norme 1; V, V' les connexions de Levi-Civita de M et M’; TM* le fibré normal
et V! la connexion riemannienne induite par V' sur TM*. On notera H la seconde forme
fondamentale et K le tenseur associé défini par

g(K(X, N), Y) =g’ (H(X, Y), N),
ot X, Y e TM et N e TM*. Soit &, le vecteur de courbure moyenne [(§,), = Y. H (e;, e)),

ol (e;) est une base orthonormée en x] et k™ = || &' ||. En tout point x e M tel que
(k™M) # 0, on définit A; = &, /k™.

Au voisinage de tout point xe M tel que (k™). # 0 on définit les applications
k; : U(M)— R* de la maniére suivante. Soit Ue U (M). On pose k, (U) = || V§ A, ||.
Au voisinage de x tel que k, (U), # 0 on définit le vecteur normal A, (U) = V§ A,/k, (U),
le vecteur &5 (U) [normal a A, et A, (U)] par V§ A, (U) = &, (U)—k, (U) A, et le scalaire
ki (U) = || £; (U) H On itére ensuite le procédé : si au voisinage de x on a k3 (U) # 0,
on définit

AU = 2,
ks (U)
€4 (U) par
VéAa(UJ =&, (U)—k3(U) A, (V) et ky(U) = IIé4(U)|I, eic.
On a ainsi les « formules de Frenet » lorsque k4, . .., k, sont définies :

VEA, = k(WA U);  VEA(U) = k(DA U)-kW)A; ...
VéA,-1(U) =k, (DA, (U)~kpo 1 (WA, (U);  VEALU) =k, (U)A,_ (U),

k; (U) sera dite i-iéme courbure de Frenet de M dans la direction définie par U.

DfFNITION. — Un point x € M est dit s-régulier $’il existe un voisinage % de x dans M
et un champ de vecteurs unitaires U sur % tel que sur % on ait

kM £0,  ky(U)#0, ceny  EOE)ED,

Tout vecteur qui vérifie ces conditions est dit s-régulier.

On pose k™ = Sup k; (U), k™ est dite i-iéme courbure de Frenet de M (*). Si M
Uel (M)
est une courbe, k™ coincide avec la i-i¢éme courbure de Frenet au sens classique.
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2. Cas ou M’ EST A COURBURE CONSTANTE ET LE RANG DE H EST |. — Supposons que,
en tout point de M on ait rang (H) = 1. On pourra alors écrire :

H(X, Y)=h(X, Y)A,,
avec /i, non identiquement nul, pour tout x € M.

PROPOSITION. — Soit M’ a courbure constante et rang (H) = 1. Alors pour tout
xeM s-régulier (2 =5 = p) il existe un systéeme de vecteurs orthonormés, normaux
aM{A,, A, ..., A} (unique au signe prés) définis au voisinage de x, et s—1 formes
linéaires non nulles tv,, ..., 1, fermées, proportionnelles entre elles, définies sur M
au voisinage de x, telles que pour tout vecteur s-régulier U, on ait

A=A, [u)|=kU), (=2 ...,9
et, pour tout X € T, (M), on ait
V}l(Alsz(X)A.h V§Az=Ts(X)A3_Tz(X)A1= ceey
ViA1=t (X)A—T_ (XA, Gissp-1), ...,
VA, =—1,(X)A,_; (sis=p)

Démonstration :

LEMME, — Soit h: R"xR" — R une forme bilinéaire et L : R" — R? une application
linéaire. Si L #0 et h#0 et si h(Y, Z) L(X)—h (X, Z) L(Y) =0 pour tous X, Y,
Z e R", alors rang (h) = rang (L) = 1.

En effet si XeKerh, on a (Y, Z) L (X) = 0 pour tous Y, Ze R"; puisque & # 0
on en déduit X e Ker L. Réciproquement, si Xe Ker L, on a 4 (X, Z) L (Y) = 0 pour
tous Y, Ze R"; puisque L # 0, on en déduit X € Ker A. Donc : Ker & = Ker L.

Sin = 2etrang (L) = 2, L est injective, et par conséquent #(Y, Z) X—h (X, Z)Y =0
pour tous X, Y, Z e R". En prenant X arbitraire et Y L X, et en faisant le produit scalaire
par Y, on obtient 4 (X, Z) = 0 pour tous X, ZeR", cest-a-dire A =0, ce qui est
impossible. Donc rang (L) = rang (k) = 1.

Soit n = 3; supposons que rang (4) = 2 et soit F un supplémentaire de Ker 4 dans R"
(on a : dim F = 2). Soient XeF, Z€F, tels que X L Z. On aura A(Y, Z)L(X) =0
pour tout Y € R". Puisque Z ¢ Ker s et Y est arbitraire on en déduit L (X) = 0 pour
tout XeF; donc L = L ¢, = L kerr, = 0 ce qui est impossible. D’ol

rang(h) = rang(L) = 1.

Démonstration de la proposition. — Puisque M’ est a courbure constante, la partie normale
du tenseur de courbure R’ (X, Y) Z est nulle pour tous X, Y, Z e TM. Les équations de
Codazzi-Ricci donnent alors :

(V) (Y, Z)A, —(Vy (X, Z) A, +h(Y, Z)Vx A, —h(X, Z)V5A, = 0.
En annulant la partie normale 4 A,, on obtient :

(1) h(Y,Z)LX)—h(X,Z)L(Y)=0 pourtous X,Y,ZeTM, ol L(X)=ViA,.
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Orh # O[carrang (H) = 1]etL # 0 (car le point est s-régulier, avec s = 2). On en déduit :
rang (h) = rang (L) = 1. Soit A, un vecteur unitaire de Im (L) (défini localement, au voi-
sinage d’un point s-régulier, et au signe prés). On pose 1, (X) A, = L (X). Pour tout U
s-régulier, on aura

L (U)A; =k (DA, (U),  dou |1,(U)| =k (V).
D’autre part, en annulant la partie normale de R’ (X, Y) A, on trouve
(2 (d1) (X, V) A, 47, (Y) Vx A, —1,(X) Vy A,
—h(X, K(Y, AD)A;+h(Y, K(X, A)A; =0.

En projetant sur A, on obtient d1, = 0.

Supposons maintenant que le point est s-régulier, avec s = 3. En projetant (2) sur Ad,
on trouve

3) Prat (T2 (Y) Vi A, —1, (X) VE A,) = 0.
Soit M (X) = prat (Vx A,). Si U est s-régulier, on a
A, =A,(U) d’ou M (U) = k3 (U)A; (U);
donc M # 0, car s = 3. L’équation (3) s’écrit alors :
(3" L,(Y)YM(X)—1,(X)M(Y)=0 pour tous X, YeTM.
Puisque 1, et M ne sont pas identiquement nuls, on déduit facilement :
Kert, = Ker M.

D’ott rang (M) = 1. Il existe donc (localement et défini au signe prés) un vecteur
unitaire A; et une forme linéaire 13 tels que M (X) = 13 (X) A;. Si U est
s-régulier (s = 3), on aura : k3 (U) = [13 (U) | D’autre part, d’aprés (3'), on a

T,(Y) 3 (X)t—1,(X) 75 (Y) =0,

c’est-a-dire T, At; = 0. Enfin, puisque g’ (A;, V& Ay =—g' (Vx A, Ay) =—1, (X),
onaViA, =1;X)A;—1,(X)A;.
On procéde ainsi de la sorte, en annulant la partie normale de R’ (X, Y) A; et en pro-
jetant successivement sur A, et A;.
C.Q.F. D.

THEOREME. — Soif M’ une variété a courbure constante, de dimension n+p et M une
sous-variété isométrique de M’, de dimension n = 2, compléte, connexe, simplement connexe,
telle que rang (H) = 1. Si

1° k™ £ 0 en tout point de M (c’est-d-dire, tout point de M est bi-régulier);
2° [l existe ie[1, ..., p] tel que k™ = Cte # 0,
alors M = Cx My, oit M, est une sous-variété totalement géodésique de M' de dimension n— 1
et C une géodésique de M, telle que
SR = pourtout fed, o B

oi k\©) sont les courbures de Frenet classiques de C dans M'.
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Démonstration. — Puisque tout point de M est bi-régulier et M est connexe et simplement
connexe, la forme t, définie par la direction Im (V* A,) est définie globalement (au signe
prés) sur M. Soit T, le vecteur (non nul, car k™ # 0) associé a 1, par la dualité définie
par get T = T,/|| T, ||- L’équation (1) s’écrit alors : A (Y, Z){ T, X > = h (X, Z) < T, Y
(ou:{,>=g(,)doulondéduit : A (X, Y) =B<X, T>Y, T) (o1 B = Ah(T, T).

LEMME 1. — |1, (D) | = k™ sii 2 2.

En effet (¢f. prop.) t; est proportionnelle a t,. Donc 1; (X) = 0 si et seulement
si XL T. Dot : kM= Sup k;(U)= Sup |t,(U)|=]|(D]
g UeU(M) UeU (M)
LeMME 2. — Soit o la forme associée a T par la dualité définie par g. On a d (fo) = 0.
En effet, puisque M’ est 4 courbure constante, la partie normale de R’ (X, Y) T est nulle

pour tous X, Y e TM. En projectant sur A; I’équation de Gauss-Codazzi, on obtient
facilement d (o) = 0.

LemMmE 3. — S%il existe ie[l, ..., p] tel que k™ = Cte # 0, alors X.p = 0 pour
tout X L T.
q
En effet, pour i = 1 c’est évident puisque k™ = |B|. Supposons i = 2. Puisque

o = 1;/|| 7;||, d’aprés le lemme 2, on aura d (B @f]| ©:|])) = 0. Or
“Tf” = lTi(T)] =k = Cte;

on en déduit d (P t;) = 0. Puisque d 1; = 0, on obtient d BAt; = 0, dot X.p =0
pour tout X € Ker 1; c’est-a-dire, pour tout X L T.

g
LEMME 4. — S%il existe ie[1, ..., p], tel que k™ = Cte # 0, alors le champ T est
paralléle.
En effet, puisque R’ (X, T) A, = 0, en écrivant 1’équation de Codazzi-Ricci avec X L T

q
on trouve

VxT=<(X, V;T>T, dou Vy,T=0 et V. T=0.

Par conséquent les distributions A, et A, définies par T et T+ sont paralléles et diffé-
rentiables et donc M est le produit Cx M,, ou C et M, sont les sous-variétés intégrales
maximales de A, et A, passant par un certain point de M. D’autre part ona 2 (X, Y) = 0
si X, Y €A,; donc M, est totalement géodésique dans M'.

Enfin, en évaluant les courbures de Frenet de C dans M’, on trouve
ViT =h(T, DA, =BA,, doa k€ =|p|=rM,
V’TAI_=V# A —K({T,A)=1,(TNA,—BT, dou k= ]rz(T)] = kM), etc.

(*) Séance du 17 mai 1976.
() Pour ce qui est de k5™, ¢f : T. Otsuki, Kodai Math. Sem. Rep., 20, 1968, p. 282-295,
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