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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Sur les déformations des applications
symplectiques. Note (*) de Jean-Marie Morvan, présentée par André Lichnerowicz.

Utilisant des méthodes de Banyaga et Moser ([1], [4]), on étudie les déformations des applications symplectiques.
On donne en particulier une condition suffisante pour que le vecteur de déformation s’annule en deux points au
moins.

Using methods of Banyaga and Moser, we study the deformations of symplectic maps.

0. InTrODUCTION. — L’étude des oscillateurs harmoniques et des systémes hamiltoniens
ont amené J. Moser et A. Weinstein a étudier les points fixes d’une déformation d'une
immersion lagrangienne ou coisotrope d’une variété dans une variété symplectique. Nous
tentons ici de donner un cadre général a une telle étude, en étudiant simplement les
déformations d’une application quelconque a valeur dans une variété symplectique.

1. PosiTiON DU PROBLEME. — Considérons une C! application f, d’une variété M dans une
variété symplectique (M, Q). Soient H et K deux homotopies C' :

H: [0,1]xM—M’,
K: [0, 1]xM— M,

telles que H(0, m)=K (0, m)=f(m), Vme M. On pose h,(m)=H(t, m), k,(m)=K (t, m),
¥ meM. Nous appelons h, et k, des déformations de f, et

; dh, . dk,
hfn“(ﬂ: "ff(ﬂ,,

les champs de vecteurs de déformation. Nous nous proposons d’étudier le probléme suivant :
Existe-1-il des points me M tels que les vecteurs de déformation ’L.‘nm et k‘n,,, coincident?
Remarque 1. — Siles homotopies sont suffisamment réguliéres pour satisfaire la propriété
Ho,zk.om =h,(m)=k,(m), V¢, le point m est un point fixe pour la déformation. Cette
propriété est en particulier vérifiée si la déformation est définie & partir d’une application
exponentielle relative a4 une connexion quelconque sur M’ :

h (m)=exp ; (m iy k,(m)=exp“m}tk'0.

2. DEFINITIONS ET NOTATIONS. — (i) Equivalence de deux homotopies. — Nous disons que
deux homotopies de f, h, et k, sont équivalentes si hF (Q)=k¥ (Q).

(i) Topologie sur # ; (M, M'). — Suivant [5], nous munissons l’espace % ; (M, M') des
applications C' de M dans (M’, Q) de la C!-topologie, construite a partir de deux
plongements arbitraires de M et M ' dans un espace euclidien.

(ili) Structure canonique sur M'xM’. — M' étant une variété symplectique, nous
munissons M’ x M’ de la structure symplectique canonique ;.\ définie par Q. =I1%
(Q)—I1¥(Q), ou I, et I, sont les projections canoniques de M’ x M’ sur M'.

Si A est la diagonale de M’ x M’, A est lagrangienne. Par suite le théoréme de Kostant-
Souriau (¢f. [6] par exemple) permet d’affirmer l'existence d’un symplectomorphisme i d’un
voisinage U de A sur T* M’, muni de sa structure symplectique canonique. Nous notons o la
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1-forme de Liouville sur T* M'. Nous posons B=i* (w).  est une 1-forme sur U. On vérifie
facilement que B, =0.

(iv) 1-forme de Moser. — Si h, et k, sont assez proches de f, au sens de la C' topologie de
F (M, M’), on peut considérer "application p, de M dans U=M’ x M’ [ou U est défini
en (iii)], en posant p,=(h,, k,). p*(B) est alors une 1-forme sur M.

Nous appelons p§ (B) la 1-forme de Moser (on pourra consulter [4] et [1], ou cette forme est
construite dans le cas ou f est une immersion coisotrope).

(v) Distribution de nullité. — Considérons le fibré image réciproque de f, de base M,
S*(TM’). On peut construire un morphisme de fibrés v : f* (TM') > T* M défini par
v(X)=Q(X, df.). Notons N son noyau.

3. LINVARIANT DE CALABI GENERALISE.

LemMME 1. — (i) :
1
h?‘(ﬂ)~f“‘(9)=drh?‘[f(fi;)Q]dt, RT(Q]—I*(Q]=d.[ k¥ [i(k,)Q)dt.
0 0
(i1) : .
Eu?‘[B)=h?‘[f(h',)Q]—kI*[i[ﬁr)Q]+d,’.‘f(f(ﬁt;)B]-

(iii) En particulier

1 1 1
uf(B)=_[ hx[i(?i;)Q]Q'h_[ k;’"[f(k'f}QJdej pE () e,
0

0

Ceci résulte d’un simple calcul (¢f. [2] par exemple).
Ce lemme implique que si h, et k, sont équivalentes, la 1-forme

1 1
j h,*[i(}i,)Q]dr—J k*[i(k,) Q] dt
0 1}

est fermée. Ceci nous conduit & poser la :

DerINITION. — Soit h, et k, deux homotopies de f, équivalentes. Nous appelons invariant de
Calabi généralisé, associé a h, et k,la classe de cohomologie y (h,, k,)e H* (M) de la forme
fermée

1 1
J h?[i(ﬁ,]ﬂ]drﬂj k¥[i(k,)Q]dt.
(1] 1]

Remarque 2. — (i) y (h,, k,) ne dépend que de h,, k, [¢f. lemme 1 (iv)].

(ii) Sil’on prend pour ki, une famille de difféomorphisme de M et pour k, I'isotopie triviale :
k,= f pour tout t, on retrouve I'invariant de Calabi classique (¢f. aussi [1]).
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4. UN THEOREME SUR LES DEFORMATIONS SYMPLECTIQUES. — Nous allons montrer le :

THEOREME. — Soit fune application d’une variété M compacte dans une variété symplectique
(M', Q). Soit h,, k,, deux homotopies C* de f, suffisamment proche de f (au sens de la topologie
CL. On suppose que :

(1) Pinvariant de Calabi généralisé y (h,, k,) est nul;

(2) h, —ko appartient d un sous-fibré vectoriel transverse a N dans f*(TM’).

Alors il existe au moins C (M) points me M, tels que hy, = EUM (C (M) désigneicila catégorie, au
sens de Linsternik-Schnirelman, de M.)

Remarque sur le théoréme. — Si l'on suppose de plus que les déformations sont
exponentielles

{ he(m)=(exp tho)m, k. (m)=(exp tko)m |,

et que k, laisse f (M) globalement invariant, on peut alors conclure que i, (M) etf (M)ont aux
moins C(M) points d’intersection. Le théoréme de Moser [4] et celui de Benyaga [1],
s’interpréte donc comme un cas particulier de celui-ci.

Esquisse de démonstration du théoréme. — L’hypothése 1 et le lemme 1 (iv) permet
d’affirmer que la forme de Moser p¥ (B) est exacte. Par conséquent, puisque M est compacte,
les inégalités de Morse permettent de conclure que p¥ (B) s’annule en C (M) points au moins
(¢f. [3] par exemple). Il reste donc & montrer le lemme suivant, dont la démonstration
généralise directement celle de Moser [4] :

LeMME 2. — Sous Uhypothése 2 du théoréme, on a

WEP) =0 = hy =k,

Démonstration du lemme 2. — Munissons M d’une métrique induite par un plongement
quelconque de M dans un espace euclidien, et appliquons le théoréme de la moyenne a
I'application

dt —

{
u?‘(ﬁ)m(‘—uﬂﬁ))

Si u¥(B),,=0, nous obtenons, en utilisant le lemme 1 (iii) :

: . . { . .
1Qho—ko, df - lln= SLlp”{;'r]-l:k(ﬁ):_g(ho_kn- dr.).

D’autre part, 'hypothése 2 du théoréme permet d'affirmer I’existence d'une constante C

telleque  Sup Q(hg—Kkq, df.)=C|lhy—ky|l en tout point de M. Si les déformations
NelM, x| =1

sont assez petites au sens de la C'-topologie de 7 , (M. M’), pour que
polog p

Sup||d/drpf (Bl —Q(hg—kqs df

soit inférieur a n || ho—kol|, ot m est strictement inférieur & C, on peut alors conclure que
hy =k, .
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Ceci termine la démonstration.
Le Pr. A. Lichnerowicz nous a donné de fructueux conseils,

(*) Remise le 2 juin 1980.
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