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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Energie, tension, et ordre des applications a
valeurs dans un espace euclidien. Note de Bang-Yen Chen, Jean-Marie Morvan et Thérése
Nore, préesentée par André Lichnerowicz.

En utilisant la notion d’ordre (introduite par le premier auteur), nous étudions les applications C* d’une
variété riemannienne compacte dans l'espace euclidien E™ On donne en particulier une estimation de 'énergie
et de la tension des applications, au moyen de leur ordre. Nous en déduisons des corollaires concernant les
courbes et les applications harmoniques a valeurs dans une hypersphére.

DIFFERENTIAL GEOMETRY. — Energy, tension, and spectral geometry of maps into E™

Using the notion of order (introduced by the first author), we study smooth maps of a compact Riemannian
manifolds in Euclidean space E™. In particular, we give an estimate of the energy and the tension of a map,
using the order. We give some applications concerning curves and harmonic maps taking their values in a
hypersphere.

1. INTRODUCTION. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
Notons A le laplacien de (M, g), agissant sur I'espace des applications C* (M). A est un
opérateur différentiel elliptique auto-adjoint, dont les valeurs propres définissent une suite
infinie :

O=lo<h <...<h<... avec lim A=+ 0.
k= +w

Soit V,={ feC*(M)|Af=2, f} Tespace propre de A correspondant a la valeur
propre X, (V, est de dimension finie). Sur C* (M), définissons le produit scalaire :

(1.1) (fpfz#f fif>dV.
M

Y V, est dense dans C*(M). Si feC*(M), on note f, la projection de fsur V. On a
k=0
alors la décomposition spectrale (au sens L?) :

(1.2) =55

Comme V, est de dimension 1, il existe, pour toute fonction non constante fe C* (M),
un entier p =1, tel que f,#0, et :

(1.3) f=fh+X

Notons ¢ le plus grand entier ¢, s’il existe, tel que f,#0. S’il n’existe pas, posons
¢g=+oc. On a alors :

q
(1.4) f=fo+ X 1

Soit x : (M, g) — E™ une application C* non constante.
Posons x=(xy, . . ., X,)=(Xs); <o =m OU X, est la A-iéme fonction coordonnée. On a,

pour chaque A tel que x, #(X4)o,
da

(1.5) Xp=(Xp)o+ Z (Xa)

I=pa
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Posons p=p(x)=Inf{q,} et g=q(x)=Sup{q.}, ol A parcourt tous les indices tels que
X #Xs, P €t g sont indépendants du choix des coordonnées euclidiennes sur E". On
appelle [p, q] I'ordre de x (cf. [1]). On peut aussi écrire (1. 5) sous forme vectorielle :

q
(1.6) x=x5+ Y. X Ax,=Ax,

t=p
ol x, est un vecteur constant de E™, appelé centre de gravité de x dans E™

Si g est fini, x est dit « de type fini », sinon, x est « de type infini » [cf. (})]. L’application

est dite de type k s’'il y a exactement k x, non nuls dans la décomposition (1.6). (On
pourra consulter [1] pour des résultats généraux sur les sous-variétés de type fini.) Dans
cette Note, nous utilisons la notion d’ordre pour étudier les applications a valeurs dans
E™ Nous obtenons les meilleures estimations possibles sur 1’énergie et la tension de telles
applications. Dans tout ce qui suit, M désigne une variété compacte connexe. Les applica-
tions sont supposées C*,

2. TENSION TOTALE ET ORDRE. — Soit ¢: (M, g) = (N, g") une application C* entre
variétés riemanniennes.

Soient dV I'¢élément de volume de (M, g), et deo la différentielle de .

La densité d énergie e (@) de ¢ est la fonction a valeurs réelles positives définies par :

(2.1) @)= |dp [P = Trace (¢ &) VmeM,

L’énergie E (@) de @ est définie par :
(2.2) E(<P)=j e()dv  (cf [2], [3], [4].
M

L'opérateur d’Euler-Lagrange associ¢ a E, noté t=1t(¢@) est appele champ de tension
de . On a:

(2.3) t=div(do).
L’application ¢ est harmonique si t(@)=0.

Dans le cas d’une application a valeurs dans I'espace euclidien x : (M, g) = E™, on a :
(2.4 Ax= —1(x).

Supposons que N soit isométriquement immergée dans une variété riemannienne P,

Soit ®: M — P la composée de ¢ et de I'immersion.
Notons o la seconde forme fondamentale de N dans P. On a :

(2.5) (D) =1(¢)+ Trace o (do, do).

En particulier, si P est I'espace euclidien E™, et N I'hypersphére S% ' (1) de rayon 1,
centrée a 'origine, on a :
(2.06) T=1—e(x)Xx,

ou t est le champ de tension de x : M — S§ "' (1) ¢ E™, et t" est celui de x" : M — Sp~ 1 (1),
induit par x.

THEOREME 1. — Soit x : (M, g)+— E™ une application non constante. On a :
2KPE(x)§.[ |t(x)[2dV <22, E(x),
M

ot [p, q] est l'ordre de x. L’égalité (a droite ou a gauche) a lieu si et et seulement si x est
de type 1.
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La preuve de ce théoréme se déduit de la décomposition spectrale (1. 5) et de la théorie
de Hodge. Il donne la meilleure estimation possible de la tension totale. Il généralise des
résultats de [1]. Il implique en particulier les corollaires suivants :

CoRroOLLAIRE 1. — Soit x : (M, g)— E™ une application non constante, on a :
f |T(x)|?dV =24, E(x).
M

L’égalité a lieu si et seulement si x est 'ordre [1, 1].
Si x est une immersion isometrique, ce corollaire est di a R. C. Reilly [5]. Si x : C— E™
est une courbe fermée paramétrée par la longueur de I'arc s, on en déduit le :

CoROLLAIRE 2. — Soit x : C— ™ une courbe fermée. On a :

2
J g 2([3;(2_'{?) J |x" |2 ds,
C L C

o L est la longueur de C et xW'=d“x/ds*. L’égalité a lieu si et seulement si x est de la
forme :

2ms . [ 2ms i
X=cg+cC; COS L +c¢, sin - /) avec ¢y, ¢y, ¢, €E™

Remargque. — Par itération, on déduit du corollaire 2 :

2k—2h
J~ |x(k}|2ds_2_(ﬁ) .[ |x“’]|2ds,
c L c

Y h, k tels que k > h, I'egalité ayant lieu dans les mémes cas que ceux du corollaire 2.

3. ENERGIE ET ORDRE. — Soit x : (M, g) — E™ une application. On a :
(3.1) Adx, x>=2({x, Ax)>—{dx, dx)).
Soit ¢ un point de E™. On définit le moment de x relativement a ¢ par :
(3.2) Moo= M, (x)=j { x-¢, x-¢ > dV.
M
En utilisant (1.5), (3.1), (3.2) et la théorie de Hodge, on obtient le résultat suivant :
THEOREME 2. — Soit x : (M, g) — E™ une application non constante d’ordre [p, q].
Ona h, M (S2E(X)Sh, M, ou xq, est le centre de gravité de x. L’égalité (a droite

ou a gauche) a lieu si et seulement si x est de type 1.

Une application x : (M, g) = 8™ (1) o E™ est dite masse symétrique si le centre de
gravité x, est le centre de S™ ' (1) dans F™. Dans ce cas, le théoréme 2 donne la meilleure
estimation possible de I'énergie E (x).

CoROLLAIRE 3. — Soit x : (M, g) = S§~ (1) o E™ une application non constante « masse
symétrigue ». On a E(x)=(k,/2) vol(M).

L’égalité a lieu si et seulement si x est d’ordre [1, 1].

Dans le cas d’une courbe fermée, le théoréme 2 implique le résultat suivant :

CoroLLAIRE 4. — Soit x: C—oE" une immersion isométrique d’une courbe C de
longueur L dans E™. On a ﬂxogL“’M i

L’égalité a lieu si et seulement si C est un cercle de rayon L/2 1t dans un plan.

4. APPLICATIONS HARMONIQUES DANS UNE SPHERE. — Une immersion isométrique de
type 1, d’'une variété compacte dans E™ est, d’aprés un résultat de Takahashi [6], une
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immersion isométrique a valeur dans une hypersphére S™ ' de E™. Une telle immersion
est toujours « masse symétrique », et harmonique dans S"~'.

D’autre part, une application de type 1 de (M, g) dans E™ n’est pas spherique, en
général. 11 est donc naturel de chercher des conditions pour qu'une application de type 1
soit sphérique, et dans ce cas, masse symétrique ou harmonique. On a la :

ProposiTioN 1. — Soit x: (M, g)—SE (1) o E" une application sphérique. Alors
X est masse symétrique et de type 1 si et seulement si [Papplication induite
X: (M, g) = SP 1 (1) est harmonique et a densité d’énergie constante positive.

Remarquons a présent que si 'application x : (M, g)— E™ a une densité d’energie e (x),

i X
I'application % : (M, eg)—(M, g) —» E™, a une densité d’énergie constante. (i désigne le
changement conforme de métrique.) De plus la composée d’une application conforme
entre surfaces et d’une application harmonique est encore harmonique. On déduit de ceci
et de la proposition 1 le résultat suivant :

THEOREME 4. — Soit X : (M, g) — ST (1) une application non constante d’une surface M
dans SP~ (1), Si X a une densité d’énergie positive, e, alors X est harmonique si et seulement

si Papplication composée (M, eg)— (M, g)—Sp ' (1) s E™ est « masse symétrique » et de
type 1.
On déduit également de la proposition 1, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. (M, g) admet une
application harmonique non constante dans une (m — 1)-sphére, a densité d’énergie constante
positive, si et seulement si il existe un espace propre V,, p>1, de A sur (M, g) qui contienne
k-fonction fy, . . . fyeV,, telles que f1+f3+ ... +fi=1(k=m).

Un tenseur T symétrique de type (0, 2) sur une variété riemannienne (M, g) est appelé
un tenseur harmonique (relativement a g) si :

d(Trace T)=—-20T,

ou & est la codifférentielle sur (M, g) [7]. Le résultat suivant peut étre considéré comme
une généralisation du théoréme de Takahashi sur les sous-variétés minimales de sphéres.

THEOREME 5. — Soit x : (M, g)+— E™ une application non constante. x est une application
a valeurs dans une hypersphére S™ ' de E™, harmonique, a densité d’énergie constante, si
et seulement si x est de type | et x*(g,) est un tenseur harmonique sur (M, g), ot g, est la
métrigue euclidienne de E™.

Remise le 22 avnil 1985.
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