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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Classe de Maslov d’une immersion lagrangienne
et minimalité. Note (*) de Jean-Marie Morvan, présentée par André Lichnerowicz.

Nous montrons que la classe de Maslov m d’une sous-variété lagrangienne M" de I’espace euclidien E*”" munide
sa structure symplectique canonique ©, est reliée au vecteur de courbure moyenne H par la relation :
1
m=— [i(H)Q]m
Il
ou i désigne ici le produit intérieur.

En particulier, si la sous-variété est minimale, m est nulle.

We prove that the Maslov class m of a Lagrangian submanifold M" of the euclidian space E* ", endowed with the
canonical symplectic structure Q, is related to the mean curvature vector field H.  More precisely, we have:

1
m=1r [i(H)Q]mr,

(i denotes the interior product).
Particularly. if the submanifold is minimal, m is null.

0. InTRODUCTION. — L'un des moyens essentiels de I'étude des équations aux dérivees
particlles est la classe de Maslov, invariant cohomologique attaché aux sous-variétes
lagrangiennes d’un espace vectoriel muni d’une structure symplectique. Nous donnons ici
une interprétation riemannienne de cette classe. Dans toute la suite, E*" désigne I'espace
euclidien de dimension 2 n, muni de son produit scalaire habituelg={ , ), etdela2-forme
symplectique canonique :

Q=ml -'"\U\}“.II‘F . +Q)",-"'\ wZi:

(si @' ...®*" est une base orthonormée de T*E*"). Une immersion f d’une variété M"
dans E? " est dite lagrangienne si f* (Q)=0 en tout point de M", [1]. On peut munir M" de la
métrique f*(g); fest ainsi une immersion isométrique, et 'on peut identifier M et f (M), g et
f*(g). La seconde forme fondamentale associée a I'immersionf est notée
o TM"xTM” —» T* M" [ou TM" (resp. T* M") désigne I’espace tangent (resp. I'espace
normal pour g) a M"].

11 est bien connu que o est un tenseur symétrique défini par :

oX,Y)=V, Y-V, Y, VX, YeTM,

ou V est la connexion triviale sur E2 " et V la connexion de Levi-Civita associée 4 la métrique
sur M". On note H la trace de . H est un champ de vecteur normal appelé « champ de
vecteur de courbure moyenne ». Si H est identiquement nul, [ est dite minimale.

1. La cLasse DE MasLov. — (i) L'espace L(F2 ") [2]. — Désignons par L(E* ") I'espace des
n-plans lagrangiens de (E* ", Q). Il est bien connu que L (E2") peut étre muni d'une structure
d’espace homogéne isomorphe & U(n)/O(n), ot U(n) désigne le groupe des matrices
unitaires et O (n) celui des matrices orthogonales. Son espace tangent en un point est donc
isomorphe & % (n)/0(n), ou % (n) désigne l'espace des matrices antihermitiennes et 0(n)
I'espace des matrices antisymétriques.

Remarquons enfin que Dapplication (det)® détermine une fibration canonique
de U(n)/O(n) sur S'. Les fibres sont isomorphes a SU(n)/SO(n) et, par suite,
H'(L(E*"), Z), le premier groupe de cohomologie de L(E*") a coefficients dans Z, est
isomorphe a Z.



634 — Série I C. R. Acad. Sc. Paris, t. 292 (30 mars 1981)

(ii) La classe de Maslov d’une immersion lagrangienne [2]. — Si f: M" — E2" est une
immersion lagrangienne, désignons par G, I'application de Gauss :

G,: M"-L(E")

associ¢e a f. (L’image d'un point m de M" par G, est son espace tangent ramené a |’origine.)

Sia=(1/2in)(dz/z) désigne la forme volume de S!, notons B la 1-forme fermée sur L [E=")
definie par B=(det®)*(a). La classe de Maslov m est définie comme étant la classe de
cohomologie représentée par G*(B). Ainsi :

m=[G%o(det*)* (x)) e H! (M", Z).

Pour une étude détaillée de la classe de Maslov, on pourra consulter [3].

(i) Exemples. — Le cercle S' dans R? =C est une sous-variété lagrangienne dont la classe
de Maslov est 2[a]=[(1/in)(dz/z)].

K. Yano, M. Kon ont montré que, si M” est une sous-variété compléte lagrangienne de
(E*", g, Q) telle que le vecteur de courbure moyenne soit paralléle et tel que le fibré normal
soit plat, alors M" est, soit un n-plan, dont la classe de Maslov est évidemment nulle, soit un
produit de n cercles S'(r;) x ... xS'(r,), soit un produit de p cercles et d’un n—p-plan
B )% s x S'(r,) xE""?[1]. Dans le deuxiéme (resp. troisiéme) cas, le théoréme que
nous montrons permet de construire un représentant de la classe de Maslov :si&,, ..., &,
(resp. &y, ..., §,) sont les vecteurs normaux unitaires a S'(r;), ..., S'(r,) [resp.
STE o =8 (r ), la forme duale du champ de vecteurs (1/m)(r;&;+...+7,E,)
[resp. (1/m)(ry &+ ... +7,&,)] dans la dualité définie par Q est un représentant de la
classe de Maslov de S! (r;)x ... xS8"(r,) [resp. S'(r;) x ... x St(r,) x E*~7)].

2. Le THEOREME. — Nous nous proposons de montrer le théoréme suivant :

THEOREME. — Soit f: (M", g) —(E*", g, Q) une immersion isométrique lagrangienne d’une
variété M" dans lespace euclidien E* ", muni de sa structure symplectique canonique. Alors la
classe de Maslov m de I'immersion f est représentée par la 1-forme fermée 1/T1i(H) Q. ou H
désigne le champ de vecteur de courbure moyenne de I'immersion et i le produit intérieur.

Nous en déduisons immédiatement les corollaires suivants :

CoroLLAIRE 1. — La classe de Maslov d’une immersion lagrangienne minimale dans Pespace
euclidien est nulle.

CoRrOLLAIRE 2. — Si (M", g) est une sous-variété lagrangienne de (E*", Q) de vecteur de

courbure moyenne H, alors 1/T1 J i(H)Q est entier pour tout lacet v de M".
31

3. ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME. — Introduisons d’abord la structure
complexe canonique J sur (E*", g, Q) (ce qui revient & identifier E2" avec C" en posant
JX=iX,VXeTE"),

Nous avons :

gX,J9)=0X,Y), V¥X, YeTE2"
Nous allons utiliser les lemmes suivants (comparer avec [4]) :

LEMME 1. — L’espace tangent Tp (L(E*")) au-dessus d’un n-plan P s’identifie a 'espace des
endomorphismes L de P dans P+, tels que :

(LX), J(Y)>=(L(Y), J(X)>, ¥X,YeP.
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Démonstration du lemme 1. — T, (L (E* ")) s’identifie, nous I’avons vu & % (n)/6 (n). Soit
€y, ..., e,une base orthonormée réellede P,et8', ..., 0"sabase duale. Une base complexe
de % (n)/0(n) est constituée par I'ensemble { 0*®e,, i6'®e,,—i6™®e,}. L'application ¢
définie par :

¢ (ek®"—’k) =0'®Je,,

P(i(0'®e,)—0"Re)=0'®Je,—0"R]J¢,.

permet de construire, par linéarité, un homomorphisme injectif de Tp(L(E*")) dans
End (P, PL).

Remarquons a présent que J peut étre lui-méme considéré comme un vecteur tangent
invariant de (L (E?")). Notons T la 1-forme sur L (E?") associé &4 J dans la dualité définie par
la métrique. Nous avons le :

LeEmME 2. — JeT*(L(E2 ")) est fermée. Avec les notations de 1, nous avons :

(et (o) = = ().

Démonstration du lemme 2. — Au-dessus d’un n-plan P de L(E2"), I’espace tangent
Tp L(E*") s’identifie 4 la somme directe orthogonale /@ RJ, ou .o/ désigne I'espace des
matrices antihermitiennes de trace nulle [noyau de d(det?)], et J est la matrice identité dans

une base (e, ...,e,) de P et (Je,, ..., Je,) de P*. D’autre part, Iapplication tangente
a det” est donnée par d(det®)(Z)=2Trace(Z), VZe%(n)/0(n).
Dong, si :

Xesd, (det?)*(a)(X)=20a(Trace(X))=0=<J, X>=T(X),
§l:

1 i e iE -
= Z)* = 2u(Trac =—=—<(J,1==1().
X=J, (det*)*(@)(J) = 2a(Trace())= = <L I>==1()
Par suite (det®)* (o) =1/T17 et J est fermée comme image réciproque d’une forme fermée.
Soit maintenant f: (M", g) —(E*", g, Q) une immersion isométrique lagrangienne. Avec les
notations de 1, on peut montrer les deux lemmes suivants :
LeMME 3. — Le fibré G;' (T (L (E*"))) est isométrique au sous-espace du produit tensoriel
T*M"®@T* M", constitué par les tenseurs vérifiant :
CLX), J(Y))=CL(Y), J(X)>, VX, YeTM"
Considérons a présent le diagramme suivant :

n (d Gf) * 1
M et M0

M e T(L(ED)

=
=
=]

Gp >
P I o ) s (P
ou T*M"®@T* M" est le sous-espace défini par le lemme 3.

LEmMME 4. — L'application (d Gy), tangente a G, s’identifie a la seconde forme
fondamentale de f en m, c,,, considérée comme application a valeur dans T* M"@T: M".
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Notons également J la restriction de I'élément T de T*(L(E*")) a T* (G ,(M")). Nous
avons le :

Lemme 5. — (G )* (3)=(i (H) Q)lyy ont i désigne ici le produit intérieur.

Démonstration du lemme 5. — Soit Xe TM". D’aprés le lemme 4 :

(G, )*(J)(X)=J(ox)

[ot oy (Y)=0 (X, Y), VYeTM"].
Soit (ey, ..., e, Jey, ..., Je,) une base locale orthonormée telle que ey, ..., ¢,eTM",
Jey, ..., Je,eT*M", et soit 0', ..., 0" JO', ..., —J6" la base duale. Nous avons,
localement :
J=e,®(—J10"), ox=ci0'®Je,.

Par suite :

j{UX]:Z oi(X)=Y <o(X, &), Jey=Y Cole; e). JXH>=Q(H, X).

Done (G%) (1) =i(H)Q|y-.
Le théoréme est une conséquence immeédiate des lemmes 2 et 4.
Les professeurs P. Dazord, J. Grifone et C. M. Marle nous ont donné de fructueux conseils.

(*) Remise le 26 janvier 1981.
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