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Geométrie différentielle/Differential Geometry

Cohomologie des sous-variétés o-obliques

Bang-Yen CHEN et Jean-Marie MORVAN

Résumé — Nous définissons une I-forme différenticlle sur toute sous-variété s-oblique d'une
variété presque hermitienne M. Lorsque M est plate, cette forme est fermée et définit une classe de
cohomologie. Cette classe n’est autre que la classe de Maslov lorsque la sous-variété est Lagrangienne.
Nous détaillons le cas des surfaces de C2.

Cohomology of a-slant submanifolds

Abstract — We define a differential 1-form on a-slant submanifolds of an almost Hermitian manifold
M. When M is flat, this form is elosed and defines a cohomology class. This class is nothing but
the Maslov class, when the submanifold is Lagrangian. We give details in the case of surfaces of £3

1. IntrRODUCTION. — 1.1. Soit (M, ¢ , >, J) une variété presque hermitienne, de meétri-
que ¢ , ) et de structure presque complexe J. Soit N une sous-variéte de M. Un point
peN est appelé point complexe st T, N est un sous-espace vectoriel complexe de T, M.
Ces points sont donc caractérisés par la condition

IT N=T;N.

Un point pe N est appelé point totalement réel, si T, N ne contient aucune droite complexe
dans T,M. Enfin, peN est appelé point isotrope si T,N est un sous-espace vectoriel
isotrope de T, M, muni de la forme présymplectique

Q= 4Ty P
Les points p isotropes de N sont donc caractérisés par la condition
JT,NcT, N.

On a beaucoup étudié la géométrie des sous-variétés complexes et isotropes, et la
topologie des sous-variétés totalement réelles. Récemment, le premier auteur a defini une
nouvelle classe de sous-variétés : les sous-variétés o-obligues [1] qui donnent un cadre
commun aux sous-variétés complexes et isotropes. Nous étudions ici leur cohomologie,
en introduisant une forme différentielle ® définie canoniquement sur toute sous-variéte
u-oblique. Nous énongons ici simplement les résultats. Les preuves paraitront ailleurs.

2. NotaTions. DEFINITIONs. — 2.1. Soit N une variété riemannienne isometriquement
immergée dans une variété presque hermitienne M, de structure presque complexe I, et
de métrique (presque hermitienne) g. On note { , ) le produit scalaire sur N comme
sur M. On note V et V les connexions de Levi-Civita de N et M, R et R leurs tenseurs
de courbure respectifs.

2.2. Soit peN et XeT,N. On pose

IX=PX+FX,

ot PX et FX sont les composantes tangentielles et normales de JX. Un point peN est
donc complexe si F,=0 isotrope si P,=0. Nous dirons que N est une sous-variété propre
de M si N ne contient aucun point complexe ou isotrope.

Supposons X, #0. L'angle o.(X,) formé par JX, et T, N s’appelle 'angle d’holomorphie
[8], ou de Wirtinger de X,. Nous dirons que N est a-oblique dans M si la fonction o est
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constante (et donc indépendante du point peN et du vecteur X, de T,N). Si N est
complexe ou isotrope, alors N est a-oblique (=0 et a=m/2 respectivement). Une sous-
variété o-oblique est dite propre si elle n’est ni complexe ni isotrope. On trouvera dans
[1]. [6], [7] de nombreux exemples de sous-variétés a-obliques.

2.3. Soit N une sous-variété a-oblique propre d’une variété presque hermitienne M. Sa
dimension est paire : =2k [5]. Suivant [1], on peut définir au voisinage de chaque point

p de N, un repére local -adapté {64, 8 s Bapeyy Cop @ty €8, vy By oqy €} G
engendre (TN +JTN) vérifiant, pour tout /e {1, ..., k},
- : . o : *
Je, _,=cosaey, +sinaed;_;;  Jey,=—cosae,_,+sinaed,
* T _ % . ol *
Je¥ sinote,, —cosoed;; Je3, since, +cosoed;_ .

Comme d’habitude, on notera o/, w}, @} les formes de connexion correspondantes.
3. FORME CANONIQUE DEFINIE SUR UNE SOUS-VARIETE OBLIQUE.

3.1. DEFINITION. — Soit i: N— M une immersion isométrique propre d’une variété
riemannienne N de dimension # a valeurs dans une variété presque hermitienne M. La
1-forme @ définie sur N par

n
=Y o,
i=1
(ou {ey, ...,e,ef, ..., ef} est un repére adapté a N), s’appelle 1-forme canonique
associée a U'immersion .
3.2. Remarque. — (i) Il est facile de voir que cette forme est indépendante du repére

choisi.
(ii) Si M est kdhlérienne, et N lagrangienne, on peut définir la forme

o= 0);"

k=1

dans un repére (e,, ..., e,)eTN, (Je,=e¥, ..., Je,=e¥)e T+ N. Dans ce cas on retrouve
la 1-forme classique définie par

®(X)= - (JH, X)

ou H est le vecteur de courbure moyenne de I'immersion. Si M =C", ® est fermée et la
classe [@] est, & une constante pres, la classe de Maslov de I'immersion lagrangienne [9].

4. ENONCE DES RESULTATS.

4.1. ProprosiTiON. — Soit N une sous-variété a-oblique propre de dimension (réelle) n,
immergée dans une variété kahlérienne (M, { , >. 1), de dimension réelle 2n. Alors la
Jorme canonique ® définie sur N vérifie I'égalité

do (X, Y)= Z (RX, Y)e, et)

i=1

ot (eq, ..., e, ef, ..., e¥) est un repére adapté. (En particulier, cette forme est fermeée si
M est plate.)
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4.2. THEOREME. — Soit N une surface o-oblique de C*, (a#0). Alors la classe de
cohomologie de De Rham de la forme canonique [®] est entiére (a une constante multiplica-
tive prés). Plus précisément,

1

— [®]eH'(N, 7).
2 Znsina{] (N, 2)

4.3. CorOLLAIRE. — Soit N une surface compléte a-oblique propre de C*. Si la courbure
moyenne de N est en tout point supérieure ¢ une consiante strictement positive, alors N est
difféomorphe a un plan ou un cylindre.

On déduit facilement de 1.2.2 et 1.2.3 qu'on peut construire des sous-variétés o-
obliques propres de C", ayant une classe de cohomologie [®] non nulle : la construction
la plus simple est celle d'un cylindre a-oblique (produit d’un cercle par une droite) S' x R

dans C?, tel que
_[ [@]=1.
Sl

5. EsQuissE DE PREUVE, — 4.1 est une conséquence du

LeMmMmE. — Soit N une sous-variété o-oblique propre de dimension n=2k, d'une variété
kéhlérienne (M, { , ), J) de dimension réelle 2n. On a, relativement a un repére adapté,
* * ® L * *
(2j) (2j=1) — (2i) (2i—1) (2j) (25— 100 — 2§ — z 201
o5 + oz w37ty 03 oG] =05~ 05,
* -
b ol RPN 7. o O ol PR 2j51 T
0‘)2::_ m(zj}' —0)2-: Q):::z‘f]“ ) " \?’I,J’El].., A k}

Le paragraphe 6 est consacré a ’étude du théoréme.

6. SURFACES 9-0BLIQUES. — Nous étudions dans ce paragraphe, les surfaces a-obliques
de C? (cf- [1] & [SD.
6.1. La grassmannienne G (2, 4) des 2-plans orientés de E*. — Soit {&,, €,, €5, &,} la

base orthonormée canonique de E*. La forme y, =€, A €, A €5 A €, Oriente canoniquement
E*. Soit A?(E*)* l'espace vectoriel de dimension 6 des 2-covecteurs de E*, muni du
produit scalaire { , » défini par

(XiAXy YiAY, ) =det((X, Y;)).
Identifions la grassmannienne G (2, 4) avec I'ensemble D, (2, 4) des 2-vecteurs décompo-

sables de A2 E*. Soit * 'opérateur de Hodge. Puisque **= 1, et puisque * est autoadjoint,
on a la décomposition orthogonale

A E*=AL E*@A2 -4,
relative aux sous-espaces propres de * associés aux valeurs propres +1 et — 1. Soient

m, et m_ les projections naturelles associées. Soient S% et S2 les 2-sphéres de A% E* et
A2 E*, centrées a I'origine, et de rayon 1;’\/5. Ona:
.t D248 : n.: D2, 4—->8%; B (2, 4)=8%. %82,
6.2. L'application de Gauss d'une surface orientée o-oblique de C*. — Soit f: N — E*
une immersion d’une surface orientée N dans [E*. Soit
v:N-> G2, 4)

I'application de Gauss associée a f. Soit

V. =T, °V; V_=T_°V.
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On a alors le

6.3. LEemMMmE. — Si N est une surface proprement o-oblique, et si (e, e,, e5, ¢,) est un
repére local adapté, on a
1 1
(Vi)y=—20n, ou nN=—=(e, Aeg—e,ne;).
V2 V?

Si N est ao-oblique, I'image de v, appartient a un cercle S! de S2, de rayon
If\/Z sino. Soit @ la 1-forme volume de S!. On a

(v+)*(®)(X)=w{(v+]*(X))=%‘D(X). VXeTN,
et

1 _
f 5 ®=indice (v, ) vol (S})= \/2 msin o (indice (v.)),
T

pour tout lacet v de N. Donc

1
— | @
2 2nsina ),
‘\a’
est un entier. (C'est le nombre de fois que la courbe v, (y) « s’enroule autour du 2-

vecteur £, A€, —E3 A €4 »). SI la courbure moyenne de N est bornée inférieurement par
une constante positive, on déduit du fait que

(v,), (X)= l/—2 (Rt +Y he?) (X),
V. i i

que le rang de (v, ), est 1 en tout point. Le corollaire s’en déduit sans difficulté.

Note remise le 9 décembre 1991, acceptée aprés révision le 14 avril 1992,
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