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Géometrie différentielle/ Differential Geometry

Sur la stabilité des sous-variétés minimales isotropes d’une
variété kihlérienne

Bang-Yen CHEN et Jean-Maric MORVAN

Résumé — Nous étudions la stabilité des sous-varietés minimales isotropes compactes [ d'une
variété kihlérienne de structure complexe J. Si 'on décompose orthogonalement T*1 en JTI@v,
nous montrons que la variation seconde du volume ¥ de I vérifie

¥(E) =0, FEeITI
PEFYIY)Z0,  Viev

dés que la courbure bisectionnelle holomorphe de la variété ambiante est non positive. Nous
obtenons également des résultats sur U'instabilité des hypersurfaces minimales d’une forme reelle
d’une variété kdhlérienne a courbure non negative.

Stability of isotropic minimal submanifolds of a Kihler manifold

Abstract — We study the stability of compact minimal isotropic submanifolds of a Kéhler manifold
with complex structure ). If we consider the orthogonal decomposition of T-1 by ITI@v, we show
that the second variation of the volume " of | satisfies

P(E)=0, ¥ EeITI
VUE) Y JE)20, VEev

as soon as the holomorphic bisectional curvature of the ambiant manifold is non positive.  We obtain
also unstability results for minimal hypersurfaces of a real form of a non-negatively curved Kdihlerian
manifold.

1. INTRODUCTION. — Parmi les sous-variétés M d’une variété kihlérienne M, on
distingue les sous-variétés complexes (qui sont telles que la structure presque complexe J
de M conserve chaque espace tangent de M:JTM=TM), et les sous-variétés isotropes
(qui sont telles que la structure presque complexe J de M envoie chaque espace tangent
de M dans son orthogonal : JTM<cT+M). On sait qu'une sous-variété complexe est
toujours minimale et stable. Par contre, une sous-varié¢t¢ isotrope minimale n'est pas
stable en général (considérer par exemple I'immersion totalement géodésique de RP"
dans CP" [1]).

Dans cette Note, nous étudions la formule de la variation seconde d’une sous-variéteé
isotrope minimale d’une variét¢ kéhlérienne. (Nous énongons simplement les résultats.
Les preuves paraitront ailleurs. Les notations sont données en 3.1 et 3.2.)

2. ENONCE DES RESULTATS.

2.1. TutoréME. — Soit | une sous-variété isotrope minimale compacte d'une variété
kéhlérienne M, a courbure bisectionnelle holomorphe non positive. Alors :

(i) indice (¥ ) =0.

i) ¥ (@©+7"(J5)20,VEev.

Ce théoréme généralise directement les résultats de [2], [3] dans le cas lagrangien. On
pourra aussi se référer a [4] et [5].

2.2, L’exemple suivant montre que ce résultat est le meilleur possible et que, méme si
la variété ambiante a une courbure non positive, on peut y construire des sous-variétés
minimales isotropes instables. Considérons une hypersurface compacte 1 minimale, non
totalement géodésique, du tore (réel) plat T"*!, lui-méme canoniquement plongé dans le
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tore complexe plat C T" "', Soit & une normale unitaire de T dans T"*!, On a
AL#0, V+E=0, Apr=0
et donc
17 () <0, P(IE)=0.
On peut genéraliser cet exemple, et montrer le

2.3. TuiorREME. — Soit M une sous-variété lagrangienne totalement géodésique d'une
variété kéihlérienne M. Soit 1 une hypersurface minimale compacte de M.

(i) Si la courbure sectionnelle de M est non négative, et si 1 n'est pas totalement
géodésique, alors T est instable dans M.

(ii) Si la courbure sectionnelle de M est positive, 1 est instable dans M.

Soit M une variété kiihlérienne. Une sous-variété M de M est appelée une forme réelle
de M si M est I’ensemble des points fixes d’une isométrie involutive antiholomorphe de M
. Les formes réelles d’une variété kihlérienne sont totalement géodésiques et lagrangiennes
(cf'. [6]). On déduit de 2.3 les corollaires suivants :

2.4. COROLLAIRE. — Soient M un espace symétrique hermitien de type compact et M
une forme réelle de M. Alors toute hypersurface compacte minimale et non totalement
géodésique 1 de M est instable dans M.

2.5. CorROLLAIRE. — Soit 1 une hypersurface compacte minimale de RP"* isométrique-
ment plongée dans CP"*' comme sous-variéié lagrangienne totalement géodésique. Alors 1
est instable dans CP" 11,

2.6. COROLLAIRE. — Soient M"™ ! un espace symétrigue hermitien irréductible de type
compact, de dimension complexe n+1 et M une forme réelle de M"*'. Si n>rangM, alors
toute hypersurface 1 compacte, minimale de M est instable dans M"™ !,

3. LA FORMULE DE LA VARIATION SECONDE POUR UNE SOUS-VARIETE 1SOTROPE. — 3.1. Soit
i:1— M une immersion isométrique d une variété riemannienne compacte de dimension »,
a valeurs dans une variété riemannienne M. Nous notons ¢ , ) la métrique définie sur I
et sur M, V(resp. V) la connexion de Levi-Civita définie sur I(resp. M), R (resp. R) le
tenseur de courbure définie sur I(resp. M). Nous notons également

o=TIxTI->T"I

la seconde forme fondamentale de I'immersion (4 valeurs dans le fibré normal). Soit
A: TIXT*HI->TI

I'adjoint de o. A est défini par I'équation
(1) (o(X,Y),E)=(AX, Y), VX, YeTl, VEeT L

H=(l/n)Tracec est le vecteur de courbure moyenne de I. Enfin, nous notons
V*(resp. R1), la connexion normale (resp. le tenseur de courbure normale) définie sur le
fibré normal T+ 1.
3.2. Soit {i, } une famille & un paramétre d’immersions de I dans M, telle que i,=1i.

Une déformation {Ef} de 7 induit un champ de vecteurs £ dans M defini le long de | :

sl

B

at

Décomposons & en sa partie tangente £' et sa partie normale EY. Si £7=0, on dit que la
déformation est normale. Soit ¥ (7) le volume de (1), calculé avec la métrique induite
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sur I par i,. Notons ¥ (£) et ¥™ (&) les valeurs de la premicre et deuxiéme dérivée de
¥ (t) en t=0. On sait que

2) w%m=—nj<aH>ma
|

Si T est minimale (H=0), on a :

2} dv

® r@= [ (178 -5E 9~ A
1
ou § est le tenseur défini par
5E =Y RE e e ).
i=1

(e, ..., e,) étant un repére local orthonorme de TI.
En appliquant la formule de Stokes a (3), on a :

g (-i)=j<L§~ &) dv
1

ou L est un opérateur différentiel linéaire du second ordre fortement elliptique, auto-
adjoint, agissant sur I'espace des sections du fibré normal, défini par

L=-A'-A-S§,
ou A’ est le laplacien associé a la connexion normale, (A&, n)=trace (A, A, ) et
(S8&, 1n)>=S8 (& n). Si & est une valeur propre de L, on note E, I'espace propre associe :
E,={EcT(T*D):L(E)=X%}.

Le nombre ) dim(E,) est appelé indice de 1 dans M. T est dite stable si ¥ (£)=0 pour
L=0

tout champ de vecteurs normal &. Sinon, I est dite instable.
Définissons a présent 'opérateur ¢ par

F &, n)=J<Li. nydv, VE mel(THI).
1
# induit un tenseur symétrique
F: THIxTLIS R

Si V est un sous-fibré du fibré normal T*1, on note ¢ |y la restriction de # a V. On
note alors indice (7 |y) le nombre de valeurs propres négatives de #

".’.

3.3, Supposons maintenant que M soit kdhlérienne (de dimension réelle 2n+2p).
Notons J la structure complexe de M. Si I est une sous-variété isotrope de M. son [ibré
normal se décompose comme suit :

T+1=JTI®v
ou v est le supplémentaire orthogonal de JTI dans T-1. On a alors la

3.4. ProposiTioN. — Soit 1 une sous-variété compacte isotrope minimale d'une variété
kdéhlérienne M.
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(i) Seit EelTI. Notons ® la 1-forme sur 1 duale de J£. On a

(4) 1/'"(5,)=J{%||d(1)||2+[|6(1)l|2+2||pr\,cr(.l£j,, JE— B [{Rie; BYE ¢
|

i=1
+{R{e, £)E, Je;> } dv
(ii) Soit Zev. Ona

) "‘""(&FHIIAJa||2—||Ag||2+llpva"é
1

2‘Z<ﬁ(e.-,®&_,e,.>}d.¢,.

i=1

(ot { el-} est une base locale orthonormée de T1).
Le théoréme 2.1 est une conséquence immediate de 3.4.

Note remise le 14 janvier 1991, acceptée le 15 janvier 1991.
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