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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Propriétés riemanniennes des surfaces lagran-
giennes. Note de Bang-Yen Chen et Jean-Marie Morvan, présentée par André Lichnero-
wicz.

Ce travail étudie les propriétés riemanniennes des surfaces lagrangiennes de C*. Nous caractérisons localement
les surfaces lagrangiennes et les surfaces lagrangiennes minimales. Nous donnons ensuite un théoréme de
flexibilite des surfaces lagrangiennes plates.

DIFFERENTIAL GEOMETRY. — Riemannian properties of Lagrangian surfaces.

This work investigates Riemannian properties of Lagrangian surfaces of C*. We characterize locally Lagran-
gian surfaces and minimal Lagrangian surfaces. Then, we give a deformation theorem for flat Lagrangian
surfaces.

1. GENERALITES. — 1.1. Soit i: M? g E* une immersion isométrique d’une surface
M2 dans E* Si V est la connexion de Levi-Civita sur M, ¥ celle sur E*, on définit la
seconde forme fondamentale de i par :

o: TM?xTM? - T*M?,
X, Y)—o(X, Y),

otu o(X, Y)=VxY—-V4Y, VX, YeTM? (TM? désigne le fibré tangent a M2, et Tt M?
le fibré normal).

On note A le tenseur de Weingarten (i. e. adjoint de o) et o* la valeur de o dans la
direction & :
(1) o* (X, Y)=(o(X, Y), E>=CA X, Y), VX, YeTM?, VEeT M2

L’immersion i est minimale si H, la trace de o, est nulle.
Les équations de Gauss, Codazzi, Ricci, reliant la courbure R de M 4 g, et la courbure
normale R* 4 A s’écrivent :

(2.1) R={o(e;, e)), o(e;, e;) )—<{ (e}, &), o(ey; e3) ),
(22) RL:<Ae3eh Ae482>_<A23823 AE4el >‘
) (2.3 (V.,0) (e )=V, 0)(es ), Viij ke{1, 2},

(2.4) (Vo A)(ep ed=(V, A)(ey e, Vi je{l, 2}, Vke{3, 4},
ou (e,, e,, e, e,) est un repére local tel que (e,, e,) soit tangent & M? et (e,, e,) soit
normal a M? (cf. [1] par exemple).
1.2. Considérons la grassmannienne G(2,4) des deux plans orientés de E*. L’appli-
cation :

2
j: G(2,4) - A(EY,
ey, es]l—ey A e,

permet (moyennant un changement de coordonnées), d’identifier G(2,4) au produit de
deux sphéres S? x §? de rayon lfvfj centrées a lorigine de E® [2]. Plus précisément, si
(€4, . . ., &,) est la base canonique de E*, écrivons :

ey A ey=Y a;€ A&

i=j
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Le changement de coordonnées :

-
\,ﬁx1=a12+a34, \,;'2}"1=ﬂ12—a34,

\/szza”—i—au, \jﬁyz_—'ala_azm

\/§x3=a23+a14, \/§}=3=a23—a14

satisfait x2+x2+x2=p2 +y2+y3=1/2, et permet d’identifier G(2,4) a S*> x S*.

1.3. L’application de Gauss G d’une surface M? de E* se décompose donc sous la
forme G=(g,, g,), ol g, et g, sont & valeurs dans S?.

1.4. Supposons a présent que I'immersion i de M? soit & valeurs dans C?, muni de sa
structure complexe canonique J, J>= —1Id.i est dite lagrangienne si JTM?=T*M?2. J est
dans ce cas une isométrie de TM?2 sur T* M2 On a VgI¥ =TV ¥, VX, YeTC" ce qui
implique :

(3.1) IVL Y =VLTY,
(3) (3.2 JR(X, Y)Z=R*(X, Y)JZ,
(3.3) (o(X,Y),JZ}=<(0o(X, Z),]Y ),

VX, Y, ZeTM? (¢f. [1] et [3] par exemple).
1.5. Si M? est une surface quelconque de C2, nous notons F le tenseur défini comme
suit :
F: TM?ST*M?
X = Prpuy,2 JX, ¥XeTM? (cf [1] par exemple).

2. ENONCE DES THEOREMES.
(Les surfaces considérées seront toujours orientées).

THEOREME 1. — Soit M? une surface isométriqguement immergée dans E*.

(a) Soit J une structure complexe sur E*. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) M? est lagrangienne relativement a J.
(ii) M? est lagrangienne en un point relativement a J, et

A Y=ApX, VX, YeTM2

(b) Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe sur E* une structure complexe J telle que M? soit lagrangienne relative-
ment a J.
(ii) L'application de Gauss G=(g,, g,) de M? est a valeurs dans S* x S?, ou S* est
un grand cercle de S2.

2
(iii) Soit € Tensemble des éléments de AFE* de la forme e, A es+e, A ey, oU
(e, €5, €3, €4) est un repére orthonormé de E*. Il existe E€% tel que G (M?) soit orthogonal

2
a & dans A(E*).
(iv) K=K*, et l'image de g, est totalement géodésique dans S*.
(¢) Les affirmations suivantes sont équivalentes.
(i) Il existe sur E* une structure complexe telle que M? soit une surface lagrangienne
minimale.
(ii) Il existe sur E* une structure complexe telle que M? soit une courbe complexe.
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On déduit du théoréme 1 le corollaire suivant :

CoROLLAIRE 1. — Soit M? une surface lagrangienne compacte de genre g#1.
Il existe au moins un point ou sa courbure est nulle (en particulier, il Wexiste pas
d’immersion isométrique lagrangienne de la sphére S* dans C?).

THEOREME 2. — Soit i: Uc C? une immersion isométrique lagrangienne d’'un ouvert
simplement connexe U de Iespace euclidien E> dans C?. Alors i est homotope a travers des
immersions isométriques lagrangiennes (d un déplacement prés) a I'immersion lagrangienne
standard (totalement géodésique) de U dans C?.

3. ESQUISSE DE DEMONSTRATION. — 3. 1. Le théoréme 1 est une conséquence des lemmes
suivants ;

2
LeMMmE 1. — Soit S' xS? & $2xS?2~G(2,4) 6 A(E*) le produit par S* d'un grand cercle
S de S2. Il existe sur E* une structure complexe J telle que S'xS* sidentifie a la
grassmannienne des deux plans lagrangiens orientés de (E%, ).

2
LeMME 2. — Soit £ A(C?). Il existe un grand cercle S* de S* tel que & soit orthogonal
aS'xS? g S2x8%2~G(2,4) si et seulement si EcE.

LEMME 3. — Soit M? une surface isométriquement immergée dans E*. Notons G=(g,
g,) son application de Gauss a valeurs dans S?2 xS2, et ¢ sa seconde forme fondamentale.
Dans un repére (e, e;) € TM?, (es, e,)€ T M?, on a, avec des notations évidentes :

i dg,:(gzl—i_czz 0’324-032)
G12+0;; 02101,

(i) det (dg,)=K—K™*.

(iii) Il existe une structure complexe J sur E* telle que M? soit une courbe complexe si
et seulement si g, est constante.

(iv) M? est minimale <> g, holomorphe < g, holomorphe.

((ii), (iii) et (iv) sont déja démontrés dans [4], [5] et [6].)

3.2. Le théoréme 2 utilise le théoréme fondamental d’existence de sous-variétés [7] :
A tout triplet (N, V*, o), ou N est un fibré vectoriel sur U" tel que TU@ N soit trivial,
V<L est une connexion métrique sur N et ¢ un tenseur bilinéaire symétrique sur U a
valeur dans N, satisfaisant (2), on associe une immersion isométrique de U dans C”, telle
que N soit le fibré normal de I'immersion, V* la connexion normale et ¢ la seconde
forme fondamentale. On construit donc une homotopie C° de i a i, en construisant une
famille (N, Vi, o,) telle que :

N =T+ 1], Vi =V, c,=to, Vtel0, 1].

Comme U est plat, R=R*=0, (2) est vérifié¢ pour tout t.

(Nous appliquons ici un raisonnement du méme type que celui de [8] dans un contexte
différent.)

Pour vérifier que i, est lagrangienne (& un déplacement pres), on utilise le lemme
survant :

LeMME 4. — Soit M? une surface de E*, plate et a connexion normale plate. Soit
(ey, €5, €3, e4) un repére orthonormé de vecteurs paralléles, tel que (e, e,) soit tangent a
M? et (es, ey) soit normal a M?.

Si (o (X, e,), e5>={0(X, e,), eq ), alors il existe sur E* une structure complexe telle
que M? soit lagrangienne.
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4. REmMARQUE. — En utilisant [3] et I’équation de Gauss, on peut montrer qu’il n’existe
pas de sous-variétés lagrangiennes compactes a courbure scalaire strictement positive et
a classe de Maslov nulle dans C". (En particulier, il n’existe pas d’immersion isométrique
lagrangienne de la sphére 8" dans C", n>1.)

Remise le 13 mai 1985.
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