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ENSEMBLE FOCAL ET QUASIOMBILICALITE

Jean-lMarie MORVAN

Introduction

Ces derniéres années, un nombre important de travaux a été consacré a
1'étude des immersions isométriques des variétés conformément plates dans un espace
euclidien (cf Bibliographie), Si l'on sait depuis longtemps que les seules hypersur-
faces conformément plates compactes, simplement connexes, d'un espace euclidien sont
les sphéres, la classification des sous-variétés conformément plates est encore un
probléme ouvert, m&me en codimension 1, Les différentes approches du probléme ont
toutes un point commun : Elles sont basées sur l'étude du fibré normal de la sous=-
variété, de maniére a faire apparaftre une expression particuliérement simple de la
seconde forme fondamentale, au moyen de l'équation de Gauss.

Ainsi est apparue une large classe de sous-variétés conformément plates,
les sow-variétés dites (totalement) quasiombilicales, dont la seconde for;e fondamen-
tale généralise directement celle d'une hypersurface conformément plate : il existe en
chaque point un repére du fibré normal, tel que la seconde forme fondamentale de 1'im-
mersion posséde une valeur propre de multiplicité > n - 1, dans chaque direction du
repére [1] , Notons que 1l'on a pu montrer que cette classe de sous-variété est exacte-
ment égale & celle des sous-variétés conformément plates lorsque la codimension est
assez faible ( { 4 si la dimension de la variété est > 7), ou lorsque la courbure nor-
male de 1l'immersion est nulle [ 5] ,L 2],

L'objet de cette note répond & la question suivante (=):

"Peut—on donner une définition équivalente de la guasiombilicalité ne faisant pas appel
& une base locale du fibré normal, ni & des vecteurs particuliers du fibré tangent ?

Pour traiter cette question, il nous a semblé utile de nous placer dans un
cadre plus général que celui des sous-variétés conformément plates, celui des sous-
variétés de dimension n, feuilletées par des (n - p) - sphéres ou p est la codimension
de l'immersion, Ceci est naturel, puisque J.D., Moore a constaté qu'une sous-variété de
dimensionnet de codimension p, conformément plate, est génériquement feuilletée par det
(n - p) sphéres. (B.Y, Chen a montré que la réciproque n'est pas vraie, méme en codi-

mension 1),

(m) Cette question a été posée par les Pr, A, Lichnerowicz et J. Martinet.



Une étude élémentaire de telles sous-variétés montre qu'elles possedent,
dans certains cas, un ensemble focal particuliérement simple. C'est pourguoi nous
donnons ici une interprétation de la quasiombilicalité par une propriété sur l'ensem-

ble focal de la sous-variété, On est ainsi amené a introduire le champ canonique nor-

nxalzc, défini comme la projection sur le fibré normal des centres des sphéres du feuil-

letage.

Remarquons que l'on peut également introduire la projection sur le fibré
normal du vecteur de courbure moyenne des sphéres du feuilletage. Ce champ A est évi-
demment paralléle 2 C, Dans le cas ou la sous-variété est quasiombilicale, A corres—

pond exactement au premier champ normal canonique défini localement en [6] au moyen

d'un repdre du fibré normal. Nous avons ici son interprétation globale, Utilisant le

champ C, la propriété de quasiombilicalité se traduit alors de la facon suivante (en

codimension 2) :
"I lensemble focal FeTh® se compose du 13e d'une droite D et d'une conigue

Q au-dessus de chague point, dont 1tintersection contient deux sections a et b satis-

faisant aC, bC = 2 Il ¢ Il —2';

I. Notations

Seit f 3 Mnc;[E 4P ne immersion isométrigue d'une variété Riemannienne de
dimension n) 3 dans l'espace euclidien de dimension n +P,f>>ﬂ-. Dans toute la suite, on
jdentifie M® et £ (M%), On noted,) la métrique surlE P, " le fibré tangent 2 M, 7
la connexion de Levi-Civita sur u". Ti-Mn désigne le Tibré normal a M et G- la seconde
forme fondamentale 3

GTQTMn X TMn .:-—-) Tan s
défini par o*cx,&pzyd-z \/ \M,ye‘m“ ou / désigne la commexion triviale sur
[ P+P,

On définit 1l'opérateur Af, pour tout fET‘LMn par (A‘jf(,ﬂ),%); <6‘(;(,\.DI§ >

On appelle courbures principales de 1'immersion dans la direction les

valeurs propres de Ag o

II. Ensemble focal d'une sous-variété de 1'espace euclidien

Considérons une immersion isométrique f : e > &-_n+p goit F : TH ____.>!En P
1'application "point final® définie par F(m,j’m) = f (m) +§m, sim €Mn’§m€ TlM o
Rappelons la "

Définition[ 3;
2 n+p " n &g .‘y .
Un point q€ £ est un point focal de (I ,m) de multiplicité si

q=F (m,f )y et dF =0 (c-a.d si q est une valeur critique de Fle
) m (m,?m)
1

Les valeurs propres de la seconde forme fondamentale permettent de caracté-

riser les points focaux, On a la

.../.Ql



Proposition [3]
Soit m € Mn. Chaque direction f;g j') € Tl‘ﬂn posséde exactement n points

focaux, chacun compté avec sa multiplicité, situé a distance 1,1 i\ n, de m,

ol %)1% est 1l'ensemble des valeurs propres de 1! operateur(a-%.,. fm b

Nous utiliserons également par la suite la caractérisation suivante de
lf'ensemble focal au-~dessus d'un point m :

Scit m &€ T‘LMn. Alors l'ensemble des points focaux au-—dessus de m est llen-

semble F m défini par

=§m€_ T_tnmn/de—t (<O:'m (0,0),?{0“1):0}.

III. Sous-—variété feuilletée par des ouverts de sphéres

a) Définition et propriétés de?)ff P

i1

Soit M une sous—variété de [E n+p » P{n. Nous dirons que M est générique~

ment feuilletée par des ouverts de r - sphdres s'il existe un ouvert dense de M
feuilleté par des ouverts de ¥ ~ sphéres,

Nous noterons S’pb" np la classe des sous-variétés génériquement feuilletées par
des ouverts de r - sphéres, n - p r\< n ; (r pouvant varier lorsqu'on se déplace sur
la sous-variété),

Remarques :

1. On peut considérer, au-dessus de chague point générique m€ , le centre
de la sphére passant par m, Ceci permet de mettre en évidence une section du fibré
£y (TE™P) —— ", définie presque partout, notée S,

Soit C la projection de S sur ‘I"Lrﬂn. C est un champ normal défini presque

partout, canoniquement associé a la souws-variété,

DNe=p+1

2, S0it m un point générique de Mn , €t S llouvert de la sphére du

feuilletage passant par m. (r{p).

Qoﬂfslderons (e’" sece € nep+p®** en) un repére local de T,mlln, tel que ,ei seee
e T S. K
Ne=DA4-1" m A
On a <O (& 2,53 % m? = <A ?M %‘5 Vs ES4, - m- (>+2.’%,Vf£TH‘

ou A est le vecteur de courbure moyenne de la sphire S (A o= N C =" cm).

Par conséquent, la matrice de (g }) s'écrit, dans cette base

[A ] v e
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b) Définition et propriétés de3ﬁ5‘°3“

Soit M" une sous-variété de [En+p. Nous dirons que " est génériquement

fortement feuilletée par des ouverts de r - sphéres s'il existe un ouvert O dense

dans Mn, tel que :

...l/‘.'



- 0 est feuilletée par des ouverts de r - spheres
- la restrigtion du fibré 'I"\"K\In a tout ouvert S du feuilletage est paralléle

dans T‘LS.

2 o Bt o
] Nous no‘ceronsi#:‘r S np la classe des sous-variétés génériquement fortement
feuilletées par des ouverts de r - sphéres, n — pg r\< n (r pouvant varier lorsqu'on

se déplace sur la sous-variété),

Remarques
U N

P
. n : . s
2. Soit M &€ Sp :?n A Mneﬂ%pf? n si et seulement si la seconde forme fondamen=—

tale de M" satisfait au-dessus d'un point générique.

M \ jen
<<6('/ J /(E >>w\ = / . <A, Sl |
- PR

! <A,
dans tout repére (€, . e’“'pﬂ. Ve TS Ytel que & . QV\~(>«L€ 5
V4§ EeT™, P
3, Etudions l'ensemble des points focaux de Mo
Si m est un point générique de Mn, T‘LMn contient un ensemble de points focauvx

F défini par : F_, = % %éTMH“ /M(<G—(',“3;<§.> - Ol‘
. =3t e/l A.&>- )" ek [Hg-T)=0]

oun-p + r est la dimension de la sphére du feuilletage.
Par conséquent Fm est composé d'un (p - 1) - plan d'équationd Am,f>- I=0
(et donc orthogonal a Cm) et d'une variété algébrique d'équation det (M§ - 1) =0,

Faisant varier m sur M , on en déduit que l'ensemble focal de la sous=variété

contient une feuille qui est le lieu de (p -~ 1) = plans,

c) Sous-variétés conformément plates

Rappelons qu'une variété est conformément plate si, 1ocalement,son tenseur

métrique est conforme & la métrique euclidienne,

Utilisant les résultats de J,D. Moore, nous énongons ici la

Proposition (al

Spit M une sous-variété conformément plate de E7P

Alors M€ Fg° 9

On notera@fpn la classe des sous-variétés conformément plates. On a donc
: P v ' >
R’ < FIY o FY

.../‘0.



d) Sous—variétés quasiombilicales

Conformément & [ 13 , nous donnons les définitions suivantes :
Définition
PP .| n+p . . eoen . :
Une sous-variété M de [ est dite quasiombilicale dans la directiom

normale §m au point m € Mn, si (A % ) q @ une courbure principale de multiplicité

> n-1,

Définition [1]]
16t MO - 4P y s o .
Une sous-variété M de [L est dite (totalement) quasiombilicale si, en

chaque point m € Mn, il existe un repé@re orthonormé ( %‘ e ?p) de T"‘Mn tel que

A % g0 1 £ 2 \< P ait une courbure principale de multiplicité > n - 1,

Y
On note Q 9 0 la classe des sous-variétés quasiombilicales sur un ouvert

dense, Remarquons que :

le. Toute sous-variété quasiomhilicale est conformément plate ([ 1] )a

On a donc QQ:\ C_xgg)ﬂ" cgpsf":PnP C..S:‘p:?n?

La premiére inclusion provient du fait que : Mt quasiombilicale sur un

ouvert dense :$Mn conformément plate sur un ouvert dense :@Mn conformément plate,

2. En chague point m d'une sous-variété quagiombilicale, la seconde forme
‘ & s . — { v ’ o —_—
fondamen‘tale‘a l'expression suivante : Q‘(xibﬁm_ 2;&..:: so( <,<'7>+ K (X, T ><Y4 " >}§>‘
N, e L I Y /
ox A5, e R, T ETLHY ATz L
/

En L6 ] s Nous avons défj;,ni le 1 = champ normal canoniquement associé & une
immersion quasiombilicale : A = Z o gh"

Si f est une direction normale quelconque, on a, dans un repére adapté,

S

i o

< G_.< Y * ) ) §>w-\ - }<A/*%
\ SR
L KA.,
Par conséquent, A est la projection sur T‘LMn du vecteur de courbure moyenne

de la sphére du feuilletage au—dessus dem : A = A, A est donc 1'interprétation intrin-

séque du premier champ normal canonicue associé 3 une immersion quasiombilicale,

.I./...



P N g 0 o f
y . - G d ~ q
e) Remarque sur les inclusions Q8. < ‘€§n c yiﬂ)n < D t.g)“

—D'aprés L5]1 ,sipg 4etp < n - 3, M est conformément plate si et
P
seulement si elle est quasiombilicale, On a donc Q_,_@“P =‘@--@n si pg 4etpgn-3
\< n - 2 et si 1'on suppose que le fibré normal est plat, alors, d'apres
EZ j s ! est conformément plate si et seulement si M est quasiombilicale.,

De m@me, si p

t sy . i . 4 .
— Utilisant ce qui précéde, on voit que 'Y @ﬁd =§}5Bn , mais ﬂg@ est

k.’) n
strictement inclus dansﬁ?ff\“?n v sip> 1l (par exemple, le produit d'une sphére par une
variété quelconque n'est pas en général conformément plat, bien qu'il soit un élément de

g S, ,
’ 53,

4
- De facgon claire, §Q§P :?n est strictement inclus dans

TV. Condition- nécessaire et suffisante pour qu'une sous-variété soit quasiombilicale

a) le cas général :

o '
Rappelons que si M E ﬂ'}f‘f\‘ s M posséde, au voisinage d'un point généri-

que m, un ensemble focal Fm d'équation
F _ § a-ptl -t _0 N
=33 /A, D -T) T dek (Mg XY [0 o w-pr2
est la dimension de l'ouvert de la sphere du feuilletage ; Fm est composé d'un
(p - 1) - plan Pm et d'une sous-variété algébrique Vm.
Si M est quasiombilicale dans la direction i , ( & (r'(;(l\_/) P i >» =
\ _ b S
A LAYD+ LR TDLY,T>, geR,TeTH”}/ ¢

cela signifie que o = £ C. & )est une valeur propre de multiplicité n ~ 1 de
i 2

l'équation (( C)i) _ I‘)‘"*P/*‘LE&, (Mg - I)P' = O = . En d'autres

termes, Pm et Vm ont un point d'intersection de multiplicité (n - 1) dans la direction

de m.

f , & distance

Avec les notations précédentes, nous pouvons donc énoncer le
Théoréme ‘

Soit M' &

1 e FFYE

Vo e oenans R .
2. Vm €M, générique, VmA Pm ont p points d'intersections a 1" 2 -

Q”J ,\? . Alors M & Q 8'“? si et seulement si :

de multiplicité p - 1, orthogonaux dans un repére centré en me

b) Cas particulier : p = 2
Soit M® E. g{@}j‘f’ . Fm se compose d'une droite Dm et d'une quadrique

Qm’ en tout point générique m,
4

.I./...



Remarquons que, seules les situations suivantes peuvent se présenter :

B s /
A
e
//////
7 + al " i
# A 4
CM L) c‘v‘\"’ wA (\-M .

\/b/m >

D Do Dm .

Le cas (1) correspond au cas ol aucune direction n'est quasiombilicale,
le cas (2) correspond au cas ol deux directions sont quasiombilicales,le cas (3)
correspond au cas ol toutes les directions sont quasiombilicales.
(Chaque point de Dm étant de multiplicité n - 1, et Qm étant réduit & deux
droites le, sz dont l'une se confond avec Dm) le point d'intersection de Qm et Dm
est ombilical,
Par conséquent, si ™ est (localement) de type (1), U ¢a 9.«)'
si M” est (localement) de type (3), e Q 9:
si M7 est (localement) de type (2), e <2.63:L
si et seulement si eqz?qut point générique, a s bm = 0, ce qui revient a écrire
a C b C =2 | Cm“ ', ot C est le champ canonique défini en III a 1, On a donc le

’

Théoréme
Soit M & Efljgj' . Alors M° & C).%sz si et seulement si

P EFF L

o L'ensemble focal F CLTA'MH se compose du lieu dfune droite D et d'une
conique Cla au~dessus de chaque point générique, dont ll'intersection contient deux

sections & et b satisfaisant a €, b ¢ = LM AT

Remarque

On peut se demander ce qui se passe lorsqu'il existe au-dessus de chaque
point deux sections quasiombilicales, qui ne sont pas orthonormées, L'étude des sché-
mas (1), (2), (3), permet de montrer que, dans ce cas, M" est conformément plat si et
seulement si toute direction est quasiombilicale,

En effet, si ces deux directions sont uniques, on se trouve dans la situation
(2). Si de plus M" est conformément plate, alors, d'aprés 5, il existe deux sections
quasiombilicales orthoncormées et donc Qm Dm a au moins trois points d'intersection,
d'ol la contradiction avec la situation (1). La seule situation possible est donc la (3)
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