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J.-M. MORVAN |
Obstructions a la transversalité
de deux champs de plans lagrangiens

INTRODUCTION

Le rdle fondamental de la géométrie symplectique en analyse et en mé-
canique a conduit 3 étudier localement, puis globalement, les variétés symp-
plectiques, leurs sous-variétés et feuilletages Lagrangiens.

— Localement, le théoréme de Darboux et ses généralisations (Kostant,
Souriau , Weinstein, Libermann) (5), (8 ), montrent qu'il n'y a qu'un seul
modéle au voisinage d'un point, d'une sous-variété ou d'un feuilletage La-
grangien : c'est la structure symplectique standard de Cn.

- On connalt par contre peu de choses sur la topologie des sous-variétés
Lagrangiennes et des variétés munies d'un feuilletage Lagrangien : un des
principaux résultats est qu'une feuille d'un feuilletage Lagrangien est affine
(2), (8). En quantification, il est intéressant de considérer des variétés
munies de deux feuilletages Lagrangiens transverses. C'est pourquoi Leray,
Maslov, Arnold, ont &tudié les variétés munies de deux champs de plans Lagran-
giens et mis en évidence une classe de cohomologie de degré 1, (la classe de

Maslov), qui est une obstruction 3@ leur transversalité (cf.(5 ) par exemple)

Cet exposé se propose d'exhiber explicitement une autre obstruction
du méme type d'ordre 5, en utilisant la structure d'espace symétriquede la
grassmannienne Lagrangienne. On pourra consulter (] ), (3 ) pour une étude

pIlus topologique et pour la classification des singularités.

L'auteur tient 3 remercier le Pr.Nagano pour une correspondance trés uti-
le, le Pr.Dazord pour de fructueuses discussions, et Madame M.Lefebvre qui a

parfaitement assuré la frappe de ce texte.
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lére partie : ESPACES VECTORIELS SYMPLECTIQUES - FIBRES SYMPLECTIQUES

LA GRASSMANNIENNE LAGRANGIENNE

1. ESPACES VECTORIELS ET FIBRES SYMPLECTIQUES (5)

1.1 Espaces vectoriels symplectiques,

Soit E un espace vectoriel symplectique (i.e muni 4'

une deux-forme ()
non dégénérée), de dimension 2n.

Un plan L de E est dit Lagrangien si
= dim L = n,

= 2|20 c'est-a-dire QKY) =0 ¥X,Y € L.

1.2 La grassmannienne Lagrangienne

1.2.1 Définition :

__________ On appelle Grassmannienne Lagrangienne orientée d'un
espace vectoriel symplectique E, 1'espace des n-plans Lagrangiens orien—
tés(passant par 1'origine),noté J(E).

15512552 Llisomorphisme : (E) = U(n)/SO(n)'
Xe compatible avec 1la Structure symplec-
tique d'un espace vectoriel symplectique E, est 1la donnée d'un couple
(J,g), ot g €St un produit scalaire et J un tenseur de type (1,
J?= -1d satisfaisant :

QX,Y) = g(X,JY) ¥X,Y € E

I1 est bien connu que,

Une structure Presque comple
1) tel que

la donnée :

= d'un plan Lagrangien L orienté

= d'une structure pPresque complexe (g,J) compatible avec s

permet de définir un isomorphisme canonique entre J(E) et U(n)/SO(n)'
Cet isomorphisme se construit de la fagon suivante 2

si (e],...en) est une base directe de 5 (e],...,en, Jel,...Jen)
on associe le plan Lagran-
Ceci définit une action de U(n) sur I(E) dont le sous-
d'isotropie est S0(n).

est une base de E. A toute matrice M de U(h),
gien M(L). groupe

D'autre part, on sait que deux Structures

sz,gz) compatibles avec ) se déduisent 1'une de 1'autre par déformation.
Par suite, si i et i

1 , sont deux identifications de
Structures presque compléxes (J

presque complexes Ul,gl)

J?E) associées 3 deux

1,gl) et (Jz,az)
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il est clair que 1]( c)= 1;( C ) pour toute classe de cohomologie C

de U(n)/so(n).

Par conséquent, il existe un isomorphisme canonique entre les groupes
. 5 .

de cohomologie de (E) et ceux de U(n)/SO(n)

Nous utiliserons dans 1a suite le théoréme suivant :

1.2.3 Théorgme
Soit E un espace vectoriel symplectique et L un plan Lagrangien

orienté de E. Soit T(L) 1'ensemble des Plans Lagrangiens orientés trans-

verses 4 L. Alors T(L) admet une Structure d'espace affine. En particulier

T(L) est contractile dans ikE).

1.3 Fibrés vectoriels symplectiques - Variétés symplectiques

1.3.1 Définition
Soit (E,Il,B) un fibra vectoriel de base B. On dit que (E,II,B) est
symplectique s'il est muni d'une deux-forme QC 2 E, telle qu'en tout

point p € B, Qp soit une forme symplectique sur Ep'
1.3.2 Définition

Une variété est dite symplectique si son fibré tangent est muni
d'une deux-forme fermée non dégénérée,

On appelle fibré des n-plans Lagrangiens orientés d'un fibré sym-
Plectique (E,I,B) le fibré de base B dont la fibre au point p € B est
la grassmannienne Lagrangienne orientéeXEp). On note (ef(E),ﬁ,B) ce fi-

bré,
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2. L'ESPACE SYMETRIQUE U(n)/SO(n)

2.1. Généralités

Notons W(n) 1'algdbre de Lie de U(n), (algébre des matrices antiher-
mitiennes), et YB(n) 1'algébre de Lie de S0(n), (algébre des matrices
antisymétriques),

Rappelons la

L'espace homogeéne U(n) est canoniquement muni d'une structure
= /50 ()

d'espace symétrique réel de dimension n_(_n-;_l) .

Démonstration

- dim U(n) /50(n) = dim U(n)-dim SO(n) = n®- n(r21-1) = n(n;l)

= U(n) et SO(n) étant compacts, U(n) /50 (n) est muni d'une métrique inva-
riante. Si X et Y appartiemnent 3 Wn), g(X,Y) = - i Trace(X Y) est une

2
métrique invariante sur U(n). Sa projection sur U(n) /50(n) définit une mé-

trique invariante sur U(n) 750(n) *

- Enfin 1'automorphisme o : U(n) ——U(n), défini par

& (MI _Mz) = ( M] M2 ou (Ml —MZ) est la
- bl
M, M M, M M, M,

représentation réelle d'une matrice de U(n), est une isométrie involuti-
ve de U(n) laissant fixe SO(n). Elle munit donc U(n) /50 (n) d'une structu-
re d'espace symétrique canonique.
Remarque

Ecrivons Wn) = $6(n) o ‘K, o 'K =Py pour g.
K est 1'espace des matrices antihermitiemnes imaginaires pures ; cette

décomposition.permet d'identifier u(n)/:fe(n) et '}f
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2.2 Fibration de U(n)/so(n) sur S].

Considérons 1'application "déterminant" de U(n) sur Sl s
Bn) = satSEs g1t

Cette application se factorise i travers le quotient U(n)/SO(n)
et détermine une fibration (triviale)(U(n)/so(n), det, Sl), de base S,
et dont la fibre type est 1'espace symétrique SU(n)/SO(n) simplement
connexe. (on peut également fibrer U(n) par 1'application det? ce qui
a 1'avantage de pouvoir considérer U(n)/o(n)). On en déduit que

H] (U(n) /SO(n)’?/) = .

2.3 L'immersion de SU(k)/SO(k) dans U(n)/SO(n) (n23).

L'application U(n) —~—9§E—~+ Sl permet de construire la suite
exacte
1 B R —dets el
/50(n) /80(n)

od i est 1'immersion canonique de SU(n)/SO(n) dans U(n)/SO(n)'

. o0 . 5 1 - <
Considérons 1'immersion 3y SU(k)/SO(k) ——*SU(n)/SO(n), ¥k<n

définie par

M o0
J D) = {o Id) » ¥ € SUKD /504y -

10J, est une ilmmersion canonique de SU(k)/SO(k) dans U(n)/SO(n)'

Nous utiliserons par la suite 1'immersion de SU(B)/SO(3) dans
U(n)/so(n) » n23,

3. COHOMOLOGIE DE U(n) /50(n) ET SU(n) /S0(n) *

Nous avons remarqué en 2.2 que H](U(n)/SO(n) 7Z) = Z. Ce paragra-
b

phe compléte ce résultat.

3.1 Polyndmes de Poincaré de U(n)/SO(n) et SU(n)/SO(n)

Nous donnons ici les dimensions des espaces de cohomologie réelle

de U(n)/SO(n) et SU(n)/SO(n).
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Les résultats suivants sont classiques (4) . Notons
P(U(n),t), (resp.P(SU(n),t), P(S0(n),t), P(SU(n)/SO(n),t)
P(U(n)/so(n),t)), les polyndmes de Poincara de U(n),

(resp.SU(n),S0(n), UG ey # Um) 5oy -

Nous avons :
P(SU(n),t) (1+t3)(]+t5),,.(1+t2n"1)
POUG,E) = (1+£) (1+£) (14¢%) .., (14e 207 ]
P(SO(2n),t) =(]+t2n—]) [(l+t3)(l+t7)...(]+t4n-5) ]
P(SO(2n+1) = (1+t3)(1+t7).,,(]+t4n_5)

Ceci implique que :
P(U(Zn)/SO(Zn)’t) = (I+t)(l+t2n) [(1+t5)(1+t9),,,(1+t4n‘3)]

P(U(2n+l)/so(2n+l),t) = (1+t) [(1+t5)(1+t9)...(]+t4n+])]

Par conséquent,

o

dim Hk(U(n)/SO(n),R)= sik = 2,3,4 et n33

—

dim HS(U(H)/SO(H) ’K)=

La classe de Maslov est la classe de cohomologie entisre engendrantv
HI(U(n)/SO(n),ZO, c'esf—é-dire le pull-back par 1la submersion

U(n)/SO(n) — > S, de la classe de cohomologie représentée par la for-
me volume de S'. L'objet du paragraphe qui suit est 1'&tude géomé-

trique du HS(U(n)/SO(n),R).

5
3.2 Etude du H (U(n)/so(n),l)

Commengons par &tudier le cas n = 3, fondamental pour la suite.

3.2.1 Généralités sur SU(B)/SO(3)

L'étude faite au paragraphe 3.1 permet de caractériser 1'espace

SU(3)/30(3)‘
On a la

SU(3)/SO(3) esSt un espace symétrique de dimension 5, dont le po-
lynSme de Poincaré vérifie
- 5
P(SU(3)/SO(3)) (1+t%)

(c'est donc une sphére homologique).
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3.2.2 Etude de 3“(3)/;99(3) :
Explicitons une base B de d’u(3)/d,e(3). En identifiant 51(3)/:’,9(3)

avec 1'orthogonal JO(3)" de ¥6(3) dans F1(3), nous pouvons prendre

B= (EI’ EZ’ E3, E4, E5), avec

1 00 1 0 O 0O 1 0
E] =1 =1 g E2 =1 = E3 =1 1 0 0
0 0 =1 0O 0 O
1 0O o
E4 =1 3 E5 =1 0 1
1 1 O

3.2.3 Forme volume de SU(3) /50(3) *

Considérons la 5-forme 53 invariante 3 gauche, sur SU(B)/SO(3)’
définie en 1'élément neutre de SU(3)/SO(3) par

5 1 2

= — Z
GS(X], X2, X3, X4’ XS) 5 8(:! Sign(e) Trace(Xcl X€2 X€3 X84 XES)
VXI’XZ’XB’X4’X5 € Te(SU(3)/SO(3)) =:ju3)/30(3)'

Nous avons 1la

Eiln Form 53 est une forme volume sur SU(3)/SO(3)'
Démonstration

I1 suffit de vérifier que ?%(E],EZ,E3,E4,E5) # 0, ce qui est un

long calcul.

3.2.4 5-Forme harmonique sur U(n)/SO(n)-
e. Supposons ici n33 .
Nous nous proposons de montrer le théorame suivant :

ce Théor éme

Soit 95 la 5-forme invariante i gauche sur U(n)/SO(n) définie par

_ 1 T :
es(x],...xs) ok “35 slgn(e)Tr(xE] xes)
- VX . X € u(“)/:fe(n) :

65 est harmonique et sa classe de cohomologie engendre HS R).

(U(n) /SO(I‘[)’
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Notation
i On note w = [6 ] la classe de cohomologie de 6
|
i On appelle w5 la classe canonique de H° (U(n)/so(n),R).
PS@QE§EE§EEQE
On a d'abord dim HS(U(n)/SO( y B = 1. .
Soit 6. la 5-forme invariante 3 gauche sur U(n)/ _ définie par
5 S0(n) )
1
6_(X sesagX ) = — Sign(E:)'h:(X X X X X )
Sikaul 5 i ee:fs ) e, ey €, €

95 est U(n)-invariante;
* -1 -1
On a en effet AdA eS(Xl""’XS) —65(A XIA,...,A XSA)

=1 3 Sign(s)Tr(A"‘xlAA"sz...A“st)
. €€:f5

GS(X], ...,XS), YA € U(n).

Enfin la forme 6 est non nulle ; considérons 1o_]3 5 SU(3)/SO(3) U(n}so( )
1'immersion canonlque définie au 2.3.0p a hu (8 ) = # 0, ot B' a éteé

définie en 3.2.3,

U(n)/SO( ) est donc muni d'une 5- forme(% invariante 3 gauche, non nulle,

et U(n)-invariante. 85 est donc harmonique, et wg [6 ] définit une

classe de cohomologie engendrant H®(U(n)

/S0(n)* v.
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2éme partie : TRANSVERSALITE DE DEUX CHAMPS DE PLANS LAGRANGIENS

4 = POSITION DU PROBLEME

Tous les champs de Plans Lagrangiens considérés ici sont orientés,
Rappelons le cadre général géométrique sous-jacent a 1'étude des singu-
larités de certaines €quations aux dérivées partielles.

On considére (E,I,B) un fibré symplectique muni d'un champ de plans

)
On se donne alors une autre section . de ce méme fibré, c'est-i-dire un

Lagrangiens L, c'est-3-dire une section s, du fibré ( d?E),ﬁ,B).

autre champ de plans Lagrangiens de E, et 1'on &tudie 1la transversalité
de L et L.
o
4.1 Exemples
—_— . - . . . .
La situation décrite cl-dessus est classique dans les cas suilvants
o Bl ‘' n
(a) Sous-variétés de €

: . i : n n . N
Soit L une Sous-variété Lagrangienne de C R @ifR.(T

niques. Le champ de plan "horizontal" Rn, et le champ de plan TL.

(b) Sous-fibré Lagrangien du fibré cotangent T'M d'une variéts M.

Soit M une variéts quelconque. Le fibré cotancent 3 M, T*M, est muni
d'une structure symplectique canonique : Si (Xl""’xn’ yl,...,yn) est
un systéme de coordonnées standard sur T*M, Q= dx] A dy] + e * dxn A'dyn.
Le fibré vertical Vv définit un feuilletage Lagrangien de T*M. Si N est une
sous-variété Lagrangiemne de T*M, TTNM est donc muni de deux champs de plans

Lagrangiens : VIN et TN,

(c) Connexion linéaire sans torsion sur une variéta M.

On peut montrer le théoréme suivant :
Théoréme : Soit M une varists munie d'une connexion lindaire V. Soit V"
la connexion linéaire duale de V sur T*M. Alors si V est sans torsion, 1la
distribution horizontale associée canoniquement 3 V" sur T'M définit un

champ de plans Lagrangiens transverse au fibré vertical, (lui-méme Lagran-

gien),
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4.2, Obstructions topologiques 3 la tranversalité de deux champs de

plans Lagrangiens

Pour simplifier les constructions, nous supposerons dans la suite
que le champ de plans Lagrangiens LO est trivial. Ceci implique que le
fibré (E,[,B) est lui-méme trivial. C'est le cas pour une sous-variété
Lagrangienne de ¢n(4.l(a)). (On peut se ramener 3 cette situation dans
des cas plus compliqués (cf.(1)). Ceci permet de construire une applica-
tion de Gauss G, associée d tout champ de plans Lagrangiens L de la

fagon suivante :

i
:,C(rj:) = U(0) o000
Ils 3 G =1ios
l L G

B
oli i, restreint 3 une fibre ip(E), P € B, est 1'identification de;;(EJ

L 9’

avec U(n)/SO(n)’ relativement a LoD et 3 une structure presque complexe adap-

tée 3 la structure symplectique sur E.(cf.1.2.2).

Pour définir des obstructions 3 la transversalité& de deux champs de
plans Lagrangiens, on applique le théor&me 1.2.3 de la fagon. suivante :

Si C est une classe de cohomologie quelconque de U(n)/SO(n)’ telle
que G*(C) # 0 dans H*(B), groupe de cohomologie de B, alors Lo et L ne
sont pas transverses, car s'ils 1'étaient, 1'image de G serait dans un sous-
ensemble contractile de U(n)/SO(n) et on aurait G*(C) = 0. Par suite, le
pull-back par G de toute classe de cohomologie de U(n)/SO(n) est une obs-
truction 3 la transversalité de Lo et L.

Avant de poursuivre, il faut &videmment remarquer que les conditionms
de transversalité obtenues par cette méthode sont nécessaires, mais évidem-
ment pas suffisantes.

Il suffit en effet de prendre un fibré symplectique dont la base est
une sphére homologique (Sn"x [ par exemple) pour que toutes les classes de
cohomologie construites comme précédemment soient nulles, quels que soient
les sous-fibrés Lagrangiens considérés, si n est impair et n # 4k+1 ¥keN.

D'autre part, si L est un champ de plans Lagrangiens transverses a Lo,
on sait que 1'on peut construire une structure presque complexe (g,J) sur le

fibré (E,T,B), telle que J(Lo) = L. L est donc également un fibré trivial.

. : . S ; n ~
En particulier, si L est une sous-variété Lagrangienne de C , transverse a un

champ de plans paralléles (Lagrangiens) Kn, TL est trivial.
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‘théorie des sous-variétés calibrées, définies par Harvey-Lawson (6)

5. LA CLASSE DE MASLOV - SOUS-VARIETES LAGRANGIENNES SPECIALES.

5.1. La classe de Maslov

Pour définir la classe de Maslov m](L), on compléte le diagramme
précédent

LE) —1 Ly ek ol
SO(n)
' i’Bs _—TT—__.———#/

Si o est la 1-forme volume sur S], ona =—— Jd2z
On pose m](L) =c* o det?* (ﬂx]) € H](B,ZO.
On a, d'aprés le paragraphe précédent, le
Théoréme
Soit (E,H,B,Lo) un fibré vectoriel muni d'un champ de plans La-
grangiens fixé L.
Soit L un autre champ de plans Lagrangiens,

o Si m](L) # 0 ; alors L et Lo N€ sont pas partout transverses,

5.2 Sous-variétés Lagrangiennes spéciales

Un moyen efficace de construire une sous-variété Lagrangienne 3
classe de Maslov nulle, est d'imposer 3 1'application det o G d'€tre cons-
tante. On est ainsi amené 3 considérer les sous-variétés dites "Lagran-
giennes spéciales", dont nous donnons maintenant avec précision 1la
Définition

Soit L une sous-variété Lagrangienne orientée de . L est dite spé-
ciale si 1'application det o G

G det 1
L =00 500y ——— s

ol G est 1'application de Gauss de 1'immersion),
est &gale 3 1'application constante 1,

En d'autres termes, ceci signifie que 1'application de Gauss G de 15

< . _ I .

est a valeurs dans 13 fibre SU(n)/SO(n) au-dessus de I, de U

n . De
® 50(n)
telles sous-variétés apparaissent dans un tout autre contexte, celui de 1la

, dont
nous esquissons ici 1le cadre,
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5.3 Notion de variétés calibrées (6)

La remarque suivante est fondamentale dans 1'étude des sous-variétés
minimales :
(a) Remargue

Soit (M,g) une variété Riemannienne, munie d'une p-forme fermée 7]
telle que pour tout p-plan tangent orienté & ,

‘-{IE < volg

Alors si M est une sous-variété compacte orientée de M, telle que

'-fIM = volM s
M minimise le volume homologiquement, c'est-i-dire que

vol(M) £ vol(M') ¥M' tel que M = M’
et [M-M'] = 0 dans Hp(ﬁ,x)-.
I1 suffit en effet de remarquer que

vol(M) = j‘{ = J“f < vol(M").
M M' :

"
La donnée d'une telle forme ¢ s'appelle une calibration sur M, et une

sous-variété M telle que vol(M) = jM“f s'appelle une Y-sous-variété.

(b) Un cas particulier

= = — n =

Intéressons-nous au cas ol la variété est € , et ol la forme
= Re {dz, A ,...Adz avec z. = x. + iy..

€ L Az, ik h] b ¥

~

On est amené 3 s'assurer que (¢ est une calibration, et 3 rechercher
les Y-sous-variétés.
On peut montrer le

1 = ¥£ , n-plan tangent orienté ‘llg < volg

2 = ‘{IE = vollE &) & est un n-plan Lagrangien spécial.

Ainsi, ¢ est bien une calibration, et les Y-sous-variétés sont les
sous-variétés Lagrangiennes spéciales. On déduit en particulier que toute
sous-variété Lagrangienne spéciale est minimale. (On retrouve ici une con-

séquence d'un théoréme de (7) .
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Démonstration du théoréme

Ecrivons dz = dZ]A cee A dzn. Nous avons
dz Re{dz} + 1m{z}

? + 1Y avec B réelle.

I1 est facile de voir que si £ est un n-vecteur décomposable,

|[dz(E)|? = 4E)2 + WEY2 = € AJE| < |E]2 , 1'egalité ayant
lieu si le n-plan engendré par £ est Lagrangien.

Par suite, {(£) = vol(E) 4= £ engendre un champ de plans Lagrangiens
spécial.
(c) Etude locale

Rappelons que toute sous-variété Lagrangienne de [ est localement a
changement de coordonnées unitaires prés, le graphe d'une fonction {y=f(x)} ,
od f = VF, F étant une fonction scalaire. De la méme fagon, une sous-variété
Lagrangienne spéciale est localement, a un changement de coordonnées spécia-
les unitaires pré&s, le graphe d'une fonction {y = £(x)}, ou f = VF, F étant
une fonction scalaire vérifiant une €quation linéaire non elliptique. Préci-
sons ce résultat :
Théoréme

Soit £ : § — & une application de classe Cl. Soit M le graphe de
fdans ¢ = %" 0 i 2%,

1 - Alors le graphe M de f est Lagrangien si et seulement si la matrice
Jacobienne de f, %ﬁ} est symétrique. En particulier, si  est simplement con-
nexe, M est Lagrangien si et seulement si f dérive d'un potentiel F (c.a.d
f= VP, FeciQ).

2 - De plus, M est Lagrangien spécial si et seulément si

Im {det(I + i Hess F)} =0
ol Hess F désigne le Hessien de F.
Remargque

Pour n=3, 2 s'écrit alors

AF ‘= det(Hess F)
c'est-a-dire que le Laplacien de F €gale l'opérateur de Monge-Ampére de F.
Signalons enfin qu'on trouve, dans (6) , des exemples de constructions

explicites de sous-variétés Lagrangiennes spéciales.
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6 = LA CLASSE CARACTERISTIQUE m,

6.1 Définition de mg

On suppose ici n>3.

Comme nous 1'avons déja remarqué, il est clair que deux champs
de plans peuvent &tre non transverses et avoir une classe de Maslov nulle,
(I1 suffit par exemple de supposer la variété de base simplement connexe) .
Ceci motive la recherche d'autres obstructions homologiques i leur trans—
versalité,

Comme Hk(U(n)/SO(n) s B) =0 pour k = 2,3,4 et n23, et
dim HS(U(n)/so(n) >» ) =1 si 033, nous donnons la
Définition

Soit (E,II,B) un fibré vectoriel symplectique muni d'un champ de
plans Lagrangiéns trivial Lo fixé. Soit s une section du fibré (Jf(E),ﬁ;B),
c'est-3-dire un autre champ de plan Lagrangien L. On appelle classe carac-
téristique d'ordre 5 du champ de plan L relativement i Lo’ la classe de
cohomologie mg € H°(B,R) définie sur B par

mg = G*(ws)
od G est 1'application de Gauss définie par L et Wy est la classe cano-
nique de HS(U(n)/SO(n) » K).

Comme nous 1'avons déja remarqué, cette définition est indépendante
de la structure presque complexe compatible avec Q , choisie pour définir G,

En effet, si il et i2 sont deux identifications,

. U™ /56(n)

J(E) /
\12\>U(“)/s0(n)

On aura :

* _ o *
G (wg) = Gyw,).
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air G.

5.2 Interprétation topologique de m

5

Comme la classe de Maslov, la classe caractéristique m_ a la pro- §

5
priété suivante (cf.théoréme 1.2.3) :

Soit (E,H,B,Lo) un fibré vectoriel symplectique muni d'un champ
de plans Lagrangiens trivial L .
Soit L un autre champ de plansoLagrangiens.
Si mS(L) # 0, alors L et Lo ne ,sont pas partout transversess,
En reprenant la terminologie de (6) » Mg est la premiére classe coho-
mologique des sous-variétés Lagrangiemnes spéciales.
6.3 Exemples
N Les claises m, et mg sont en général non nulles. Elles sont aussi

indépendantes ,comme le montrent les exemples suivants :

(a) L'immersion standard de S] dans € est 3 classe de Maslov m, non nulle

et a classe caractéristique m_ évidemment nulle.

5
(b) Considérons le fibré trivial
3
X
SU(3)/50(3)
muni du champ de plan canonique horizontal L0= E. @ =89i )

Considérons L le champ de plans défini par

S(P) = p(Lop)
ol p représente & la fois le point de base et la matrice que 1'on applique
3 Lo .-

°p
Il est clair que, dans ce cas, le diagramme
3 h
x o —
SUC3) 503 Sl SUC3) 503y

3 e G/y ) . i
SU(3)/SO(3) |

%
montre que mS(L) =G (ws) = g #0
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D'autre part HI(SU(3)/SO(3y R) =Q,Donc m](L) =0 .

(c) Considérons 1le fibré trivial

3
U o3y X £

U3 /s0(3)
muni du champ de Plans canonique horizontal L,s
Comme en 3.4.2, on considére L 1le champ de plan 4

En &tudiant 1le diagramme

3
U(3)/SO(3) x Qe

U3 5003)
S

U(3)/SO(3)

et en remarquant que

~ 1
H(U(3)/So(3)) = H(SU(3)/SO(3)) 8H(S ')
on conclut aisément que, dans ce cas

m](L) #0 et ms(L) # 0

(d) De maniare triviale, toute immersion Lagrangi

par exemple, satisfait m =0 et m, =0 .

(e) L'immersion du tore standard Lagrangien T" =

satisfait m, # 0 et m = (035
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