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STRUCTURES PRESQUE COSYMPLECTIQUES A COUPLE
DE CHAMPS QUASI-RECURRENTS RECIPROQUES

RiassuNTO - Si studiano le varietd para co-kihleriane aventi una coppia di
campi quast ricorrenti reciproci.

Soit (M, g) une C*-variété para co-kahlerienne [1] de dimen-
sion 2n+ 1, et soit T,M I’espace tangent en chaque point p €EM. On
peut décomposer T,M = H,@®D,, ot H, et D, sont respectivement
un 2n-plan para-hermitien, et D, une droite temporelle orthogonale
a H, Soient X;€H, et X,€ D, deux champs vectoriels formant
un couple quasi-récurrent {X,; a=1, 2} [1] sur (M, g), et soient
v, les Pfaffiens générateurs de ce couple. Soit (Q, o) une structure
presque cosymplectique {1 x S,(n, R)}, ot Q est la 2-forme para-
hermitienne échangeable avec la métrique de H,, et o est le co-
vecteur de Reeb. On dit que la structure {1 x S,(n, R)} est a distri-
bution horizontale involutive si o est fermée. On montre que toute
variété (M, g) munie d’une pareille structure {1 x S,(n, R)} et por-
tant un couple { X, } quasi-récurrent réciproque est Ricciplate, et les
deux vecteurs X, du couple définissent un espace dont tous les vec-
teurs sont des champs de Killing qui, en outre, sont des géodésiques.
Différents automorphismes de ces champs sont discutés.

Enfin, si I’on considére I'immersion x : M"— M, ou M’ est ’hyper-
surface définie par o =0, celle-ci est cylindrique et la valeur
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induite X, du champ horizontal du couple {X,, a=1, 2} est une
direction principale de Iapplication de Weingarten sur M.

1. Soit (M, g) une C*-variété Riemannienne ou Pseudo-Rie-
mannienne et soit T, (M) =T, (M)®DT,” (M) une décomposition or-
thogonale de I’espace tangent en chaque point pEM. X, € T,/ (M) et
X.€T,” (M) étant deux champs vectoriels sur M, nous avons défini
[2] le couple {X,, a=1, 2} comme étant quasi-récurrent récipro-
que (noté par {X,}, ,) si 'on a:

(1.1) VX,=u,® X,+v,®X, , a,b=1,2,ab .

Dans 1.1, V est la connexion de Levi Civita associée a g, et u,,
v, €ET,* sont des 1-formes.

Si j est isomorphisme canonique défini par g, les équations
(1.1) entrainent que le systéme de Pfaff & (jX,, jX;) est compléte-
ment intégrable.

(1.2) d (jXa)=tg A jXg+ 04 4], -

(Les 1-formes v, s’appellent les formes génératrices de §). On a:

. _d|x,)
(13)  SiX)| 40 u=

d

o 1P v+ || Xe]P v =0 5

et le systtme & est *-invariant:
(1.4) dx (jX)=tq 4% (jXa) +vg A (jX) -

Mieux, si (M, g) est Riemannienne, et si ||Xa|| 7 0 en tout point,
||X1]| 7 0 en tout point, I’équation 1.1 montre que {X,, X} est une
distribution paralléle de dimension 2. Par suite, utilisant le théo-
réme de décomposition de De Rham [5], on en déduit que M est
localement le produit des deux sous-variétés intégrales de { X,, X}
et {Xo Xy}t

2. Supposons que (M, g) est une C*-variété para-cokahlerienne
[6] de dimension 2n+ 1. Soit R(M) le fibré des repéres de Witt de
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Met{h,,A=1, ..., 2n+1}, o* respectivement la base vectorielle
et la base duale d’un repére & € & (M); soit 0(= 03) les formes
de connexion sur & (M).

Les hiyhi (i=1...n, 1 = i+n) sont isotropes réels et hy, ;= h
est un vecteur temporel unitaire. Si D, est la droite portant ki, on
peut décomposer ’espace tangent T,M en pE M en

(2'1) TD(M):Hn@Dp

ou H, est un espace vectoriel parahermitien (de dimension 2n)
orthogonal a D,. Les vecteurs h , sont normés, soit:

(2.2) & (hy» h)=0. g(hy hy)=0 A=1,B=i
gl h)=1. g (hh)=1.

La 1-forme de soudure dp (1l-forme vectorielle canonique sur M)

est

(2.3) dp=04®h, ,

et M est structurée par la connexion V telle que
(2.4) Vh, =R hy ; 5=15507 .
De (2.2) et (2.3), on déduit [6]:

0h=0, /=0, 0fi=0

(2.5) 0i+05=0, 6i+6,—0
2n+1 i/ ) 2n+1
O+ 05,4, =0, O, +62T1=0 .
La connexion V étant sans torsion et la connexion Vj induite

sur H, étant par définition une connexion de Chern-Libermann (con-
nexion Ch-L) les groupes d’équations de structure s’écrivent:

l d6i=6% 4 65+ 671 4 65, .,
(2:6) PO =¥ 4 =0 465,

do*™ 1 =gm 46", r=1,..,2n et
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dOL—6% A 6F + O 4 65, + QL
doi, =64 A 65+ 621 465, + QL
degn-{—l:@i: A Q?n—l—l + Q?n—l—l

doF =064 4 6281 + QL

(2.7)

Soit maintenant

(2.8) X,=2ah €H, =1 ..2n
un champ parahermitien, partout non nul et

(2.9) X,=fhE€ D,

un champ orthogonal non nul. En exprimant que ces deux champs
forment un couple {X,},.,, les conditions (1.1) (compte tenu de

(2.5)) donnent:

l da,=au, — 2 a0}
k

(2.10)
] da,=a,u, + 2 a0
k
62 tl—= — g0,
(2.11) / :
f6tl=— au,
(2.12) a0 —fy, .
En posant
: - d
(2.13) |Xi|=a= a*=22aa;,, Uona u, = T et
i a
(2 14) a®vy + v, =0 . (dapres (1.3))

D’autre part, en posant m = jX;, et mo=jX,, on a:
(2.15) =2 a0t + 2 ao”

(2.16) y=f o, ung‘;i .
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A I’aide de (2.11), et en faisant usage de la derniére équation (2.6),
on a aussl

(2.17) don+t =1}i/1 .

3. Si nous considérons maintenant sur (M, g) la 2-forme para-
hermitienne

(3.1) Q=36" 4 0%,
on a visiblement
(3.2) KerQ=D,; (412)" 4670 ou l'on a posé c=gnt1,

On peut donc dire que Q et o définissent une structure presque
cosymplectique {1 x S, (n,R) } = (Q,0).

A Taide de (2.5), (2.6), (2.11), la différentiation extérieure de
(3.1) donne

(3.3) dQ=o 4 22 gz, on
Iy

(3.4) 7;1 = Zaioi’ — Za, at .

DEFINITION.

Nous disons qu’une structure presque cosymplectique (£, ¢) est
a distribution horizontale involutive si le covecteur de Reeb € est
une forme complétement intégrable.

Si E est le vecteur de Reeb (iz0= 1) alors on voit facilement
que tout champ W& T,M tel que <W, E>=c'® est un champ
caractéristique de 0 si 0 est fermée.

Eu égard a (2.17), on voit que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que o soit fermée est

(3.5) 7, =fv,, ou fee= (M) .
D’autre part, de (1.1), on déduit facilement

(3.6) dv, =0, A (up—uy)

dvy=v, A (uy —uy)
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et eu égard a (1.2), on déduit de (3.5)

2

3.7 df=f(2u, — u)+ & a,
(3.7) f=f( )+f_2

(3.8) dvy=0=>dv,=0<= (u; — u,) 4 v,=0 .

a

Dans ces conditions, et puisque les formes , sont orthogonales
(m A\ *m=0, ot * dénote le «star» isomorphisme) on déduit de
(1.4):

(3.9) dny =1, A 7,

dsmy=u, A %7, .

Ainsi la 1-forme m, associée au champ vertical X, (par rapport
a la structure {1 xS, (n, R) } = (Q, 0)) est complétement intégrable
et co-intégrable. En particulier, si ||X.||= ct¢, alors m, est har-
monique.

Soit w : TM— T*M Iisomorphisme de fibrés défini par
p:W—=1iy,Q0, WET,M. Compte tenu de ’expression (3.1) de Q,
on a

(3.10) uX,=n,
et a laide de (2.10), la différentiation de m; donne
(3.11) dm,=u, A7, .

La différentiation des équations (2.11) donne, compte tenu de
(3.8)

(3.12) Qimt_(

D’autre part, la différentiation extérieure de (2.10) donne
(3.13) Za, 08=0

Fag =0 .
i

Mais, puisque, en général, compte tenu de (3.12), on a:
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Q= —Ri,, o A, le tenseur de Ricci R a pour composante
R, Les équations (3.13) donnent alors aprés calcul Ry, = 0=R ;.
et par conséquent R' = 0.

THEOREME.

Soit (M, g) une variété para co-kdhlérienne, et soit Q et § res-
pectivement la 2-forme hermitienne et la 1-forme verticale associée
a g. Si Xy, X, sont respectivement un champ horizontal et un champ
vertical de M partout non nuls, formant un couple quasi récurrent
réciproque {X,, a=1, 2}, et v, les 1-formes génératrices, et si
J est I'isomorphisme défini par g, alors:

(i) La condition nécessaire et suffisante pour que (L, 0) défi-
nisse une structure presque cosymplectique a distribution horizontale
involutive est que jX; soit conforme a v,.

(ii) Toute pareille variété presque cosymplectique est Ricciplate.

4. Soient \,€ C®(M) 2 fonctions satisfaisant le systéme com-
plétement intégrable:

(4.1) diy+ Agu, + v, =0; a,b=1,2,a=b

que nous dénommerons le systéme associé a (1.2).
Considérons le champ vectoriel

(4.2) Z=31X, .

On déduit aussitot a ’aide de (1.1), (1.3) et (4.1)

(4.3) | Z||=c*, v,Z=0, ce qui montre que Z est géodésique.

D’autre part, D étant un champ arbitraire sur M, on déduit de (1.2)

(4.4) VX, =, (W) X, =v,(W) X,
Vi Xy =1,(W) X,=vy(W) X, .

Si W,€T,(M) est un second champ arbitraire, on trouve facilement
(4.5) g(Vw 2, W)+g (VwZ, W)=0,

ce qui exprime de maniére invariante que Z est un champ de Killing.
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On vérifie aussi a ’aide de (1.4) que la 1-forme jZ est harmo-
nique (A jZ=0).

Soit maintenant la 2-forme

7y A T,

" alf

A I’aide de (1.2), on trouve

(4.6)

(4.7) du=0 ,

et puisque Ker u 70, la 1-forme p est presque symplectique [3].
On a

(4.8) Lyp=12 = 7Ty — Ay m ay o,
a

et par différentiation extérieure, on trouve, a ’aide de (1.2), (1.3)
et (3.9)
(4.9) diyu=0= 2,u=0 .

Ainsi tout champ Z est un automorphisme infinitésimal de p.

D’autre part, eu égard a (3.3), (3.4), (3.11), on trouve:

(4.10) 00— 1

La différentiation extérieure de (4.10), donne, compte tenu de (3.6)
(4.11) dg,0=0 .
Ainsi Q est relativement invariante par Z.

THEOREME.

Soit {M, Q, 0, g} la variété para cokihlérienne définie aux
n’ 2 et 3. On a les propriétés suivantes:

(i) Le couple {X,}, définit un espace vectoriel & 2 dimension
de champs de Killing Z qui, en outre, sont des géodésiques.
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(ii) Si j est I'isomorphisme canonique défini par g, la 2-forme
IREVAVLE : :
= Wﬂ est presque cosymplectique, et tout champ de Kil-
z 2
ling Z est un automorphisme infinitésimal de u.
(iii) La 2-forme Q de la structure presque cosymplectique

{1xS, (n,R)} est relativement invariante par Z.

5. La distribution horizontale it sur (M, g) étant involutive,
soit x : M'— M I'immersion définie par o= 0. L’hypersurface M’
est visiblement munie d’une structure para-kihlérienne, ayant la
valeur induite Q" de Q comme forme symplectique (de (3.3), on
voit que o= 0 => dQ" = 0). Dans ce cas, on déduit de (3.10) et

’
1

X7

(3.11) que le champ unitaire est un automorphisme infinité-

simal de Q.

Le champ de Reeb A de la structure {1 xS, (n,R)} devient

normal & M’, et la seconde forme fondamentale ¢ associée est, comme
on le sait, o = — <dp’, Vh>.
De (2.9) et de (1.1), on a

, 4’ vy’ vy

5.1 h=(uy) -~ @ h+-= -

61 v =)@ 5

et par conséquent, en vertu de (3.5), il vient finalement

® X/ =2 @ X/

(5.2) e /@y

1r

Cette expression de [ montre que I'immersion x est cylindrique [4].

Enfin, de (5.1), on déduit

Lo s
(5.3) Vech=r (i V) X0

L’équation ci-dessus définit application de Weingarten

L:T,M" —>T,M’
X, Vg h
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Conformément aux propriétés de I’application L, on déduit de (5.3)
que le champ horizontal X," (induit) est une direction principale
sur M.

THEOREME.

Soit M’ I’hypersurface horizontale définie par I'immersion du
covecteur de Reeb 6 de la structure {1, S,(n, R) } définie au n° 2 et 3.
Si X, est le vecteur horizontal induit du couple {X,},., alors

(1) H_if(lTH est un automorphisme infinitésimal de la forme sym-
1
plectique Q" sur M.
(ii) X, est une direction principale pour ’application de Wein-
garten sur M.
(iii) L’immersion x : M"— M est cylindrique.

Accettato per la pubblicazione su proposta di F. Fava.
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