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Sous-variétés complexes et isotropes minimales de
Cm et CP™, Le point de vue Riemannien

1. INTRODUCTION

Depuis une quinzaine d'années, 1'étude des sous-variétés isotropes, complexes,
ou complexes réelles, a considérablement progressé. Les travaux de Chen, Kon,
Ogiue, Yano, Yau et, plus récemment, Ros, Urbano, Verheyen, Verstraelen,
ont permis de préciser la nature de la seconde forme fondamentale de telles
immersions, et de caractériser en termes de pincements certaines variétés classi-
ques. Le but de cet exposé est de faire apparaitre des analogies entre les proprié-
tés des sous-variétés complexes et des sous-variétés isotropes minimales. La
plupart des résultats exposés ici sont dis aux auteurs précités. Nous ne donnerons
qu'une idée des démonstrations. Nous avons aussi utilisé [13] . Dans toute la

’ ., P ’ s E s © Y ’
suite, les variétes considerees sont supposees C et orientees.

2. NOTATIONS.
2.1. Soit M une variété riemannienne de métrique g, notée également <, > .
On note R son tenseur de courbure. Si P est un plan de l'espace tangent TmM

au point m de M, -on définit la courbure sectionnelle de P par :

K(P) = K(X,Y) = <R(X,Y)Y,X>
oll X et Y sont deux vecteurs orthonormés qui engendrent P. M est dite "a courbu-
re constante c" si K(P) est constant lorsque m varie dans M et P dans TmM.

R est alors déterminé par la formule :

R(X,Y)Z = c{<Y,Z>n - <X,Z>Y}.
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2.2. Soit M2n une variété kaéhlérienne de dimension réelle 2n. On note J sa
structure complexe.

. Un champ de k-plan de TM est dit "complexe" si il est invariant par J.
- Un champ de k-plan Q de TM est dit isotrope si JQ est orthogonal a Q.
Un champ de k-plan isotrope maximal (c'est-a-dire de dimension k-n)
est dit lagrangien. Si l'on considére Q , la forme symplectique associée
a (g,J), c'est-a-dire définie par :

QX,Y) = g(X,3Y),
un champ de plan P est isotrope si 2(X,Y) = 0 VX,Ye P.

- Soit P un 2-plan complexe, et X un vecteur unitaire de P. {X,IX} st

une base orthonormée de P. On définit la courbure sectionnelle holomorphe
de P par :

H(X) = K(P) = < R(X,JX)JIX,X >

Si K(P) est constant (égal a c) pour tout plan complexe P _ et tout point m

de M, M est une variété a courbure sectionnelle holomorphe constante.
Dans ce cas,

R(X,Y)z :% {<Y,Z>X - <X,Z>Y + <2,3Y> IX - <Z,IX> JIY + 2<X,IY> JZ}:

- Si P et P' sont deux plans complexes, on définit la courbure bisection-
nelle holomorphe par :

B(P ,P') = <R(X,IX)IX",X'>

si P =[X,JX] et P'=[X"JX'].

2.3. Si M" est une sous-variété d'une variété (M™P,g) on munira toujours M"
de la métrique induite. Notons g V,R (resp. (g, V,R) la métrique sur Mm" (resp.
ﬁmp)’ la connexion de Levi-Civita et le tenseur de courbure sur M (resp. l\_/lmp).
La seconde forme fondamentale o a valeur dans le fibré normal T4 M" est

le tenseur symétrique défini par :

o] :TMxTM—»T‘LM

X, Y) (A0 (X,Y) = VoY - vy Y

VX,Y € TM.
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Une sous-variété M est dite minimale si H = Tro = 0. On sait que dans
ce cas, l'immersion minimise le volume de M. Les équations de Gauss, Ricci,
Codazzi relient o, A, R, R et le tenseur RJ‘ de courbure du fibré normal.

Elles s'expriment par :

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + AO(Y’Z)X = A (X’Z)Y + (V0 )Y,2) - (V0)(X,2)
ROGYIE = REGGYIE- 0 (AL Y) + 0 (Y,AX) + (T ANY,E) - (TyANX, E)
Si M = €P™, un calcul montre que :
(V70 )(X,Y,Z,W) - (V2o )(Y,X,Z,W) =
RE(X,Y)0(Z,W) - 0 (R(X,Y)Z,W) - 0 (Z,R(X,Y)W).

Si, M est complexe, on a :

g O(JX7Y) = O(X,JY) = JO(XyY)
4 1
VXJE =J VX £

Si, M est isotrope, on a :

{AJYX = - Jo(X,Y)
VLY = JVXY

VX,Y € TM, VE € T1M.
(cf. [1] ou [13]).

3. ETUDE LOCALE.
On peut placer I'étude locale des sous-variétés lagrangiennes minimales

et celle des sous-variétés complexes dans un’ méme contexte bien plus général :
celui des variétés calibrées, (cf. le travail de HARVEY-LAWSON [7]). Ceci
a l'avantage de faire apparaitre les propriétés communes de ces deux classes

de sous-variétés, et de donner des procédés de construction (cf. 3.4).




s s Gl oy m e s 3
3.1. Généralités. Considérons sur [E, muni de sa métrique canonique, une p-forme

fermée ¢ telle que, pour tout p-plan tangent orienté & , on ait :

<

< vol
Pl < vole
Alors si M est une sous-variété compacte orientée (a bord), de E™, telle que
¢‘M = VOIM,
M minimise homologiquement le volume, c'est-a-dire que

vol(M) < vol(M")

pour toute variété M' telle que

M] = [M'] dans H;(IEm,K)

oM aM!

En effet, on a :

vol(M) = J b = j 6 < vol(M)
M '

la deuxiéme égalité ayant lieu puisque ¢ est fermée.

La donnée d'une telle forme ¢ s'appelle une calibration sur E™, et une
sous-variété M telle que J ¢ = vol(M) s'appelle une ¢ -sous-variété. Remarquons
M

qu'une ¢ -sous-variété est toujours minimale.

2 L ; n
Etudions deux cas particuliers, lorsque l'espace ambiant est C .

3.2. Le cas complexe. Considérons €" muni de sa structure hermitienne canonique,
et notons © la partie imaginaire de cette structure. Q est la forme symplec-

tique standard de c". Posons :

Q =1 gP
p P
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0 est une calibration sur @ telle que les Qp—sous—vanetes sont les sous-varietés

complexes de dimension p de c".

3.3. Le cas lagrangien orienté. Notons Z =X iyj des coordonnées de @". Consi-

by = Re(ele dz1 dzn). C'est une calibration sur €.

dérons la forme :
n

Il est facile de constater que si M" est une sous-variété compacte (a bord) de T

qui vérifie 1'égalité :
J ¢, = vol M,
M 9

M est lagrangienne minimale.

3.4. Un cas particulier : le fibré normal d'une sous-variété d'un espace euclidien.

Considérons une sous-variété M" de IE"P. On sait que T MY est lagrangien

dans TIENP, identifié 3 E™P + iE™P = ¢™P. En utilisant ce que nous venons

de voir, on obtient le résultat suivant :
1 5 n+p _. - .
T~ M est minimal dans C si et seulement si il existe 6 < [0,2m] tel

que la partie imaginaire de I'expression

by = eie(dzl R, e B dzn)(C)

est nulle, VE € T\)TJ'Mn, vveTtm.

. - . i - .
Un cas intéressant est celui ou l'on fixe e = 1p. On obtient une classe

de sous-variétés M telles que T1 M est minimale. Utilisant la seconde forme

fondamentale de l'immersion, un calcul montre que T‘LM est une ¢8

si et seulement si la seconde forme fondamentale o de M s'écrit :

-sous-varieté

“E
< 0(.y.),8 > = -b
0 &

vE e TEM.

dans une base qui diagonalise <0(.,.),€ > : Une telle sous-variété s'appelle une

sous-variété "austere"
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On déduit de ceci deux corollaires :

Corollaire 1. Si M" est une sous-variété complexe de C"*P | alors TLM"
est lagrangienne minimale.

Corollaire 2. Si M? est une surface minimale de E2+p , alors T+M? est la-
grangienne minimale.

k. VOLUME D'UNE SOUS-VARIETE MINIMALE DE ¢pP™.

_La minoration du volume des sous-variétés compactes vérifiant certaines
propriétés géométriques est un vieux probléeme. Un cas intéressant est celui
des sous-variétés minimales compactes de CP™. Il a été presque complétement
résolu par B.Y. CHEN et A. ROS ([21, [11]) :

- On connait la meilleure constante qui minore le volume des sous-variétés
L m
minimales compactes de CP .

- On connaft la meilleure constante qui minore le volume des sous-variétés

complexes compactes de TP™. Elle est strictement plus grande que la

précédente.

- On connait également une constante qui minore le volume des sous-variétés
. m N -
Isotropes compactes de CP . Cependant, (3 la connaissance de I'auteur),

on ne sait pas si cette constante est atteinte.
Précisons cela dans le théoréme suivant ([21, [111).

Théoréme. Soit M" une sous-variété compacte minimale de CP™.
i) Ona vol(M") >0l 1égalité a lieu si M"  est l'image d'une grande
sphére s"* e SZ(m"”'Ipar la projection canonique T : SZ(m+l)—l._> cp™ .

n
ii) Si m2n est une sous-variété complexe, on a vol(Mzn) > (2:+2) CZn’ l'égalité a

ayant lieu si M = (liPl est isométriquement immergée comme sous-variété
complexe totalement géodésique de TP™.

5 n sies o
iii) Si M~ est une sous-variété isotrope, on a

2/n
vl G G

ou C,, est le wlume de la sphére unité S",
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La démonstration de ce théoréeme est technique. Nous en esquissons ici

les étapes.

lere éta . Remarquons tout d'abord que CP™ s'obtient comme quotient de
pe q q q

Am+1) ¢m+l’ en identifiant les points (zo,...,zm) et

la sphére unité de E
(ézo,...,czm), [c| = 1. On obtient ainsi une. submersion riemannienne, a fibre

totalement géodésique de longueur 27

. S2(m+l)—l > cp™

2éme €tape : Remarquons également que cP™ s'obtient aussi comme l'espace
symétrique
Um+ D1y x ugm)

Il suffit en effet de faire "passer au quotient" l'action de U(m+1) sur 52(m+l)—l-

On obtient une action de U(m+1) sur CP™ dont le sous-groupe d'isotropie est

u(1) x U(m).

3éme étape : Considérons le plongement isométrique classique de cP™ dans

H(m+1), I'espace des (m+l) x (m+l) matrices hermitiennes sur C(IT\ = A) défini

par :

z z Z Zy o |2 ]2
m~o m~1 m

L'image de @ est l'ensemble des matrices A de H(m+l) telles que A? = A et
trace(A) = 1. De plus, § est équivariant relativement a U(m+1) et invariant sous

I'action de U(m+1). Enfin, @ est minimale dans I'hypersphére S de centre (ﬁ)l

et de rayon v 2m/m+l’ de H(m+1), considere comme sous-espace vectoriel de

g2(m,C). Notons G la seconde forme fondamentale de l'immersion :
¢ : €P™—> H(m+1)

Un calcul donne :

F(IX,JY) = 6(X,Y) ¥X,Ye Tcp™
VG =0
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4eme étape : Rappelons un résultat de B.Y. Chen : soit M" une sous-variété
compacte de ]EN, de vecteur de courbure moyenne H. A

On a:
JMMHM "duzc [1]

S 1 s s
En particulier, si M est minimale dans une hypersphere de rayon 1, son vecteur

de courbure moyenne a pour norme 1. Dans ce cas on obtient :

Vol(M) > Cn

5eme étape : Démontrons la partie i) du théoréme.

. n . = s s
Si M est compacte et minimale dans G‘.Pm, m l(Mn) est compacte, minimale,

et de dimension n+! dans 52(m+1)—l_

D'autre part, la fibration est telle que :

Vol(M') = Vol(M).Vol(Fibre)

On en déduit alors

. C
vOl(M):w >l

6eme €tape : Démontrons iii), ((ii) se montre de la méme facon).

Désignons par K la courbure sectionnelle de CP™.
Si M est isotrope K(X,Y) = | pour tous vecteurs unitaires X et Y de TM.

L'équation de Gauss implique alors que le vecteur de courbure moyenne H de
I'immersion de M dans H(m+1) vérifie

2 - Hoeld
- n
L'inégalité de B.Y. Chen implique que :
n/2 n/2
J @y - 2Dy iy s
M N n n

5. LES PROBLEMES DE PINCEMENT.

En 1979 et 1980, Mori, Griffiths, Kobayashi, Ochiai, Siu, et Yau, ont montré,
par des méthodes différentes, le théoréme suivant :
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Théoreme. (6], [8], (9], [15]
Toute variété kathlérienne compacte m" , a courbure bisectionnelle holomor-
phe positive, est biholomorphe a cP".

Il est naturel de poser un probléme analogue dans le cadre des sous-variétés
m . e . . e
de CP : Quelles conditions doit-on imposer aux '"courbures" d'une sous-variete

de ¢p™ pour que celle-ci soit biholomorphiquement isométrique a cp” 2

Remarquons d'abord que si l'on impose a la sous-variété M" de @P™(1)

d'étre totalement géodésique, on montre facilement que M" est :

. soit une sous-variété complexe a courbure constante 1 (c'est-a-dire que m"

est localement isométrique a (IPn/z(l))-

. soit une sous-variété isotrope a courbure constante % (c'est-a-dire que
n . # <
M est localement isométrique a ]RPn(—z))-

(On pourra consulter [3] sur ce point.)

il 52 7 m
Remarquons que si M est une sous-variete complexe de @P (1), sa courbure

sectionnelle holomorphe H vérifie 1'équation :
H(u) = 1-2]|o(uu)] 2< 1
pour tout vecteur unitaire u de T™".

A la suite de travaux de Abe, Chen, Ogiue, Yau, en employant une méthode
différente, Ros et Verstraelen pour le cas complexe, et Urbano, pour le cas
lagrangien minimal, ont pu montrer les deux théorémes de pincement suivants
(111, (121, (141, [16].

Théoréme. Soit M" une sous-variété complexe de TP™(1).

Si  H(u) > lz vue TM", |u|| =1, alors M" est totalement géodésique dans
aP™(1).

Si K(P) >% , pour tout plan P de TM" , alors M" est totalement géodésique
dans €P™(1).

Théoreme. Soit M" une sous-variété compacte, minimale, lagrangienne de
acP™(1). Si K(P) > 0 pour tout plan P de TM", alors M" et totalement géodésique.
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‘On peut aussi caractériser certaines sous-variétés complexes ou isotropes

par un pincement plus faible. A. Ros a montré le théoréme suivant :

Théoreme. [14]
Soit M" une sous-variété kaehlérienne compacte de CP™(1). Alors :

H(M") 3 % si et seulement si M" est l'une des sept variétés suivantes :
cpP™(1)
nl
CPE)
cP" (1) x ¢P>(1)
Qn

Us+2/y) x us) S 22

SO(lO)/U(j)

E6/spin(10) x T

Ici encore, nous ne pouvons pas donner les preuves complétes de ces trois
théorémes. Les trois sont basés sur I'étude des points critiques d'une fonction
définie sur le fibré unitaire de la sous-variété, liée a sa seconde forme fondamen-
tale. Donnons une idée, a titre d'exemple, de la démonstration du deuxiéme

théoréme.

Notons U(M) le fibré unitaire de M, et définissons la fonction :

f:uUM) »R
par :
f(U) = <o(U,U),JU > .
U(M) étant compact, f atteint un maximum en Vp, p € M.

On a donc :

df,, v =0 YU € TU(M)

p
(*)

d’fv (U,u) <0 YU € TU(M)
p

Remarquons alors que :
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'S ou isotropes

rs 2

étés suivantes :

's de ces trois
d'une fonction
rme fondamen-

v du deuxiéme

< (V2o XU,U,V,V),3V >
< (Vg Xu,V,v,Jo(U,V)) > + R(U,V,U,Ja(V,V)) + 2R(U,V,V,Ic(U,V)).

(*%) d’fv(U,U)

D'autre part, un calcul montre que (¥) implique :

3 <0(V,V),JU>p = 0 VU orthogonal a V

(***)

6 <0(U,V),JU>p - 3<a(V,V),JV >p <0 VYU e UM)

Utilisant alors le fait que M" est minimale et K > 0, on déduit de (*), (**) et

(¥**) que o est identiquement nul.
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