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VARIETES DE TYPE SPECIAL.
CHAMPS PRESQUE-QUASI-CONCOURANTS
DE

JEAN-MARIE MORVAN

Nous étudions, dans ce travail, une classe de variétés riemannien-
nes dites, ’’de type spécial”, définies par R. Rosca.

Ces variétés possedent en particulier la propriété d’étre feuilletées
par des hypersurfaces quasiombilicales. On définit sur une telle variété
un champ possédant une propriété dite de presque-quasi-concuroance,gé-
néralisant ainsi certaines notions de quasiconcourances introduites dans
(1). Nous étudions quelques propriétés de tels champs.

Nous emploicrons les notations suivantes: (M, g) désigne une va-
riété Riemannienne de métrique g, de dimension #» > 4. On note (...
le produit scalaire, et .| la norme associée & ce produit scalaire. 7'M
est I’espace tangent a M, et T M I’espace cotangent & M. 7 désigne la
connexion de Levi-Civita associée & g, R le tenseur de courbure. Au voi-
sinage d’un point p € M, on note {e4, A =1 ...m, n> 4} un repére
orthonormé, {w?, 4 =1 ...n, n > 4} le repére dual.

dp = o ® e4 est la forme de soudure,

Ves = 0} ® ey définissent les formes de connexion wZ de la con-
nexion V. _
o 1

Enfin, si (M, g) — (M g) est une immersion isométrique de la va-

riété (M, g) dans la variété (M, g), on note 3/ la connexion de Levi-Civita

associée a g sur M, V! la connexion normale définie sur le fibré normal

a M, TM', H la seconde forme fondamentale associée & 1’immersion 7 :

H:TM x TM - TM* K désigne le ténseur adjoint de H :

K:TMx TM! — TM_défini par (K(X, £), Y)= (H(X, Y),5

v, YeTM, wyeecTML.

On définit alors V par (V K)Y, &) = Vi (K(Y,£)) — K(VzY, &)
— K(Y, Vif) vX, Ye TM, yie T

Afin d’éviter toute confusion lorsque cela est nécessaire nous no-
tons M(ouy ) PPorthogonalité dans M et M(ouy;) orthogonalité dans M.
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1 — VARIETES SPECIALES DE TYPE (E,z,), )

Definition 1 (R. Rosca)
Soit (M, ¢) une variété riemannienne de dimension n. Nous dirons
que M este une variété spéciale de type (E, X, 2, u) 8'il existe sur M ;
— Un champ unitaire E
— Un champ X orthogonal & E
— Deux fonctions 2, pe 0= (M)
tels que, si (¢, ...e,;, E =e,) est un repére orthonormé au voisinage
d’un point p de M, et (ol ..., 0", 6 = ) est le repére dual, et si

n—1

X = Y, @e; sur ce voisinage, alors les formes de connexion ont pour ex-
: ;

pression :

!(*) o = Ao® 4+ pa; a| sii <mn.

ol « est la forme associée & X dans la dualité définie par g.

Les formes o!, 7,7 << n sont dites horizontales.

Les formes o?, 7 << n sont dites mixtes.

La distribution Et est dite horizontale. E est appelée direction verticale.

Remarques.
i- La distribution EL est involutive.

a
En effet, nous avons d6 = 0. Car d6 = do” =Y, o} N © =
i=1

n+1 n—

1 n—1
=¥ (ho' + pa; )N’ =Y pa ( Y ajmf)/\ »'=0.
e izt i=1

Ces terms 8’ annulent deux & deux.

ii. Si w =2m + 1, M peut étre muni localement d’une structure
presque cosymplectique telle que E soit le champ de Reeb, et dont la
distribution horizontale este involutive.

En effet, localemnet,

0 = @t

{Q:wl Aw2 4+ ...+ o2 1TA 2™
défint une structure presaue cosymplectique, de distribution E involu-
tive. :
Une telle structure sera dite presque cosymplectique spéciale.

iii. Le condition (*) s’exprime de fagon intrinséque par la con-
dition (**)

**)  (ViZ, By =N, Z)+ w(¥, Xy (g, X)



3 VARIETES DE TYPE SPECIAL 295

vYeTM vZ € EL
En effet, o} = (Ve, €,) = ro' + ua' o «
(Vyey, B) = ro' (Y) + pa’ o(Y) <
(ViZ, By = KT, 2 + u(Z, X (¥, X}
vY,eTM

vZ € BL

2 — FEUILLETAGE ASSOCIE A UNE VARIETE SPECIALE

D’apres la remarque i., la distribution E . est involutive. Nous allons
étudier les hypersurfaces intégrales de cette distribution. Nous avons
besoin de la définition suivante :

Définition 2

Soit M, une hypersurface d’une variété M. M, est une sous-variété
quasiombilicale si, au vosinage de tout point p de M, la seconde forme
fondamentale a pour expression H(X, Y)=(aX, YY)+ b o) oY) N
olt N est une normale unitaire, a, b sont des fonctions C® , o est une formé
scalaire.

— Si @ = 0, Phypersurface est dite cylindrique

— Si b = 0, ’hypersurface est dite ombilicale.

Théoréme 1

Une variété viemanmnienne (M, g) de dimension n, spéciale, de type
(E-X, 2, un) est fewilletée par des hypersrufaces quasiombilicales, orthogo-
nales a L

De plus :

— Si M est de type (B, X, 0, ), M est feuilletée par des hypersurfaces
cylindriques M, _

— 8i M est de type (B, X, 1, 0), M est feuilletée par des hypersurfaces
ombilicales M,

— 87 M est de type (E,{'X, ;L%”Ali, ;L), M est feuilletée par des
n

hypersurfaces minimales.

Démonstration

Soit M; une sous-variété intégrale maximale de la distribution E*
au voisinage d’un point p € M. M, este orthegenale 4 . La seconde forme
fondamentale a pour expression :

H(Y,Z) = (VvZ,EYE = MY, Zy + wY, X) (Z, X), d’aprés (**;)

M, est donc cyclindrique si = 0 et ombilicale si pw=0.
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M, est minimale si trace (( V, E)) = 0, c’est-a-dire
M — 1) + wle|? = 0.

La proposition est don complétement démontrée.

Si on fait des hypothéses suppllmentaires sur le champ X, on peut dé-
finir d’autrs feuilletages.

Théoréeme 2

Soit (M, g) une variété riemannienne spéciale de dimension n, de type (E,
X, A o)

1. On suppose que X est partout non nul, et paralléle dans le fibré vertical,
(i.e. (VX, B)=0) en tout point, et que le tenseur de courbure R conserve
la distribution horizontale (i.e. R(Y, Z)U e B vY, Z, U € E*). Alors

— M est fuielletée par des sous-variétés orthogonales & {X, E}, M,
de codimension 2, ombilicales dans la direction K.

— Si, de plus, n = cste # 0, M est feuilletée par des hypersurfaces
qui sont localement de la forme C x M, ou C est une courbe, et M, est totale-
ment ombilicale
2. On suppose que || X | = cste # 0 et X est parallele dans le fibré horizontal
(i.e. {(Va, Yy =0 Y horizontal). Alors

— M est feflletée par des sous-variétés M, totalement ombilicales de
codimension 2, orthogonales a {X, Ej}.

— Si de plus, » = 0 et M est connexe, simplement connexe et complete,
alors M = M, x M,, ou dim M, =2, et dim M, = n — 2.

Démonstration
1. Par hypothése, (VyX, E) =0 yYeTM.
(Vi X, By = KT, Xy + u|X| (¥, Xy =0=> 14 p|X[=0 (1)

Soit M une sous-variété intégrale maximale de la distribution E. Soit H

la seconde forme fondamentale et posons A = K(., E). D’apres (1) on a
AX), Ty =0 vY
(AX)ZY=2(X,2) vY,ZMX

Notons W la connexion induite par VvV sur J.

Par suite, A(X) =0 et 4(Y) =AY yY L X. Les courbures principales

de M sont donc O dans la direction X et A sur I'orthogonal de X.

Montrons que la distribution X1M et involutive sur M.

D’aprés les équations de Gauss-Codazzi, on a puisque, par hypothese
(R(Y,Z)U,EY)=0 vY,Z, UE(&® R(Y, Z)E est dansla direction ¥)

(Vr A)(Z) = (V2 A)Y). Soit Y, ZeTM n X,

(AvA)(Z) = Vr (4(Z)) — A(VrZ)
— Y(N)Z + A% — A(VrZ)
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[543

(VzA)Y) = Z(NY + 2 VY — A(VY)
Par suite,

Y(NZ — Z0)Y = (4 — A 1) [Y, Z]
= » prxmlY, Z] — ALY, Z]
=\ prx [Y, Z].

Comme le premier membre de 1’é2alité est orthogonal a X, on en déduit
que chacun des deux membres est nul. Par conséquent,

[Y, Z] &X

La distribution X‘™ est donc involutive.

Considérons une sous-variété M, intégrale maximale de la distri-
bution X1M,

Considérons M, comme sous-variété de M, de codimension 2, Montrons
que M, est ombilicale dans la direction E .

<VYZ7 E) = 7‘<Y7 Zy + fJ~<Y3 X5 <Z7 X)) = 7\<Y7 Z)
vY, Z1{X, E}

Par conséquent, si H¥1 designe la seconde forme fondamentale associée
a M, on a

(H™M (Y, Z)Ey = MY, Z). M, est donc omblicale dans la direction E.
On en déduit donc que M est feuilletée par des sous-variétés M, de codi-
mension ,2 orthogonales & X et K, et ombilicales dans la directionf.

X
— Supposons que A = cste = 0. Montrons qu’alors le champ x|
5 7 4Y
est parallele sur M. Posons T = X )

Soit Y | 7. On a:
(VeA)(T) =(V, A)(Y).
(VeA)T) = Vy[A(T)] — A(VyT) = — A(V,T)

(Vrd) (Y)= V.(A\Y)—A(V,Y) =AV, Y — A (V. T).
= “}Wxivil ¥.

On en déduit que :

A(Vyr) =przVt Y.
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Le premier membre de I’égalité étant orthogonal & X, on en déduit que
les deux membres de cette égalité sont nuls. Par suite pryV+Y = 0.
Done (V: Y, T)=0= (Y, V,;T)=0 yY L T. De méme A(V,T)=
=0 = VyT est dans la direction T, donc V7 = 0, puisque T est uni-
taire. Finalement, V, T =0 yvZ e TM. T est donec paralléle sur J.

On peut donc appliquer le théoréme de décomposition de De Rham au
voisinage de chaque point de M : yp e M,. 3U, ouvert contenant p tel
que U =0 x M, ot C est une courbe intégrale de T et M, est une sous-
variété intégrale de 7L dans M.

Calculons la seconde forme fondamentale HY de M, dans M.

On a

H™Y, Z)=(VyZ, T)T + (V+Z,E) E
=(VvZ, BE)E = WX, Z)E yY, ZeTM
Par suite, M, est totalement ombilicale.
Finalement, si & = cste, M est feuilletée par des hypersurfaces qui sont
localement de la forme ¢ x M,-M, este totalement ombilicale et vérifie
La patrie 1 du théoréme est done démontrée.

2. Par hypothése, (VX, Y)=0 vY L E.
Considérons, au voisinage de tout point p € M, un repére orthonormé

== ——A,—’ E)
(R

(83 - ipudy Crog

On a:
(2) w,_y =0 Vi # n.
Montrons que la distribution X est involutive. Il suffit de montrer que
d o" 1A e =0.
On a:
n—2

do"l= Y o 'Ae’ + 0 A" = o' 1A o”
1

1
puisque o' =0 si i = n.

do" 1= — (Ao"! + u||X|20"1). Par conséquent, do™ 1A w1 = 0. Puis-
que les deux distributions X'tet Elsont invloutives la distribution {X, F 1}
est involutive. Considérons une sous-variété intégrale maximale de {X, E}!,
notée M. Montrons que M est totalement ombilicale. Sont HM la seconde
forme fondamentale associée & J,.

(H™(Y, Z), Xy = {(VyZ, X)=0 puisque X est paralléle dans le fibré
horizontal

(H™ (Y, Z), By = (vvZ, E) = \(Y, Z) puisque Y, Z | X.
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Par conséquent, M este totalement ombilicale.

— Supposons A = 0. Montrons que la distribution {X, E} est paral-
lele. Ceci revient & montrer, dans le systeme de coordonnées choisi précé-
demment, que

w1 =0 sii=1...n—2

ol =10 sii=1—...n—2
D’apres (2) nous avons déjay oi_y =0 si 7 # n.
m;:—wn_——x@blz—l n — 2. Puisque A =0, o] =0
sit=1...n— 2. Par conséquent la distribution {X, E} est parallele.

Si 'on suppose M connexe, simplement connexe, compléte, le théorme
de décomposition de De Rham implique que M = M, X M,. ou M, est
intégrale de {X, E}L, et M, est intégrale de {X E}. Le théoreme est donc

completement démontré.

3 — CHAMP PRESQUE QUASI-CONCOURANT

Remarque
Soit (M, g) une variété spéciale de type (E, X, %, n); le champ K
vérifie 1’égalité :

VE=—2dp +200 F +pa®X

avec les notations du paragraphe précédent.
En effet, si 'on considére un repére local (e, ..., ¢,;, E) on peut écrire,
d’apres (*):
VE:CO%®6'@:(— 7\@7:—{—'[.1,0/1'0()@6{ pour 1<i<n
= —20'®eé +pe® X pour 1 Lt <n

Done :
VE=—2dp + 0@ FE + pa® X
généralisant la notion de quasi concourance définie dans [1], nous donnons
la défniition suivante :
Définition
Sowr (M, ¢) une variété riemannienne (ou pqeudo—riemannienne).
Soit Z un champ de vecteurs sur M. Si Z vérifie I'égalité
(3) VZ=Mp —2TRZ+pe®X.
ot A C” (M), peC” (M)~ est la forme duale de Z, Y est un champ de
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vecteurs, o est la forme duale de Y alors on dit que Z est presque quasi-
concourant dans la direction Y.
Nois allons montrer trois propriétés propres a ces champs.

Proposition 1

Soit M une hypersurface orientée de Pespace euclidien F, quasiombili-
cale (H =1[vg+ dw ® o] ® N ot N est une normale unitaire).

On suppose que le champ N est presque quasi concourant dans la direc-
tion Y, associde 2 o dans la dualité définie par g¢.

Alors toute application parallele de M est quasi conforme et conserve
le caractere de quasiombilicalité de M.

Drmonstration.

Puisque N est presque quasiconcourant dans la direction Y on peut
éerire

VN=2dp —2A0®N +ue®Y

ou, A, uel” (M), 0 est la forme duale du champ N.
Considérnos D’aplpication paralléle Vi

M —f(M)=M C RY
pop=p-+cecN, ceR.
On a dp =dp + ¢ VN La métrique sur M a done pour expression :

g =dp, dp) = (dp + c¢VN, dp + cVN>
=g + 2¢{dp, VN), + ¢*{VN, yN)
=g+ 2[Ag + po ® o] +
+ [N 4 200 @ o + LY |20 @ o]
= (1 + 0N’ + (260 + 2¢p + 22|70 @ ©
g est donc de la forme 49 + Bw ® . La transformation est done quasi-
conforme.
Considérons le second tenseur fondamental associé &4 H sur M, L =
= (H, N), et L celui associé a H, seconde forme fondamentale sur J.
D’apres la formule d’Otsuki, on sait que l’on a :
L=1L-—¢VN, VN)
L =vg+ 30 ® o —c[r + 200 ® o + w2|Y]o® o]
L= (v — eM)g+ (3 — 200 — ep2||[Y|P) 0 ® w

M est donc quasiombilicale.
La proposition est donc complétement démontrée.



9 VARIETES DE TYPE SPECIAL 301

Proposition 2
Soit M(, g) une variété riemannienne de dimension 7, muni d’un champ
E presque quasiconcourant dans la direction X, tel que:

VE:dp——O@E—}—;wc@X,

) d
ou 6, forme duale de E, est exacte ( = Tf)
Alors M est susceptible de définir une application quasiconforme.

Plus précisément, si M est immergée isométriquement dans Pespace eucli-
dien RY, Dapplication p — P =p + fE est quasi conforme.

Demonstration

On a

dp =dp +df @ B+ fVE=dp + df ® E+ f[dp — 6@ E 4 pa® X]
dp = (1 + f)dp + fura ® X

9 =10 +N%+ X2 ® @ + 201 + f)fus ® «

g =@+ + [fPu2X |2 + 2fu( + fle ® «

L’ application est donc quasiconforme.

La proposition est donc démonti¥s.

Donnons enfin une application de la Presque quasi concourance dans
le cas ou la variété M est lorentzienne.

Proposition 3

Soit M une variété lorentzienne de dimension n.
On suppose qu’il existe sur M deux vecteurs isotropes £, &', tels que:

g &)y=1

&' est presque quasiconforme dans la direction g

Alors M est feuilletée par des hypersurfaces isctropes presque-ombilicales
(au sens d R. Rosca [2]).

Démonstration.

Soit p € M Soit U un ouvert de trivialisation contenant p. Puisque
la variété M est lorentzienne, on peut construire sur U un repérequasi-
orthonormé (&, ..., &,), cest-a-dire tel que :

& =4 En = E'.
(G &)= —138; sil<i, j<n
(e By ) =0 sil<i<mn
(y B >=0 sil<i<n.
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Si (... a") est le repére dual et «f sont les formes de connexions, on,
sait que l'on a:

w ot =0, al=0511<i<n.
af ot =0 sil<i<m
D’autre part, puisque , est presque quasi-conforme dans la direction &,
Jr e 0% (M), peC® (M) tels que
VE=2dp — 2" ® &, + 1! @ &
=ANd® & ..ot F+ " ® E] + pat @ &

Par suite
A= Dt e
a2 = ha?
gt == Aa™l al = 0.

Nous pouvons & présent montrer que la ditribution orthogonale & &; est
involutive.

On a:
da! = ; Nt = a2 Aoz + AR+ e AR
= 0 puisque o) = Ao

Done la distribution &f est involutive.

Considérons, au voisinage d’un point p, une sous,variété M, intégrale
de £, Soit H la seconde forme fondamentale associée a M.

Nous avons

H(EJD El) s <Evg17 £1> El =0
H( £27 52) == <¢v Zm g1>£1 - 7‘( 527 El> al

H(En—ly gn—l) . <§V_ E.mﬂ) £1> 51 S )\<£n71’ i> 2.,1

Par suite toutes les courbures principales de JM; dont égales a4 2, sauf
celle qui correspond 2 la direction principale et isotrope % ; cette derniére
courbure estnulle. Conformément & la définition de R. Rosca, M, est une

hypersurface presque ombilicale.
Recu 7.X1.1977
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