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Agrégation de mathématiques

par JEAN-Louis NICOLAS

Epreuve de mathématiques et informatique

6634

Ce probleme étudie des algorithmes de factorisations de polyndmes. On pourra trouver des informations sur ce
sujet dans les livees de D.E. KNUTH, Seminumerical algorithms, vol 2, et M. MIGNOTTE, Mathématiques pour le
calcul formel.

La partie 111 traite de la factorisation des polyndmes 4 deux variables et n’est pas présentée dans les livres
ci-dessus, La méthode suivie est celle de PS, WANG, « An improved multivariate polynomial facroring
algorithm », Mathematics of Computation, 1978, p. 1215-1231.

Les toutes premitres questions étaient des applications directes du cours, Sur 138 copies, environ les deux tiers
ont su écrire les deux factewss de x”'+x-+ | sur les corps A deux éléments. Seulement 42 % ont donné les
polynémes irréductibles de degré < 4 sur ce méme corps, Le nombre d’opérations €lémentaires nécessitées par la
division euclidienne de deux polyndmes sur un corps quelconque a &té traité correctement par 57 % des copies,
mais le coilt du PGCD de deux polyndmes n'a été obtenu que dans 4 copies, Enfin, le rang d'une matrice 5 % 5 sur
le corps & deux éléments et la détermination des vecteurs propres correspondant 2 la valeur propre 1
(question 13%)) n’ont fait I'objet d'une réponse juste que dans 36 % des copies. L'origine des erreurs est
quelquefois une faute de calcul, ou un calcul effectué sur les réels, mais souvent aussi des lacunes en algébre
linéaire.

Trés pen de copies ont abordé de fagon significative la deuxidme ou la troisitme partie. Les candidats qui ont
traité correctement la premitre partie ant obtenu 30/40, Quelques trds bons candidats ont dominé ke sujet, mais trés
peu ont su factoriser le polyndme A une variable de degré 5 de la deuxidme partie, et personne n’a su factoriser le
polyndme a deux variable de Ia fin.

1° @) Ce polyndme n’a pas de racines dans F5. Le seul polyndme irréductible de degré 2 est P 1, et par
division, on voit que :

Crxel = (P rxt1)(F4a2+1).

b) Degrél ' xetx+1.

Degréz:x2+x+ L.

Degré 3 : Pour ne pas avoir de racines, le polynbme doit &tre de la forme x° + g x* + b x+laveca # b llya
donc’+x+Letx +5%+ 1.

Degré 4 : De méme les polyndmes sans racines sont x* 427 + 1, s+ 22 + Lfsr+n e faxs 1.1
faut enlever le second, qui est ke carré de x% +x + 1.

‘253"

2°@a) Le nombre de termes do quotient est £ m—n+ 1. Pour déterminer chacun de ses termes. on fait une
division, ( n + 1) multiplications, et ( » + 1 ) soustractions dans X, soit { 2 7 + 3 ) opérations.

b) PosonsA = R;, B = R,. L'algorithme d’EUCLIDE s"écrit :
Rpw Re g+ 0 +R 1202k

w05

avec Ry, , = 0.Posons r; = degré R;. On peut supposer que m 2 #, sinon aprds la division de 4 par 5, dans I'al-
gorithme on effectue I’algorithme d'EUCLIDE sur B et A.
Onairy =mry=nrySn-1l..,r,$n—i+2 Alademitre étape, Rypn =0t r,, 20 0nadonc:

5
S

A
7

T

<, Sn-(kt1)+2,

5

ceguidomne k < a+l < m+1.

e

D’apres 2° a), le nombre d’opérations est inférieur ou égal & : zéj%
k % E;%i
Z(rf-—ri+l+l)(2r,-+|+3)5(2n+3)2(r,-»—ri+l+]) A

e

i=1 i=1

={(2n+3)(k+r-r, ) S{2n+3)(2m+1)}) = O{mn)

3°a) Ona:
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Le rang de cette matrice est aussi celui de la matrice obtenue en rayant la premigre ligne et la premigre colonne :

oO— SO

1
1
1
0

= =
= =]

Par la méthode du pivot de GAUSS, cette matrice devient :

[l =l ]
(=Rl R
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0
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0
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qui est de rang 3,
Le systéme d’équations pour trouver les vecteurs propres est ;
Xtxg =0
n+r+r =0
ntxs =10
x =0

11y a pour solutions : x; quelconque, x; = 0, = x; = x5. Iy a trois vecteurs propres :

[=N=R—=N=
—_— O

1
1
0
1
i
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b) Tlya2" choix possibles pour un vecteur dans ]?g . e1 on doit earter le vecteur aul, soit 2" - 1, Le choix d’un
deuxigme vecn?.ur doit écarter les deux vecteurs du sous-espace engendrd par v; ; e choix du r-igéme vecteur doit
écarter les 2°~ ' vecteurs du sous-espace engendré par vj...., ¥, _ ;. Le nombre demandé est donc

("= 1) (2 -2)(2-4) .. (-2 "y
Notons que ce nombre compte le nombre de matrices a = lignes et r colonnes qui sont de rang r. 5i I'on veut

déterminer le nombre d’ensembles 4 r vecteurs qui forment une famille libre, il faut le diviser par r!, ce qui
fournit une propriété de divisibilité non évidente.

4° g) Observons d’abord que le PGCD dans (2 de deux polyndmes de Q[ x ], est le méme que dans C, par
I"algorithme d'EUCLIDE. Le PGCD de F et F” dans (3 va évidemment diviser F dans Q[ x ], et donc Ge Q[ x].
De plus, si

F=a,(x—x M . (x-x)%

ona:

PGCD (F, F Y = (x—x )% (x—x %!

et GG sera bien sans facteurs carrés.
b) Si Fest sans facteur carré, on a € = 1, la boucle tant gue n’est pas exécutée, et 'on a

k=1, P =F
SiF = (x=1){x+1)*(x*+1), onobtient:
C, = Px-1)(x+1)
D, = x{x-1){x+1)(2+1)
. G = X
. Dy = x{x=1}x+1)
R N
G .= 1
Dy io= X
TPy o= (x=1)(x+])

. k=3 H Py =x
Tout polyi}_ﬁme‘F 5 Q[x] §'éctit comme un pﬁaduit de polyntmes irréductibles dans Q { x ]. Or un polynéme P
irréduct;blelsht 4] esLs‘ang’facteur carré. Sinon le PGCD de P et P* serait différent de 1 et serait un factewr de P de
degré < degré P'="degréP ~ 1 .
On peut ators-€erire

F=P.1P%'--‘°fc

ol Py, ..., P.;( SQnEI ﬁnitéh‘ﬂs,«et .F:-"e:st_le produit des polynomes irréductibles qui divisent F avec exactement I"ex-
posant ;. L'algarithme précédent galcitle Py, Py , ..., Py, Les variables intermédiaires sont

P:')'+2"‘Pkk_r

= i+150

Ry

LR D."=:Pff’f+l---"f'k'

5° @) Montrons d'abord I unicité. Supposons qui ,
AU+BYV =35

AU+BY = 8.

" Agrégation de mathématiques EEEEEEE | 255

On aurait
(A -4 U =(B-8)V
Par e lemme de GaUss, U divise { B, — B, )} V et est premier avec V, il doit diviser B, - 8.

Mais d°( By~ B ) < n = 4"V, donc B) = B ¢t il s’ensuit que A} = A,
Lexistence résulte de 1a relation de BEzoOUT : il existe C et D tels que

CU+DV =1,

Multiplions par 5 :
CSU+DSV = S.

La division euclidienne de CS par V donne :
€S =VQ+R dR<dV=m

RU+(QU+DS)V = 8.

Onchoisit A = R, B = QU+ DS, etl’ona:
(BV) = d°(S—RU) < m+n

d'ol, d°B < n.

Application numérigue. De fagons évidente : A = 1, B = ~x conviennent pour § = 1, et A = 5p+357x,
B = —x {5+ 5 x) conviennent pour § = s +8 X

b} Posons A(x) = am_,a’”_l+...+ao,

Blxy=b,_ X '+.+hy
S(X)= sm+n_]s’"+”"l+...+s0,

et Z la matrice colonme :

Le i-i2me termie du produit RZ vaut
m+n

m .
Zun+j-iam—j+2vj—1 bn+m—j
j=i j=m+l
et c’est le coefficient de "+ ™ 7' dans AU + BV. L’égalité polynomiale AL/ + BY = § est donc équivalente 4 :

man-1

RZ =
o

Si U et V sont premiers entre eux, i1 ¥ a une solution et une seule pour tout 8, "application linéaire agsocide & R est
surjective, et R est inversible. Si I/ et V ne sont pas preriers entre eux, pour § = 1, il 0’y a pas de sclution et R
n'est pas inversible. o
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Ona
|
Z= a R_l= sm+_n—|
b
=1
’!E S()
by
Application numérique. On a
8 4
. B 3
B a0 (=] o
10 -1
7 2
soitA = 4x+5, B=—x+2.
6°a) Posonsu_| = u,,, = 0.1 vient

(r-)U(x) = ¥ (y-au, ) FH!
k=—1

et

"

Nig)l = T =0ty W=, )

k==1
"

_ 2 2 - .
=Yl PF+iou F-alu, ~aui,,

On ade méme : PR

n
(Ex-1)U(x) = ¥ (G-, )"t}
k==1

et

n
z_ 2 2 - —
N(hY -ZIo:ukl oy P~y — 0k, U
k==

Commeu_, = u,,, = O, onabienN(g) = N(h)soit N(g) = N(k).
b) Soitx,..., x, les racines vérifiant | x; ! > 1.Ona:

M{U) =l 1 50..xl
Par ailleurs le polyndme
Vix) = u(xpa=1) 0 (Fx=1)(x-x ). (x=x,)

vérifie N (U) = N (V) en appliquant r fois la question précédente,
Silonéerit V{x) = v,a"+ ... +vgona:

NQVY = (L, Pt g2V 2 v, 1 = MUY,

cequiprouve M (U) £ N(U).

grégation' de mathématiques

A I'zide des relations entre les coefficients et les racines, onapour: | < j €

(-1Yuy_ ;= ¥ o X Xy o Xy

b<i .. <iSa
ce qui donne
gl ® = "
et s (7 Jrcor=( 1 Jueo
¢} La question précédente nous donne

vl < {‘?)M(V) <| 4 |uow
! Ld/2]

Comme V divise U dans % [x ], v, divise u, dans Z, et donc lvyi < fu, | Par ailleurs, soit /1,2, ..., 1}
telqueie f ¢ x;racinede V. Ona:

[T max (11513 s [Tmax (L1x1)

iel l€ign

etdenc M (V) < M(U).
Par la question précédente, M ( /) £ N ( U/), ce qui achéve la preuve.

Application numérigue. N(U) = 64,17. Un polyndme de degré 2 vérifiera |v;] < 128, de degré 3,
lv;| £ 192, de degré 4, lv;| < 385,

1

1° Cest le théordme chinois. Montrons I'unicité de F : s’il existait F| et F, vérifiant F| = F, = A;mod U;,
F| - F, serait divisible par le produit des I/, et comme

L(F-F) <Y dY,

i=1
Fy=F,=0.

Posons M; = H Uy Uy et M; sont premiers entre eux, ev il existe B; et C; tels que
j#i BiM+U,C =1L

Le polyndme B; M, est solution du systéme de congruences
BM; = lmedU; ByM;=0modl; j*i

et par conséquent
.
F =% ABM,
i=0
est une solution de la congruence demandée. En divisant F par U) U, ... U,
F=(hiU..UYe+r
.
le reste R est aussi une solution de cette congruence, et son degré est < z 4 (U

i=1
Ceci fournit un algorithme de calcul : les B, sont calculés par I"algorithme d’EUCLIDE étendu.
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2° Dans I"p [x ], on a I'identité ;
XX = X(X~ 1) (X=p+1)

ce qui donne
VY -V(x) = V() (V{x}-1) ... (V(x)-(p-1))
Comme U/ (,é) divise le membre de gauche, il doit diviser le membre de droite, et chaque U; doit diviser un

polyndme de la forme V (x ) —5;, car U, est irrécluctible. (II ne pent en diviser 2). H existe donc s, 5;..... 5, tel que
V{ x} vérifie

Vix)=smedl; 1 2igr
Réciproquement, pour tout choix sy,..., 5, d’éléments de IE"F (soit p" choix) Ta solution des congruences ci-dessus
vérifie
VixY =V{ximod U
et il y a donc p” tels polyndmes. Notons que ces polyndmes forment un espace vectoriel, et il y a done p"!
polyndmes unitaires répondant a la question. L’énoncé comportait une coquille : il fallait supprimer « unitaire »
devant « ¥ ».
Application numérique. On observe d’abord que, dans I,
l4xs+82 = (x-2)(x=3)(x-4)

mais que | +x+ #* est irréductible. On a done r = 4, et 'on doit résoudre

V(x)=smod({x-2)

V(x)=smod(x-3)

V(x)=s3mod(x—4)

Viz)=s,mod(L+x+1)

Les soluticns sont
Vix) =(ar+br+e)(F4x+1) 43,
ol &, b, ¢, 54 sont 4 Eléments quelcongues de 1,
3° De fagon générale, si Uet Ve K [x], les applications de X [ x ] dans lui méme :
Vix) = V(&)

et
Vi) V(x)modU{x)

sont linéaires, La restriction 2 l“},"' Dix) lotsque K = Fp est bien contenue dans jl"f,"' Dixl, puisque
U=n
La matrice M a ses colonnes égales aux coefficients de ¥ P mod U/ (X), 0 < j € r— 1. La 1™ colonne vaut ;

1
1]

0
Ensuite, on calcule X mod U/, puis de proche en proche :
(XU"I )P mod U)(ijod U )ymodU,

de fagon & catculer sur des polyndmes de degré aussi bas que possible.

r

Dans IE*'p[x], on a V{x)”=V(x). Par conséquent, les p" polyndmes solutions de

V(xY = V(x)mod U (x) constituent le s0us-egpace propre associé A la valeur propre 1. La dimension de ce
sous-espace est donc r, d’apras 2.
Application numérique. On a mod U, O = P +x, x8 =5 +x3, et la matrice M est celle da 3° a).

La dimension du sous-espace propre est 2, montrant que le polynfme £ +x+ 1 adeux facteurs iréductibles dans

Fylxl
4° Les instructions affectant une valeus & W), somt :
W = U
D : = PGCD(W,V,-s);
W,: = Dj;
Wj F Vf}/D:

Ceci montre que D et W; sont des diviseurs de U/,
On remarque ensuite que le produit des polynémes

Wy Wy ... W,

est toujours égal i U.

En effet, quand on crée le polyndme W, = D, on divise le polyndme W} par D (etj < k < £) gardanr ainsi ce
produit constant ; or il vaut §f au début.

Ensuite aucun des polyndmes W; n'est égal & 1. puisque avant les affectations W, = D et W, = W,/D, on
suppose D 2 1,0 # W, . ) )

Dapres la question 'z pour chaque ¥, il existe ri” el que U; divise V, - 1) et el & T, et ceci de fagon
unique. Nous allons d’abord montrer la propriéts :

Pourj ¢ j ilexiste i1 Si<r avee ) 2 r;(—”.

Supposons le contraire ; on aurait pour tout vecteur propre V
V=4 V+. .+

les relations :

.
V= Zﬁ.l-t‘-(”modb}

i=1

et

.
V= Z A r'-(f) mod Uy .

i=1
4 ¢

Enposants = ¥ A0 = ¥ A 18, on aurait -
i=1 i=1
V=smodljetV = s'rnodb:,v.
Or, en résolvant les congruences du 2 par le théoréme chinois, on 4 su trouver des vecteurs V tels que
V=smodlUetV = s’mode,

avecs # §.

Soit 7y tel que "on ait iiij ) 2 tiifv ). Dans I'exéeution du programme, lorsque i = ijet s, = :,-Ej Yona:
wWWw, . W=U

et supposons que 1'un des polyndmes, par exemple W), soit divisible par L:, et Up. Alors1e PGCD (W, V; -54)
a

sera divisible par UJ-, mais pas par I/, donc D sera différent de 1 et de Wi, et il y aura ceéation d’un nouveau W,.

On voit ainsi qu*a la fin de I"algorithme, un méme W, ne peut pas atre multiple de deux polynémes Uset Uy

259
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5% Supposons construits f, _ et g, _ ;. On éerit:
T A N A A

oil i et k sont & déterminer. On doit avoir :

fo8n = fy 8 40T (g kS, ) = Umodp

50it
U_fn—lgn—l

n—1

= hg, |+kf,_,modp
P f

= hg,+kf modp

Comme U, f, _etg, | sontunitaires, d*( U—f _ g,_ )} < &°U, et par I 5° &}, on peut déterminer k et & dans
'/.P[x}. et donc avssi dans Y [x), avec d®h < %) = d°%,_ |, d% < d°g,_y ce qui assure 4%, = &) et
d°g, = d°,.

Application numérique. On a

figy = 1422432843242, 45
U-fig = -25°+502°-305+5

U-f g
14

= —-x+1mod5

D'apres 1 5° @), on peut choisir A = ~x(~x+1)etk = —x+ | pour avoir
hgy+kfi = —x+1mod5.

On a donc

f=1-4x46X7 48 g =6-dx+2
Onaensuite f; 8, = U, etdonc f; = f;, g, = g, conviennent.

6° Soit R: R{ U, U') la matrice définie en I 5° b). On & : det R e 7" et soit p un nombre premier ne divisant
pas det R. Alors d’aprés 1 5° B), U et £ sont premiers entre eux dans Fp [x]

On choisit p aussi petit que possible, avec Ia propriété ci-dessus. On factorise 7 dans I { x ], en déterminant la
matrice M, et la dimension r du sous-espace propre définie en 3°. Si r = I, &/ est irréductible dans F_{x ], et
donc aussi dans 7% { x . 8ir # 1, on calcule une base de vecteurs propres V,, et on 2pplique Falgorithme du 4°.

On utilise ensuite la question 16° ¢) en calculant

n
= [LH/ZJN(U) . on= &

n

Soit maintenant, pour a € ¥, & I'image de a dans 17, par I'application cangnique, Pour fe 7 [x1,f = 2 a, +,

i=0
" AA
n ~
on déﬁmt Z X Si U sécrit U = fg dans Z{x] alors U =fgetilexiste Ic{1,2,...,r} tel que
r=TIv-
igf

e T

igrégation de-mathématiques

Pour tous les ensembles J possibles, on pose

=lv,, g=Iu
iel

i}

et I'on calcute (cf. 5°) f, et g, pourntef que p” > 2 B.

QOu bien on a U =f g, dans Z[x}, et on a trouvé une factorisation de ¥/, ou bien {/ # S 8, et alors Ia
factorisation U Sy g ne se reléve pas dans Z[x]. Lorsque Pon a trouvé une factorisation de U, on
recommence A partir de chacun des facteurs déja trouvés, et en utilisant les facteurs U, de U dans I, » [x]

Application numérique. Nous avons vu au 5° que U (x ) =f; g5 avec g; =6 —4x+x2etf3 S1-4x+6F+5
Mais g5 est irréductible car | +x + £% est iméductible sur Fy . La théorie ci-dessus voudrait que I'on regarde pour
f5 les 3 factorisations possibles de 1 +x + 2%+ dans g [x], soit

(x~2)(F2-2x42) (3=3)3(F—x+3) (x-d)(F+1)

et qu’on applique & chacune d’elles la méthode exposée ci-dessus.
En fait, f; est irréductible sur Z [ x ] : si f; avait une racine dans Z, ce ne pourrait &tre que % 1.

d n—d .
7° Soit Ulx)=A(x)B(x)avecA(x) = Za,-xi etB(x) = Z bj.xj. On doit aveir 4, = a, b, _ et on
i=0
i=0

au, U= (b, _4A)(ayB).
Suppesons maintenant gue p ne divise pas #,. On peut démontrer fa question 5° ci-dessus en supposant que les
coefficients dominants de f, et g, sont égaux 4 u,, et vérifient :

u, U = f, g, mod p°,

qui assure que fe terme de degré n s'en va dans la différence u, U -, ¢,..

On procéde de méme qu'en 5° en choisissant p ne d1v1sa.nt pas #,. On factarise dans T, [x] le polynome
unitaire { u, ! mod p}U, et & partir d’une factorisation AR de ce polynome on pose f| = u A g =uBa
u, U = f; gy mod p. Le reste de la méthode est similaire pour factoriser u, U, 1l reste 2 ca.lcuter le PGCD des
coeﬁ'icwms de chacun des facteurs pour obtenir la factorisation de U/,

I
n
1°a) Soit P(x) = Zp,-xi.Ona
=0

n
Pla+be)=3 pa+bey = Pla)+hbe
i=0

aveche Z,et
%P(a+bc) = l+Ac,
ce qui montre, par la relation de BEZOUT que,
PGCD[C.%P(a+bc)J =
) Supposons qu’il existe k nombres premiers py, ..., py,, tels que pour tout n, P (n) s'écrive p ... pf-‘ avec
o; 2 0. Choisissonsa e Z,telque P(a) = b # 0, et €y = Py Py -+ Py - Pour tout ¢ entier, le polyndome

Qg(rn) =%P(a+bcot)
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prend des valeurs qui sont, d’aprés a), non divisibles par pp, py, ..., p - Comme il n'y a qu’un nombre fini de
valeurs de 7 telles que | Q (£ )] = 1, il existe 1y tel que Q (¢, ) soit divisible parp # p,py. ..., pet P{n)avec
n = a+b ey iy sera multiple de p, ce qui contredit notre hypothese.

€} Fy et F, sont irréductibles dans Q[ X ], et distincts, donc ils sont premiers entre eux. Par la relation de
BEZOUT, il existe A| et A, dans Q[ X] tels que A; Fy+A, F, = 1. Soit N un dénominateur commun des
coefficients de A, et A, Onpose Gy = NA|, G, = NA,.

2°a) Par la question 1° ), il existe des entiers N, ; et des polyndmes G, et G, tels que
F G+ FJ Gj = N;:

Soit :#’'ensemble des nombres premiers divisant N,-j et £. Nous allons choisir d, dy, ..., d, premiers, et non
dans :#?

Choix de d|, y|. D’aprés 1° b), il existe ¥| € Y. et d; premier non dans :#° tel que d; divise F| (y, ). Comme d,
ne divise aucun N j» cela assure que 4| ne divisera pas Fi(y)pourj # L.

Cheix de d, y, Supposons choisis dr_ 1Yoy Soit Pt} = Fi(y,_, tdydy.di 1) 1 existe 1, et d,
die AT # [ avec j < i, tel que d; divise P (£;) et I'on pose y, = Yo +didy . d;_ 1. On pose Yo = ¥ .6t
d...., d; , yg Ont la propriété cherchée car « dy divise F| ( ;) » est équivalent 2 « d, divise F (y;+ A d| } » pour
he 7.

&} Construisons d'abord !a fonction div { . &) qui retourne le plus grand diviseur de a premier avec b :

fonction div(a, b},

c:=a;

répéter
r:=pged(c,b);
ci=¢/r;

jusquidcequer =1 ;

divi=c;

fin ;

L’algorithme s’écrira alors de ia fagon suivante :

dg == 1Q1; B =vrai:
Pouri=1 2k tant que B faire

q=F(Y,);
Pourj =12k tant que B faire
Sij#1 alors

q:=div(g.dj);
Sig=1alors B := faux ;
fin pour ;
. d=q;
fin pour ;
fin ;

Application numérique. () = LF =y F=y+ l,e; = 2,2, = 1. Lalgorithme retourne dy = 2etd, = 3,
¢} Seitpourl £ < £, yg” la plus grande puissance de d; qui divise F’,-j (¥5). Comme 4, divise Filyy ),'yf.“

est striciement croissarte en Jj. (En général, ﬁ-j )= i 3{ ), mais ce mest pas toujours le cas, par exemple st
Fi(ye) = Oetdy = donavi’) = 1,42 = 3)

gregation matiques

On doit avoir :

&
H=o[F" 1262y

i=1
r

avec® @y... 0, = Qet 3 e(4i) = ¢ et
£=1 k

oy = mgHFf(y(})E(tll)'
i=t
Quelle est la plus grande puissance de o) divisant o, 7 C'est y{ i puisque d, est premier avec @, et F; ( ¥, )

pouri z 2, .
On peut ainsi déterminer € ( £, £ } pour tout £ et tout £. On caleule alors :

k
i
wy = oy /T F (50

i=1

Application mumérigue. Hi(y) = y(y+1);H,(») = y.

3% a) Pour satisfaire (IV), il suffit de choisir Yo Don racine du polynéme eny, R ( U, 8 U/9 X ).
Par le méme raisonnement qu'en 1° ¢j, il existe des polynbmes Ag . A dans Z [ ¥] tels que :

AgVot+. .. +A V, = Me
et e contenu de U (x,yy) sera un diviseur de M. On peut alors faire le méme raisonnement qu’en 2° a), en

mettant dans P les facteurs premiers de M.
De méme, "algorithme de 2° &) on pourra &tre adapté en posantdy = 1 €2 (contenude U (x, ¥, )) L.

B) OnaV, (y)=A4,(y) By {y), et par la méthode de 2° ¢), A, (¥) et B, (¥), peuvent étre déterminés
puisque I'on connait 4,  y, ) et B, ( ¥y ), qui sont les coefficients dominants de A { x, Yo)etde B{x y).
I1 vient ensuite ;

U=AB = (A4, (y)2+5) (B (y}F+T)

avec

§=Sp(x)+ .+ 5 () (y-x)

et
T=Ty(x)+.+T,(x) (y-y).

Les §; et T; sont donnés par la fonction de TAYLOR, etonas < o°A en ySs&Uenyetdemémer < Ueny.

On pose
U=U-A, (3B (7)) ¥ = A, () T+B,(3) (5 +5T.

On développe chacun de ces termes parrapport 3 (¥ — Yo}«
A (y)=ogta (y-y)+...
By(y) = Bn"‘e’]()’_)’(})‘*-w

3l

- . laza'l 2,
U= U(I,yg)+a—y' y:yn{y—yg)-!-ia—yf vy =)

¢t on identifie les termes de méme degré en Yor



Alxyg) = A (3) &+ 5 (x)

B(xy) = Bg(yn)x’+T0(X)

ce qui donne S; et T, En degré 1,

2 & ] ]
_E)y I-“=Yu = aUT!,tj‘Jral Tox +By S, -!:B]Sox +85, T+ 8, Ty
s0il
QU
Alny )T +B {5308 = —yly:yn—cxl Ty f — B S~

Or le deuxidme membre est de degré £ k+£— 1, car d°T) € £~ 1,d°5; € k—letd; U< k+é-1.DoncS et
T, sont déterminés par cette relation puisque, U/ (x, ) étant sans facteurs carrés, A (x,yy) et B (x, y,) sont
premiers entre eux.

En degré 2,

18U & K k ¢ : ‘
EWIH% = Ty oy T o, Tyt 4 By 8, af + By 5+ By Sl + S, T+ 5| T+ 5, T,

ce qui donne :
120

Ala T+ B(ay) 5, 153}?"”“

w0y Ty +0p Ty ) & (B, 5,4 By Sg) & 5, T,

ce gui fournit S, et T, etc.
Application numérigne. Onak = 3, { =2,y = 2
¥y =ygt(y—y) donme o =20y =1
Y(r+1) =y (3t 1)+ (2x9+ D (y=y) + (3-3)
donne [ = 6,3, = 5,8, =1
Alxy) = 28048 +x+1, Sp(x) = F+x+1

Blxyy)=62+x+1,Ty(x)=x+1

=14 143 425+ 10547

Les termes de degré 1 fournissent :
A IO T+ B{(5,y)8, = 8x + 822+ 207 ¢ 10x 47,
cequidonne (cf. I5°8)):T) = dx+5et§ = —x+2.
F*U
A ), = 1A a9 5 ar 1L
2920

Les termes de degré 2 fournissent :

ALy ) T+ B(xy) S = 288 +3° 42242241 ~

cequidonne Ty = x+letS, = 0,

- RMS n°4, décembre 1993

Comme 7 est de degré 3 en y et que A, ( y) est de degré 1 et By (y) de degré 2, on voit que 43 (§) < let
d_";’,(l") < 2,dod S, = 0etS; =7, = Opouri 2 3. On obtient

Alx,y) =yx3+12+x+1+(—x+2)(y-2)

= yx3+x?'—(y-'3)x+(2y—3)

et
B(x.y)::-y(y+l)x2+x+1+(y~2)(4x+5)+(y—2)2(x+1)
=y {(y+ 1)+ (=315t +y-5.
¢) On commence par factoriser V = V, (»}. Il faut ensuite chercher yg d)y -, dy. On utilise pour cela

I’algorithme 2° &) revu pour tenir compte de (V), (cf. ci-dessus 3° @) en testant yp = 0, yg = 1, ... jusqu’a
trouver un ¥, correct. On factorise 2lors I (x, yg ) et on en déduit toutes les écritures possibles

U(x,y) = A(xy)B(xx)

On essaie alors de « remonter » ces factorisations en
U(xyy=A{xy)B(xy)}

par Ja méthode du 3° B) : on détermine A, (y) et By(y) puis les §; et les T, avec 7 = d°A (X y) et
j2d Bixyy).
Ik reste & vérifter que 'onabien U (x5, y) = A(xy)}B{(x¥).



