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Abstract. Let p(n) denote the number of partitions of n, and for ¢ = 0 (resp.
1), A;(x) denote the number of n < x such that p(n) is even (resp. odd). In this
paper, it is proved that for every K > 0, Aj(x) > %ng)f( holds for z large
enough. This estimation slightly improves a preceding result of the author who got
the above lower bound for some large constant K. For even values, it is proved that
Ap(z) > 0.28 \/zrloglog x holds for = > e.

Let Ak(g) = ¢ T[2,(1 — ¢ = Y332, mu(n)g" and By(e) = Cardfn <
x, Tk(n) is odd}. There is a simple way to get a lower bound for Ay(x) (resp. 41 (z))
if we know an upper (resp. lower) bound of By (x). Further, it has been proved that
if 7,(n) is odd, the number of primes occurring with exponent 1 in the factorization
of n into primes is bounded. A classical argument of Hardy and Ramanujan allows
to show that there are not too many such n’s, yielding an upper bound for By(x).
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1 Introduction

Soit p(n) le nombre de partitions de n, c’est-a-dire le nombre de fagons
d’écrire n = ny + ng + ... +n, avec ny > ng > ... > n, (cf. [2], chap. 19).
On pose p(0) = 1, et on définit

(1.1) Ar)= > 1, ie{o1}.

0<n<lz
p(n)=t (mod 2)

*Recherche partiellement financée par le CNRS, Institut Camille Jordan, UMR. 5028



Dans l'article [8] oit I'on trouvera un historique des travaux concernant la
parité de p(n), il est démontré qu’il existe une constante K > 0 telle que

(1.2) Ay (z) > \/Mcl’fgk;g )"

et les minorations effectives suivantes sont données

VT

1. > A > 4.

(1.3) x>7 = 1(z) > 4.57 g 2
et

(1.4) x> 10 = Ao(z) > 1.05 V.

Nous nous proposons de démontrer les théorémes :

Théoréme 1 Pour tout nombre réel positif K, on a

Va(loglog )

Ailr) > log x

Théoréme 2 On a pour tout x > e,

(7) Ao(z) > 0.28 \/z/loglog x
et, lorsque x — 00,

2
(1) Ao(z) 2 %ﬁvlog log .

Soit

(1.5) Alg)=q]J(1 =g => ()"

n=1

ou 7 est la fonction de Ramanujan. Soit k£ un entier positif. On écrit

(1.6) A¥(q) = m(n)g"
et I'on a
(1.7) n#k (mod8) = m7(n)=0 (mod2).



Définissons pour x réel positif
(1.8) Bi(z) =Card {n <z, m(n)=1 (mod 2)}.

L’identité d’Euler (cf. [2], Th. 353) s’écrit

(1.9) :f H 1-¢") =1 +Z ( n(3n-1) +qn(3g+l)) .

La série génératrice de p(n) est, par (1.9), (cf. [2], 19.3)

[e.e]

1 1
1.10 p(n)q" = = .
(110 oo = T = = 745
Soit d un entier pair et
2¢ 1
(1.11) k= 2 e N;

par (1.10), il vient

(1.12) (Zp(n)q"> f@)* = flg)*,

et le coefficient de ¢" dans f(q)3* est congru modulo 2 au coefficient de ¢
dans A*(g). En comparant la lacunarité des deux membres de (1.12), par un
raisonnement déja donné par Serre dans [9], on démontre dans [§8], (5.6) et
(6.1), les formules

8n+k

(1.13) Ai(z) > (82 + k)

et,
%@’(1— W) Bi(8z + k)

(V%)

Les inégalités (1.13) et (1.14) constituent la premiére étape de la démons-
tration des théorémes 1 et 2. La deuxiéme étape, exposée dans la partie 3,
rappelle la théorie des formes modulaires modulo 2 dans le but de majorer

(1.14) Ag(r) >
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et minorer By (z); en particulier, on montre que By(z) < II)y(z), le nombre
d’entiers n < x dont le nombre de facteurs premiers p tels que p? ne divise
pas n n'excéde pas N = |2 | L’étude de ITy(z) est Iobjet de la partie
2, et les démonstrations des théorémes 1 et 2 seront données dans les deux
derniéres parties.

La constante 0.28 du théoréme 2 pourrait étre rapprochée de \/75 par
des calculs plus techniques. Nous avons essayé de présenter une minoration

effective de Ag(x) de la fagon la plus simple possible.

2 Anatomie des entiers

2.1 7,(x)

On désigne par m,(x) le nombre d’entiers n < z qui sont produits de v
facteurs premiers distincts. Lorsque v = 1, mi(x) est égal a m(x) = > _ 1,
le nombre de nombres premiers au plus égaux a x.

p<w

Lemme 1 Pourx>2etv>1, ona

r (loglogz + 1.87)" !
log (v —1)!

(2.1) m(z) < 1.26

Démonstration : Ce lemme est démontré de facon trés élégante par Hardy
et Ramanujan (cf. [1], Lemma A) sous la forme

r (loglogx + C)" !

2.2 () < K , > 2
(22) () < log = (v —1)! r=
ou K, B,C, H sont des constantes vérifiant

x

2.3 = 1<K > 2
2.3) Mo) =S 1<Kz

p<x
1
(2.4) Z %8P Hlogz, x2>2
p<w
1
(2.5) Z—<loglogx—|—B, x> 2
p<z
(2.6) C >B+ H.
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Les inégalités (3.6), (3.24) et (3.20) de Rosser et Schoenfeld [11] donnent

xz
m(z) =) 1< 1.25506 e 1

p<w

donc K = 1.26 convient dans (2.3) et (2.2),

1
Z o8P <logz, z>1

p<z

donc H =1 convient dans (2.4), et

1 1
Z—<loglog:l:+0.2615+ 25<0.65, xr>5

— log

1

p<z p POUT T = 2 et x = 3, montre que 'on peut

qui, jointe au calcul de )
prendre dans (2.5)

1 5
B =0.867 > —loglog2—|—§ > —loglog3+6

et dans (2.6) et (2.2), C' = 1.87. O

2.2 Nombres quadratiquement saturés

On dit que n est quadratiquement saturé (en anglais squarefull) si n =1
ou si, pour tout p premier, la valuation p-adique v,(n) satisfait v,(n) > 2. Soit
S = {1,4,8,9,16,25,27,32,...} Pensemble des nombres quadratiquement
saturés. La fonction caractéristique y de I'ensemble S est multiplicative et
I'on a (cf. [5], 14.4 ou [6], 7.1)

1 > 1 1
(e
nes n=1 P

B 1 _((25)¢(3s)
= 1 (1 = —ps) o ((6s)

p

ou (¢ désigne la fonction de Riemann. On en déduit avec MAPLE :

(2.7) Z% = % —1.94359.. ..



et

(2.8) % loi" S [d% <%)Lﬂ = 3.02027. ..

Tout entier n quadratiquement saturé s’écrit de facon unique n = a?b® avec
b sans facteurs carrés; pour tout x > 0, on a donc, en désignant par u la
fonction de Mobius,

S U SN S ED SN TCINE

n<x b<gl/3 / b<gl/3
nes = as v

IA

2
Z|b3/2 = 3/ >\/5:2.17325...\/5§2.18\/5

(2.9) e

et, par l'intégrale de Stieltjes,

1 oo dlS(t S(z oo S(t
25:/1,_ [t<>]:_;>+/x SO

nes
o S(t) oo 2 18 436
2.3 7 (x)
Posons
(2.11) win) =1, W(n)= > 1

pln pln

On définit, pour v > 0 et x réel

(2.12) mx)= Y L

Lemme 2 Pourx > 2, on a

(2.13) 7w (z) < 2.18V/x

et, pourv > 1,

(2.14) 7l(x) < +4.36 2°/4.

2.46 4 3.11Y (loglogz + 1.87)"~1
~ logx

log x (v —1)!



Démonstration : Tout entier positif n s’écrit de fagon unique n = ab, avec
a sans facteurs carrés, b quadratiquement saturé et (a,b) = 1; de plus, on a
v=u'(n) =w(a).

Lorsque v = 0, a est égal a 1 et, pour tout x > 0, on a par (2.9)

=Y 1=5(z) <218V

b<zx
beS

ce qui démontre (2.13).

Supposons maintenant v > 1. Lorsque 2 < x < 4, la valeur de 7/ (x)
est 1 ou 2 tandis que le membre de droite de (2.14) est au moins égal a
4.36 - 2/ > 2 ainsi, (2.14) est démontrée et I'on peut supposer x > 4. On
a, avec les notations des paragraphes 2.1 et 2.2,

o (z) = Z Z 1<Z Z 1

beS p(a)#0, w(a)=vr bES 1(a)#0, w(a)=v
b<z  gp<z, (a,b)=1 alf
T
2.15 = () =T+
(2.15) Z ™3 1+ 12
beS
<z
ou
(2.16) T:Z7T<£> et Ty = Z 7T<£>
. 1 v b 2 v b .
beS beS
b<\z Va<b<z

2.3.1 Majoration de T,

Pour z >4 et b <y/r,ona § > +/r > 2 et l'on peut appliquer le lemme 1 :

126.7: (loglogz/b+ 1.87)" 1
T, < Z glogz/ )
blogx/b (v—1)!
b<f
1.26 x (loglog x + 1.87)"~! Z 1
log x (v —1)! b < logb)
b</z logx
Or, pour 0 < 1,5 <14 2¢; et (2.7) et (2.8) entrainent
1 1 2logb 6.06 3.11
ZﬁSZTrblog < L1954 S1'95<1+1 )
R DT
b<VT b<VT
et ainsi
2.46 3.11Y (logl 1.87) 1
(2.17) <20 (14 (loglog z + 1.87)
log x log x (v —1)!



2.3.2 Majoration de T

Pour majorer T, on utilise la borne banale 7,(x) < z. On a ainsi par
(2.10)

436
T2<Zb ;=436 3/4

beS
b>/x
ce qui, avec (2.15) et (2.17), compléte le preuve du lemme 2. O
2.4 TI,(x)
Pour v > 0, définissons
(2.18) I, (z) = mp(x) + 74 (z) + ...+ m(x) = > L
n<x
0<w’(n)<v

Lemme 3 Soit v un nombre entier, v > 5, et a un nombre réel, 0 < a < 1.
Posons Y =Y (x) =loglogx + 1.87. On suppose que x est tel que

(2.19) vl

<a<l,

ce qui implique © > exp(exp(2.13)) = 4513.67 ... Alors,

319z 3.11 (2Y +3)logx
2.2 I (x 1 1 69 ——FF———

ou

(2.21) Qo) =1—a+aloga;

lorsque o varie de 0 a 1, Q(«) décroit de 1 a 0. De plus, si x > xo = €',

3.29 x
(1= )(log )@@

(2.22) I (z) <

Démonstration : Le lemme 2 entraine

v

2.46 x 3.11 yn-t
(2.23) I (z) < og © <1+ logx> Zm +2.18(2v + 1)z%/4,

Maintenant, par la formule de Stirling sous la forme

(v—1)!> (”_I)H (v — 1) > (”_1)H VT,

€ (&
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par la croissance de la fonction ¢t — (%)t sur U'intervalle [0, 1] et par (2.19),
la somme figurant dans le terme principal de (2.23) se majore :

v

yn-1 < yv1 ] v—1 (r—1)>3 (v—1)"1
Z(n—l)! - (v=1)! S S R A A v

n=1

oyt o ( eY )”1 1
T (v-Dh1-5r 7 Br\v-1 11—t
< 1 (E) aY _ (log x)a(l_k)ga) (E) 1.87«
T V8T(l —a) \o V8r(l—a) \a
L.87 a(l-log o) 1 a(l-log )
(2.24) < o (log) 199400 1087 :

Ver  (1—a) (1—-a)

On majore ensuite le terme de reste de (2.23) a I'aide de I'inégalité v <Y +1
déduite de (2.19) ; et (2.20) résulte de (2.23) et de (2.24).
logt

Pour démontrer (2.22), on observe que les fonctions ¢ — 5 et ¢ — btgll—/‘;gt

sont décroissantes pour t > 2981 > €®; ainsi, pour x > 2o = ¢'%’, on a

3.11 2Y 3)1
1+ | 40,69 Y(2) + 3)logz
log x /4
3.11 2Y 3)1 3.29
< (1+ 11069 B0 E8)losre) ) apy 329

log xo/ 3.19

ce qui achéve la preuve du lemme 3. Il

2.5 Minoration de m,(x)

Soit P = {q; < g2 < ...} un ensemble de nombres premiers. On dit que
P a pour densité §; si, en notant p,, le n-iéme nombre premier, lim,, z—: =
1.

Landau a montré que, pour v fixé, la fonction 7, (z) définie en 2.1 vérifiait
(cf. [7], § 56)

r (loglogz) !

(225) () ~ logz (v—1)! ~

xr — 00;

on trouvera une autre démonstrations dans [2], chap. XXII; la meilleure
méthode est sans doute celle de Selberg-Delange (cf. [20], 11.6), cependant,
elle ne se généralise pas si 'on ne compte dans 7,(x) que les nombres dont
les facteurs premiers appartiennent & un ensemble P ayant une densité.



La preuve de Landau est basée sur la formule

(2.26) (v+ Dmyii(z) = Z ™ <%> — gur1(2), v>1,

p<z/2

ol g,+1(z) compte le nombre d’entiers n < z qui s’écrivent n = p?paps ... p,
avec p1, P2, ps3, - - -, Py distincts (en particulier, go(x) = w(1/7)).

Ensuite, Landau montre que g,41(z) est négligeable, et que l'on peut
estimer par récurrence la somme de (2.26) par un calcul astucieux mais tech-
nique :

Zﬂ"/ AT /I/wa(x/u)du:x/xm 7y (t) dt
D 9 log u o logxz —logt t?

p<z/2
T /x/2 (loglogt)*~1 dt (v + 1) z(loglog x)”
(v—1!J, tlogt(logx —logt) V! log

Soient PM P@ . P® des ensembles de nombres premiers de densités
non nulles 61, &, ..., d,. On désigne par m, (P, P@ ... PW: 1) le nombre
d’entiers n < x qui s’écrivent sous la forme n = pMp®@ .. p®) avec, pour
1<i<w, p®eP® et p® p@  p® distincts.

La méthode de Landau peut s’étendre pour estimer 7,(PM, ..., P®): 1),
Cependant, la forme de la relation (2.26) va dépendre des ensembles PO, Par
exemple, si les ensembles P® ont deux & deux une intersection vide, cette
relation devient

T
> ™ (P“),P@),...,P("%;) =Ty (PY, PO, P )
<z/2
pé);(”/“'l)

(2.27)

et 'on obtient

T, (P(l),P(Q), . ’7)(”)’1‘) ~ y5162 .. 5V1 ‘

(loglog )" *.

ogx

Dans le cas général, la relation (2.26) devient

x
Z T (77(1), L, PY; —> < WA+ Dmp (PY, P 2) + g4 (2)
p<wz/2 p

pep(u+l)

qui, par les calculs (2.27), donnent, pour v fixé, la minoration

0102...0,
(2.28) (73(1), ., PW; ) 2 (11/2_ o) logx(log logz)"™, 2 — oo.
Notons que, lorsque les ensembles P1) P2 PW) sont tous égaux, les

deux membres de (2.28) sont équivalents.
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3 Formes modulaires

3.1 Formes modulaires sur C

Soit H = {z € C;¥(z) > 0} le demi-plan de Poincaré. Une forme mo-
dulaire de poids k& (ot k est un entier positif pair) est une série entiére a
coefficients dans C

(3.1) F(z)=co+caqg+...+cq" + ...
avec
(32) qg= €2i7rz’ ’q| _ e—27‘r%(z)

convergeant pour |q| < 1, c’est-a-dire z € H, et vérifiant pour tout z € H

(3.3) F (—1) = "F(2).

z

Les résultats exposés dans cette partie sont démontrés dans [12], chap. VIIL.

3.2 L’espace vectoriel M

La somme de deux formes modulaires de poids k est une forme modu-
laire de poids k et le produit par une constante d’une forme modulaire de
poids k est une forme modulaire de méme poids. Ainsi, I’ensemble des formes
modulaires de poids k constitue un espace vectoriel M.

Le produit d’une forme de poids k£ par une forme de poids k' est une
forme de poids k + k.

L’espace vectoriel My, est de dimension finie

1+ &) sik=0 (mod 4)

3.4 dim M; —
(34) M {1+L%j sik=2 (mod4).

3.3 Les séries d’Eisenstein

Définissons les nombres de Bernoulli par
(0.)
x by ,
et —1 Z e
n=0

Ona:bgzl,blz—%,b2j+120pourj21et

1 1 1 5 691 7

by = —— b= — by = ——, b= — bio = — by = ...
, U4 6 8 307 10 66’ 12 27307 14 67

11



On pose maintenant o;(n) = 32, d’ et, pour k pair, k > 4, on introduit la
série d’Eisenstein d’indice & :

2k
On a en particulier

(36)  E;=1+240) o3(n)g" et  Eg=1-504) o5(n)q".

n=1 n=1

La série d’Eisenstein d’indice k est une forme modulaire de poids k et pour
tout couple de nombres entiers a > 0 et § > 0 vérifiant 4o + 65 = k, EZ‘Eﬁ’g
est une forme modulaire de poids k.

3.4 Formes paraboliques

On dit que la forme modulaire (3.1) est parabolique si le coefficient
constant ¢y est nul. La fonction A & coefficients entiers définie par (1.5)
est modulaire de poids 12, parabolique, et I'on a

[e.e]

EZ_E(?_ n __ 2 3
——Zr(n)q =q—24q¢" +252¢° + . ..
-1

. A=
(3.7) 1728

3.5 Une base de My a coefficients entiers

L’espace vectoriel M}, des formes modulaires de poids k dont la dimension
est donnée par (3.4) a pour base, lorsque k =0 (mod 4)

E_gi . . k
BN = @ + (60k — T445)" ™ + ..., 0<j<5
et lorsque k£ =2 (mod 4),
@_3]' . . . i+1 . k — 6
EeBy* YA = )+ (60k = T44) — 864)g ..., 0<j<——

Suivant que k est congru a 0 ou a 2 modulo 4, toute forme modulaire de
poids k s’écrit donc avec des composantes complexes A;

k_q:; . k=6_q,; .
38  F= 3 NEIUN on Y NEET VA

0<j<+; 0<j<hse
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3.6 Les opérateurs de Hecke

Soit p un nombre premier. L’opérateur de Hecke T}, transforme la forme
modulaire (3.1) de poids k en la forme de méme poids

(3.9) T,|F =Y ~(n)q"
n=0
ou
c(pn) si p ne divise pas n
(310) (0= ()
c(pn) +p" e o) sip divise n.

L’opérateur T}, est un endomorphisme de M. Enfin, les opérateurs 7}, com-
mutent entre eux.

3.7 Formes modulaires modulo 2

Il résulte de la forme de la base décrite au paragraphe 3.5 que, si dans
(3.8), les \; sont entiers, les coefficients de la forme F sont entiers et récipro-
quement.

Soit p un nombre premier et n — n 'application canonique de Z — F),.

A lasérie F = > om0 Cnd" € Z[[q]], associons la série F= > om0 Cnd" € Fyllg]].
Nous désignerons par //\\/17f 'ensemble des F lorsque F' parcourt I’ensemble
des formes modulaires de poids £ & coefficients entiers.

Lorsque p = 2 ou 3, il résulte de (3.6) que Ey = Eg = 1 et les éléments
de My, suivant que k est congru a 0 ou a 2 modulo 4, sont de la forme
(3.11) F= 3 NA ou Y NAL N\ER,

0<j< 4 0< <t
Lorsque p > 5, ’ensemble M, est décrit dans [17, 18] ou [13]. A partir de

maintenant, nous nous restreignons au cas des formes modulaires modulo 2.
Vue la définition (1.6), nous posons

(3.12) fir = Ak = Z P avee ¢® € {0,1} et ¢® = 7(n)  (mod 2).
n=~k

Par I'identité de Jacobi (cf. [2], Th. 357), on sait que (cf. [8], prop. 1)

(3.13) fi= Z q&mt?,
m=1
Il résulte de (3.12) et (3.13) que
(3.14) n#k (mod8 = ¥ =0
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3.8 Les [F2-espaces vectoriels Fi, F3, Fs5, F7

Par (3.11) et (3.12), le Fy-espace vectoriel M des formes modulaires mo-
dulo 2 est engendré par fi, fa, f3,.... Comme for, = ank cgf)q%, les formes

fr d’indice k pair ne sont pas trés intéressantes et, plutot que M , nous étu-
dierons le sous-espace F C M engendré par fi, f3, fs5,.. ..
Compte tenu de (3.14), il sera commode d’écrire

(3.15) F=FSF:dFsDF;

ou, pour i € {1,3,5,7}, F; est engendré par f;, firs, fir16, - --

3.9 Les opérateurs de Hecke modulo 2

Soit F' une forme modulaire de poids j a coefficients entiers et p un nombre
premier. Par les formules (3.9) et (3.10), T),| F' est aussi une forme de poids j a

coefficients entiers. Il en résulte que I'opérateur 7, agit sur M et transforme la
forme f = F = ZmZO cmq™ € Fo[[q]] en la forme T,|f = ano Tnq" € Follq]].

Le cas p = 2 a peu d’intérét : si k est pair, To|fr, = fir/2, tandis que, si
k est impair, T5|fr = 0. Nous supposerons donc p > 3. La formule (3.10)
devient

c(pn) si p ne divise pas n

(3.16) ~v(n) = " L
c(pn) +c (%) sip divise n.

En considérant les formes de poids 12k a coefficients entiers, par (3.8), on
voit que

k
(3.17) Llfe=3_ msfi  me{0.1}

Supposons maintenant k£ impair. Les formules (3.14) et (3.16) entrainent que,
dans (3.17),
(3.18) j#pk (mod8) = pu;=0.

En d’autres termes, pour ¢ € {1,3,5,7}, I'opérateur de Hecke T}, est une
application linéaire de F; dans F; avec j = ip (mod 8).
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3.10 Nilpotence des opérateurs de Hecke modulo 2

Une des propriétés essentielles des opérateurs de Hecke modulo 2 est
qu'’ils sont nilpotents (cf. [14, 4, 3, 19, 10]). Cela implique que, dans (3.17),
le coefficient py, est nul. Par (3.17) et (3.18), on a donc pour tout p premier,
p > 3, et tout k impair positif,

(3.19) Tlfe= > wl;
j=pk (mod 8)
1<j<k—-2
Soit F*) le sous-espace vectoriel de F engendré par fi, fs, fs, . .., fr. L'opé-
rateur 7}, est une application linéaire de F ) dans Fk-2) .

(3.20) T, F® — F=2),

3.11 L’indice de nilpotence gy

Soit 7 un nombre entier vérifiant j > % et une suite de nombres pre-
miers impairs pas forcément distincts py, pa,...,p;. 11 suit de (3.20) que,
pour tout f € F*), 1, Ty, ... T,,|f = 0. Par définition, I'indice de nilpotence
d’une forme modulaire modulo 2, f € M , est le plus petit nombre g = g(f)
tel que, pour toute suite de nombres premiers impairs pq,ps,...,py, On ait

1,1y, ... Ty,|f = 0. Nous désignerons par g, = g(f) l'indice de nilpotence
de f = AF. On a donc

E+1

(3.21) gk < 5

3.12 Calcul de gx pour k <11

L’indice de nilpotence g; de f; est égal a 1, car T,|f; = 0 pour tout p;
cela peut se voir par un calcul direct & partir de (3.13) et (3.16), ou bien cela
résulte de (3.20). Pour tout f € M, f ¢ {0, f1}, on a

(3.22) g(f) > 2

En effet, si f ¢ {0, f1} on peut écrire f = Afi + fe, + fe, + ... + fr, avec
A=0oul,r>1letl <k <k <...<k;lorsque p est un facteur
premier de ki, par (3.16), le coefficient v, de T,|(f — Af1) vaut 1 et ainsi,

Tolf =T,|(f = Af1) #0.
Enfin, pour k; < ko < ... < k, (les k; étant impairs), il est facile de voir
que

(323) g(f/ﬂ + ka +o+ fkr) < maX(gkugk27 v 7gkr)'
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Proposition 1 Pour k impair, k < 11, on a

k=135 79 11
=112 2 3 3 4

Démonstration : Nous venons de voir que g, = 1. Lorsque £ = 3 ou 5,
Tr(n) est impair si et seulement si n est de la forme

(3.24) n = p*mtia?

avec p premier, p = k (mod 8), a impair non multiple de p et m entier non
nul (cf. [15, 16], § 6.7 ou [§], § 4).

La valeur de g3 résulte de (3.21) et (3.22).

Soit p un nombre premier impair. Il résulte de (3.20) que T},|f5s = A\ f1 +
A3 f3 avec A1, A3 € {0,1}. Le calcul par (3.16) des coefficients de ¢ et ¢* dans
Tyl f5 et (3.24) donnent A3 = 75(3p) (mod 2) =0 et A\ = 75(p) (mod 2) =1
si et seulement si p =5 (mod 8). En conséquence,

A sip=5 (mod38)
(3.25) Blfs = {0 sip#5 (mod 8),

d’ott 'on déduit la valeur de gs.

Soit p un nombre premier impair. Il résulte de (3.20) que T,|f7 = A\ f1 +
A3 f3+ s f5 avec Ay, A, A5 € {0, 1} et, par (3.23), g(7},|f7) < 2 et donc g7 < 3.
Ensuite, par (3.19), T5375|f7 = A1 f1; le développement

f?:q7+q15+q23+q39+q55+q63+q71+q87+q95+---

permet de calculer le coefficient de ¢ dans T57T5|f7 et ainsi d’obtenir A\; = 1
et la valeur de g;.
Par (3.13), il vient

U 2 v 2 m 2 ) 2
f?:ffflzzqég(z v Zq(z +1) :Zq8(2 +1)2 4 (20+1)?
u=0 v=0 o

Ainsi, 79(n) est congru modulo 2 au nombre de solutions s(n) de I'équation
diophantienne 822 + y? = n avec z,y impairs. Si p = 7 (mod 8), par (3.19),
Tyl fo = Az f7. Mais comme 79(7p) = s(7p) (mod 2) =0, \; =0 et T,|fo = 0.
Sip=1,3,5 (mod 8), par (3.19), T,| fo = M f1 + Asfs + A5 f5, et par (3.23),
9(Tp|fo) < 2. Ainsi g9 < 3. Ensuite, on montre que T573|fo = fi1, ce qui nous
donne la valeur de gq.

La majoration g1; < 4 se prouve comme celle de g7 ; et a partir du déve-
loppement de

= T P+ T+

on calcule T3T3T3|f11 = f1, ce qui fournit la valeur de gq;. O
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3.13 Minoration de gy

Soit k = p{'ps? ... por, Q(k) = a1 + a2 + ... + a;, le nombre de facteurs
premiers de k comptés avec multiplicité, w(k) et w'(k) définis par (2.11), 7
par (1.6) et g, = g(fx) l'indice de nilpotence défini en 3.11.

Proposition 2 Pour tout k impair, on a

(3.26) gk = k) +1
et
(3.27) me(n) est impair —  w'(n) <gp— 1L

Démonstration : Par (3.16), la série T, T2 ... T2 | ), a un coefficient cons-
tant égal & 1 et n’est donc pas nulle, ce qui prouve (3.26).

Pour démontrer (3.27), supposons 7x(n) impair. Si les facteurs premiers de
n affectés de I'exposant 1 sont pi, pa, ..., Pu(n), le produit m = pipy...p, (n)
est premier avec n/m et la formule (3.16) entraine que le coefficient de qv
dans la série T, |fr vaut 1, ce qui implique w'(n) < g, par définition de gg.
O

3.14 Majoration de gy
La majoration (3.21) peut étre améliorée :

Proposition 3 (J.-P. Serre) Pour tout k impair, on a

k+5
(3.28) g < 2

Démonstration : D’aprés la proposition 1, (3.28) est vérifié pour k£ < 11.
Supposons k > 13 et supposons (3.28) vraie jusqu’a k—2. Posons j = \_%J >
4. Nous devons montrer que pour toute suite de nombres premiers impairs
P1,D2; - - -, Py, la relation 1), T),, ... T}, | fr = O est satisfaite. Comme j > 4 ou
bien il existe i1, 1 < iy < j tel que kp;, Z k — 2 (mod 8) ou bien tous les p;
vérifient la congruence kp; = k — 2 (mod 8).

Dans le premier cas, quitte & réordonner les nombres premiers, on peut
supposer i, = j. Par (3 19), Ty, | fo € F (k=4) ot, par I’hypothése de récurrence

t (3'23)7 TplTPQ o pj 1|( ’fk> = 0.

Dans le deuX1eme cas, p1p2 = 1 (mod 8) et, par (3.19), T}, Tp,| fr € F*8

ce qui entraine comme précédemment que

Tmsz .- -ij’fk = TpsTm .- -ij|(Tp1Tp2’fk> =0
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3.15 Minoration de By(x)

Supposons k impair et k& > 3. Par (3.22), on a g > 2. Par définition
de gy (cf. 3.11), il existe g, — 1 nombres premiers py,ps, ..., pg—1 tels que
¢ = Tp T Ty, +|fx # 0 et T)lp = 0 pour tout p premier. On a donc
g(p) = 1 et, par (3.22), ¢ = fi. En fait, avec les notations de 2.5, il existe
(cf. [15, 16], §6.6) des ensembles de nombres premiers P4, P@) Plor=1)
ayant des densités positives 0y, 02, ...,0d4 1 tels que, pour p; € PO 1<i<
gr — 1, on ait T, Ty, ... T, [fi = fi. Cela implique, par (3.16) et (3.13),
que pour n = a’pips ... Pge—1 OU a est un nombre impair non multiple de
P1:D2s -« - Pgp—1, Te(n) est impair. Ainsi, par (2.28), Bj(z) défini par (1.8)
vérifie

X

(3.29) By(x) > (loglog )72,

log x

3.16 Majoration de By (8x + k)

Lemme 4 Soit o et x deux nombres réels vérifiant

(3.30) 0<a<l1, loglog(8x) > % — 187 et x>mx0=2e""
On définit d pair par

(3.31)  3a(loglog(8z) + 1.87) + 4 < 2 < 12a(loglog(8x) + 1.87) + 16.

Par (3.30), 2 est au moins égal a 64 et k = k(z,a) = % vérifie

(3.32) 21 <k <4a(loglog(8x)+1.87) +5 < 4a(loglog(8z + k) + 1.87) + 5.

Alors, avec la définition (1.8),

26.4 x

(3.33) B8z + k) < -—— (log(81))Q@

ot Q(av) a été défini en (2.21).

Démonstration : La proposition 3, I'implication (3.27) et la définition (2.18)
entrainent By(z) < Iy (x) avec

(3.34) N:VZ_IJ:]{;
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291 _

car k = 5= =1 (mod 4). Les hypothéses (3.30) et (3.32) montrent que I'on
peut appliquer le lemme 3 & IT) (82 + k)

(log(82))%@

1 4 41 .
Par (3.32), pour z > x5 = €!® & < 40glog(ix)+12 < Oglog(i?”” B <

20 — 1 ce qui démontre (3.33). 0

k
(3.35)  Bu(8z+ k) < ITy(8z + k) < 8 x 3.29 (1 + 5)

8

4 Démonstration du théoréme 1

Supposons K entier positif; fixons d = 252 et k = 2(13—’1 On a

2K+2

20 1 =9 —1:(2—1)(2+1)(22+1)...(22K*1+1)

et comme les nombres de Fermat (2 + 1), (2% + 1),..., (22K+1 + 1) sont

premiers entre eux deux a deux (cf, [2], Th. 16), Q(2¢ — 1) > K + 2 et
Qk) > K+ 1.
Par (1.13), il vient

By (8x + k)

x -24
S
et, par (3.29) et (3.26), on a

Bi(z) _ x(loglogz)%~2 _ \/z(loglogx)*®~1 /z(loglogx)X
> > >
NG log = log = log

Ai(x) >

>

k()
NG

ce qui achéve la preuve du théoréeme 1. O

5 Démonstration du théoréme 2

5.1 Minoration de Ay(x)

Proposition 4 Soit a et x deux nombres réels vérifiant (3.30). Alors, Ag(x)
défini par (1.1) vérifie

(51) ) > [ SEEEL (2EE) (2 )
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avec Q(«v) défini en (2.21) et

log 1 11
(5.2) e(z) = \/36 oglog(82) + 116 _ o g2,
2x

Démonstration : Pour tout d pair, d > 0 et tout > 1, la formule (1.14)
donne

1—-2 B (8 k
(5.3) T) > \/_ it ) - _ M

l—l—ﬂ 3 z(1-—28(x)

avec k = 221 B(x) = /32 et By(x) défini en (1.8).

On choisit d par (3.31) en fonction de a et z; pour a < 1 et z > xy = 1%,

(5.4) B(r) < e(x) < e(wg) <2.3-1072%
Par le lemme 4, il s’ensuit que
BySz+k) _  waewem 26.5
z(1=26(x)) = (1 - a)(log(82))%® ~ (1 — a)(log(8x)) @
et (5.1) découle de (5.3) et (3.31). O

5.2 Démonstration du théoréme 2 (ii)

En faisant tendre = vers I'infini dans (5.1), on obtient pour tout o < 1

) / 9a \/7
lim ——————
x log log x

5.3 Démonstration du théoréme 2 (i)

ce qui prouve (ii).

On choisit o = 0.253 et © > 1 = exp(1150000). Les inégalités (3.30) sont
vérifiées et la proposition 4 donne

\f Vxlogng( = xf>>(1‘<1—a><?f3;-;7<2x1>>62<a>>

> 0.283 y/zloglog x.
Pour 10 < x < 1, le résultat (1.4) donne Ag(x) > 1.05/x. Il en découle

1.05
Ag(z) > 1.05y/x > ——=1/loglogz > 0.2811/zloglog z.

v

Ap(z)

Vvl1oglog xq
Pour e < x < 10, comme p(2) = 2 est pair, Ag(z) > 1, et \/zlogloge <
Vv 10loglog 10 < 1, ce qui montre que (i) est encore vraie. 0
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