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THEORIE DES NOMBRES. — Ordre maximal d'un élément du groupe des
permutations et nombres irés hautement abondants. Note (*) de M. JEaxn-
Lous Nicovrss, présentée par M. Paul Montel.

1. GRANDES DIFFERENCES ENTRE DEUX TERMES CONSECUTIFS DE
CERTAINES SUITES CONTENANT LES NOMBRES PREMIERS. — Soit p, le n®
nombre premier. L’étude des grandes "différences pu. — p, a donné
~lieu & de nombreux articles dont le plus récent est de R. A Rankln (")
qui montre que pour une mfimte de n, on a '

lot,> Pnlog, pa

— s (6T — ) logp,
Pr+ p,,_(e -eylogp ]OQJPn

pour tout c>0 ou Y est la constante d’Euler et ot log, p,=log logpn, .
A partir de ce résultat, nous pouvons démontrer le théoréme suivant:
- Tutorime 1. — Soit b, une suite croissante de nombres réels positifs -
vérifiant les deux conditions :

(1) Hiexisie o <1 tel que, quand x — o,

Card : by b= s = O (%)

| (2) Il existe b>> o tel que, quand x —w,

Card { b, | @ Z byl o+ 2} = O (log ).

Ap pelons ay la suite obtenue en rangeant dans Uordre croissant les nombres
premwrs et les nombres de la suite b,. Alors, pour une infinité de n, on a

logsa, lobs @,

an+1 - an.é (O{ el 3) ]Ogau i Z
: )  A0Za s

CororLraire. — Soit a, la suite ordonnée de tous les nombres p™, ot p
st premier el m entier él. Pour une infinité de n, on a

log, @, tog, w,

Gy — Qo — e.u—.-, loga .
L (] Rl ( ) n IOgi an

‘Ce corollaire précise un résultat de W. Slerplnskl qui demontr
dans (*) :
‘ ]—iYﬁ(a,H,l_— ) =+ oo,
2. La roncTiON g(n). '
DEFINITION & '
gin) = Sup (ordre de 7},

n



~la velation

(2)
ol S, désigne le groupe des permutations i n éléments.
E. Landau {{*), § 61] a étudié cette fonction, démontrant notamment

logg{n) ~ Vu logﬁ. :

Derintrron. —. Soit [ la fonction arithmétique définie par .

k. k ’
w=o A(TLt)-Xm
i=1 i=1 - : . .
avec. p; premier et o; entier>-r, : - h '

La fonction [ est additive et sa restriction aux nombres p* (p premier,

« entlerhl) est 1 application 1dentique. On a alors
£ = sup b
et si on demgne par g(N) I'image par g de I’ ensemble des nombres entiers
“positifs N, on en déduit : : -

Proprwte caractéristique des elements de g(N) : les deux propriétés suivantes
sont équivalentes : ‘ '

(x) me gN); |
" (2) M> m entraine I(M) > I{m).

De la méme fag,on que 5. Ramanujan définit les « superior highly compo-
site numbers » [(*); § 32]; on définit un sous- ensemble G de g(N) : N appar-
tient & G s’il existe un nombre réel p>>o0 tel que, pour tout entier M,

con ait : I(M)—I(N)>plogM/N. A tout nombre ¢>>3/log3, on . sait
“associer un nombre N, de G dont on connait exactement la décomposition
en facteurs premiers. En utilisant cet ensemble G et le théoréme 1, nous
' pouvons démontrer : :

TetoriMe 2. — Il existe des intervalles aussi gmnds quon veut sur
lesquels g(n) est constante et méme I'équation g(n+ f(n)) = g(n) a une infi-
nité de solutions pour : |

o Ve _logunlogut
fr(]l) == [(K BT—-_ 8) IOBH WJ,

otz [u] désigne la partw entwre de u.

Nous pouvons également démontrer les résultats suivants :

TueorimE 3. — II existe une infinité de N&G, tels que le suivant de N
dans g(N) soit (P_/p)N ot U'on désigne par p le plus grand nombre premier
divisant N et par P le nombre premier suivant p. : _
TrtoriwMr 4 — Il y a.une infinité de nombres g(n) pour lesquels il existe
deuz nombres premwrs q et Q avec : g<Q, Q* divise g(n) et q* ne divise

“pas g(n). S - |

En particulier, pour n_[pj 926, on a : g=17 et Q=19.

. 3. NomBRES TRES HAUTEMENT ABONDANTS. — On pose : 6(n) = somme
des diviseurs de n. Avec P. Erdos et L. Alaoglu (*) nous disons que N



- (3)

est trés hautement abondants si, pour M <N, on a o(M) <o({N), super-
abondant si, pour M <N, on a ¢(M)/M <Zo(N)/N, colossalement abondant
s’il existe ¢ tel que pour tout M on ait

o (M Myt
v =(x)
Nous pouvons répondre & deux questions posées par P. Erdds
et L. Alaoglu dans leur introduction, par les théorémes suivants :
TutoriME 5. — Le nombre de « nombres irés hautement abondants » .
compris enire deuz « nombres superabondants consécutifs » n’est pas borné.
TrtorEME 6. — Soit Q(z) le nombre de « nombres trés hautement abondants »
inférieurs & = qui ne sont pas « superabondanis ». Il existe C> o tel que
Q(z) 2 C(logz)™. | '
Tratorkmr 7. — [l existe une infinité de « nombres colossalement abondants »

N tels que (P/p)N soit ¢ trés hauiement abondant », ol Von désigne par p
le plus grand nombre premier divisant N et par P le nombre premier suivant p.
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(") P. Erpnés et L, AraocLy, Trans. Amer. Math. Soe., 56, 1944, p. 448-464.

() E. Lanpau, Handbuch der Lehre von der Verleilung der Primzahlen, Bande 1 und 2,
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin, -1909. {2te Auflage, New York, Chelsea publishing
Company, 1953). '

(*) S. Ramanujan, Prec. London Math. Soc., 2¢ série, 14, 1915, n. 347~ 400 Collected
papers, p. 78-r28, Gambridge at the University Press, 1927. )

() R. A. RaNgIN, Proc, Edimburgh Math. Soc., 13, 1963, p. 331-332,

(®) W. Sierrinski, Wiadom Math., (2), 9, 1966, p. g-10. (en polonais).

(116, avenue de Saint-Exupéry, Antony, Hauls-de-Seine.)



177215, -~ Imp. GAUTHIER-VILLARS. — 55, Quai des Grands-Augustins, Paris (6°). -
‘ S ~ Imprimé en France. T



