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DISTRIBUTION DES VALEURS DE LA FONCTION D'EULER

par Jean-Louis NICOLAS

ABSTRACT. Let F(x) be the number of integers m such that ¢{m} < x,
where ¢ is the Euler function.

An asymptotic formula is given for F(x) with an error term. The method
is elementary, and goes through various estimations of sums involving
arithmetical functions.

Soit ¢(n) la fonction d’Euler, et soit

F(x) = Z i
$ln) & x
Il est facile de voir que cette somme est finie (cf par exemple [Par],
ch. 1, ex. 25) et il est connu que

R L) )
fim = ‘C'“E[(”p(p—n)_ e

ou {fs} = Y. n™* est la fonction de Riemann. La premiére démonstration.
LES)

due 4 P. Erdos (cf. [Erd]}, est basée sur I'existence d’une fonction de distri-
bution pour n/¢(n). R. E. Dressler a donné (cf. [Dre]) une deuxiéme démons-
tration, élémentaire, en approchant d{n) par les fonctions

duln) = n [] (1-1/p),

PPk

ol p, désigne le k™™ nombre premier. Enfin P. Bateman (cf. [Bat]),
par des méthodes de variables complexes, a fourni des estimations-de la
forme:

F(x) = Cx + O(x exp(—c(log x)) -

pour diverses valeurs de ¢ et de a.
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Nous nous proposons de démontrer ici le résultat suivant:

THEOREME. On a;

Fix) = ¥ 1=Cx+ Ofxflogx).
$ln) S x
Ce résultat est moins fort que celui de Bateman, mais il est obtenu de
fagon élémentaire. La méthode est assez classique: elle consiste 4 étudier
la somme L(x) = Y logd(n), et avait été utilisée déja par Chebyshev

dn)sx
dans I'étude de la répartition des nombres premiers (voir aussi [Nic 27).

L'essentiel de la démonstration de notre théoréme réside dans la proposition

qui compare L(x) a ¥y 1/é(n)

LITES
Nous montrcrons également que le terme de reste de notre théoréme
peut &tre majoré explicitement. Mais cela ne peut se faire actuelement
qu'en utilisant des méthodes non élémentaires. En effet, nous utilisons le
théoréme des nombres premiers sous la forme:

B(x) = x + O(x/log? x)

ol B{x) est la premiére fonction de Chebyshev. Les méthodes élémentaires
Acf. [Dia] et [Ste]) permettent d'obtenir un tel reste, mais n'en donnent
pas pour le moment une majoration explicite.

Je remercie vivement le referee pour d'utiles remarques, et surtout pour
la démonstration du lemme 2 qui fournit un meilleur reste que la démons-
tration initiale,

LEMME L, On a:

S(x) = ngx ¢( ) = Clogx + O(l),
3 L) _ @
e c=11(1s o)~ o

Démonstration. La démonstration du lemme I est due semble-t-il 4 Landau
{cf. [Lan]). La méthode est celle utilisée de fagon trés classique pour évaluer
la somme des premiéres valeurs d’ume fonction arithmétique multiplicative
(cf. par exemple, [Har, ch. 18]). On écrit ici

Bt 40
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ot & est la fonction multiplicative définie par
1
plp—1)

Une estimation plus précise de S(x), est donnée dans [Sit].

hi(p) = et h(p*) =0 pour oz'; 2.

LEMME 2. On a:

T(x) = = Clogx + 0O(l),

¢(r§<-x m
o C est défini dans le lemme |.

Démonstration. D’aprés lelemme 1, it suffit de prouver
T(x) — S(x) = O(1}.

On observe d'abord que, pour t > 2,

1<Z 1 1 I ST S
;EE“H;. n—1/2 n+1/2)] aaan—12 (—12 6
neN

et que cette inégalité est encore vérifiée pour tout ¢ > 0.
On a ensuite;

Tx) = 86 = Z ¢(n) S Lo o

Soit g(n) la fonction multiplicative définie par:

-1

gp) = (p w=ir et g(p’) =0 pour a2 2.
Nous vérifions que
nl
5 = (d)
¥ 50

(les deux membres sont multiplicatifs et Ia relation est vraie lorsque n= ).
Il Sensuit que

1 1 = 1
2. M W n? ; dZ ? nt
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_ R g 1 & g

B JZI. 2 mZExfd m? < _Jc dg:] T
2 2p—1

- o1+ ) - oum

La valeur du produit infini ci-dessus est 4,431. On peut donc précisér:

2
0< T — S(x) < %4,431 <73.

LeMME 3. Soit 9(x) = Y logp la fonction de Chebyshev. On pose
PEX

@*x) = Y log(p—1). Il existe des constantes ¢y, ¢;, Cs, €, felles gue

PEx
pour tout x = 1, onait:

. 8%x) < O* <o %
(i) | {(x) € 0%(x+ 1) < O%(x) + log x < O*(x) +uw—h_log2(2+x)’
(ii) 8(x) — ﬁ;} < B(x} — log x < 0%(x) < 0(x),

fiii ) | B(x) — x| € ¢xflog?2+x),

(iv) 0x) < ¢y x,

{v) ¥ 0((2 x)'*%) < ¢, x/log¥(2+%).

. k22

Démonstration. (i} est évident en prenant ¢, = max x™ !(log x) log?(2+ x).
xz1
On prouve (ii) en observant que

n

0*(x}) = B(x) — ¥ log (ﬁ) 20x)— ¥ log = B(x) — log [x],

pEx 28n€x n—1

ot [x] désigne la partie entiére de x.
Le théoréme des nombres premiers donne (iif). Le calcul de ¢, peut se

faire en utilisant le résultat (non élémentaire) de Rosser et Schoenfeld -

(cf. {Ros] p. 266):
x> 1=|8(x) —x| < 87=x/log®x.

Le résultat (iv) est df a4 Chebyshev. Hanson a obtenu c; = log3
(cf. [Han]) par une méthode élémentaire. Le meilleur résultat actuel est
dit & L. Schoenfeld (cf. [Sch], p. 360} qui donne: ¢; = 1,000081.

Enfin (v) s'obtient en remarquant que la sommation en k est finie,
et a au plus (log 2 x)/log 2 termes: 1l vient ensuite

VALEURS DE LA FONCTION D’EULER 335
log 2 x log 2 x x
g = B(/2x) € c3/2 < N
L, M@ AT < 05 M2 S 62X gy S o)

_2¢ max (log 2 x) (log%(2+ x))
avec Cq = fog 2 31 ,r—-zx

ProrosITION 1. Avec la notation du lemme 2, on a:

L = T logd(n) = x T(x) + 0(x)

b Ex

Démonstration. Par analogie avec la fonction de Von Mangoldt, on définit
la fonction arithmeétique A(n) par:

Mp) = loglp—1),
Mp®) = logp, pour o 22,
Mm) =0, si n#p°.

Et'on a

log ¢(m) = Y. Mn/d) .

d|n
Il vient alors

Lx)= ¥ Y Mn/d).

$n)sx dia
En observant que d | n = ¢(d) | (n), on obtient
Lixy = Y Y Mudy.
b} Ex .

n
HimEx
d|n

On pose n = d 4. Notre expression devient
4

(1 L= 3 X M= 3 3 Sid)

sdi<x & SliSx i1

bldd S x
ouSid = Y M.
d'eEt
Sd) S x

E, contient les nombres premiers p premiers avec d ,
E, contient les nombres premiers p divisant d,
E; contient les nombres de la forme p% a2 2, (p,d) = 1 ,

E, contient les nombres de la forme p* o = 2, pld.
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En observant que, si pld, &(p"d) =p*¢d) et si prd o@p*d
= (p*—p*~ ') &(d), on obtient, avec les notations du lemme 3,

(2 ) < A \gs(i )
° (¢(d))<sl(d”s b=+

0< Sy + Suld) < T 82 X/

il résulte alors du lemme 3 que

4 x x/d(d)
L S48 — g | S letetad oam e
Cette inégalité donne, avec (1), .
) L(x) = x T(x) + O(x R(x)),

ol R est définie par

1

R = 2 SO o+ o@)

On observe d'abord que R{x) = O(T(x)), et on en déduit, par (2} et le
lemme 2 que L{x) = O(x log x). H s'ensuit que

L) | L (* g

.- logt  logx S tlog?t

Gy Flg—-F27) = f

On a alors

[ dF0
Rlx) = J-l_ t log? (2 + x/1)

et, par intégration par partie, on obtient

F(x) * F(t) {log(2+x/0)—2 x/(2 t+x)} it
1, 71083 2+ 50) :

R(x) =
*) xlog*3

étant borné, l'intégrale,

2x
2t 4+ x
en utilisant (3), est majorée en valeur absolue par O{(x)), avec

Le premier terme est (1) Le terme en

< | ot
© = | tiegTeen

Le changement de variable « = 2 + x/t donne
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=7 oo
@), wiee - M

On a donc R{x) = O(1), et en reportant dans (2), on achéve la démons-
tration de la proposition.

La démonstration du théoréme découle immédiatement de la proposition
et du lemme 2, en remarquant que

F(x) = J A | o(l)

.- logt
_ Lx) * Ly dt
—logx+ 2-rlogzt+o(1)' '
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