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- Partitions sans petits sommants

Jacques Dixmier et Jean-Louis Nicolas®

Introducﬁon

Soient m et n des entiers = 0. On note p(r) le nombre de partitions de n
et r(n,m) le nombre de partitions de n dont toutes les parts sont = m.
Depuis Hardy—-Ramanujan, le comportement asymptotique de p(r) quand
n — o est trés bien connu. D’autre part, quand n —> %, on a :

' m—1 2
PN )

uniformément pour 1 <'m < n'/4 ([3], th. 1); et il existe une constante
a > 0 telle que, quand n— ®, on a

p(n)(V:-;)m—'l(ﬁ! —1)texp O(MV-:) < rin,m) - |
- < p(n}(v%)m_l‘(m— 1)!{1 + 0(71;)]

uniformément pour 1< m < aVn ([4], §2, proposition). Le but du
présent mémoire est de compléter ces résultats: (1) par une évaluation
de logr(n,m) pour m = AVn (A, constante > 0); (2) par une évaluation
de r{n,m) pourm < n°"%.. ' _
Conformément 2 I'usage, on note p(n,m) le nombre de partitions de

- n dont . toutes les parts sont <m. Il sera commode de poser

r(n,x) = r(n, [x]) et p(n,x) = pln, [x]} pour x réel > 0.
Les calculs de développements asymptotiques ont été effectués par les
systémes de calcul formel MAPLE et MACSYMA.

* Recherché partiellement financée par le CNRS, Greco ‘Calcul formel, et P. R.
C. Mathématiques-Informatique’. '
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1 Rappel de résultats de G. Szekeres

Dans cette partie, nous ne faisons qu ‘expliciter des résultats de G. Szek-
eres ([9], [10]), en ajoutant quelques détails utiles pour la suite.

1.1 Pour x = 0, posons

x
Fx) = fo S dx
Le fonction F est analytique et strictement croissante de 0 4 37% Ona
Fx) ~x quand x — 0. {1)
Dautre part,
Fx) = %'rrz-—f x(g‘, e_’“) dx = 3n? - i m:.lz-le—"",
x  \n=l n=1 1
d’on
Flx) = gn’—xe ™"+ 0(e™)  quand x — . (2)

1.2 Pour x > 0, posons
G(x) = xF(x)~172,
La fonction G est analytique. On a G(x)~2 = x"2F(x), d’oi
_4dG

-2G(x) e —21'3F(x)+x"zexi1

2
—-Xx ‘3(2F(x) - exx_ 1 )

d ¥ Y 2x x%e*
dx(ZF(x) e‘——l) TE el e

Pour x > 0, on a donc

2 £2
2F(x)— > hm (ZF(x) 1) = (,
de sorte que dG/dx > 0. On a, d’aprés (1),
G(x) ~ \x quand x — 0 3)

et x"Y2G(x) est holomorphe au voisinage de 0. D’apres (2),
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6 -1/2
G(x) = x{%wz(l - ?xe"‘-i- O(e‘”))] quand x — o,
d’ol
%G(x) = x+ -3—2x2e"x+ O(xe™) quand x — w, 4)
'rr

1.3 L’application G: 10, +»[ — ]0, +o[ admet, d’aprés 1.2, une a;.)pli-
cation réciproque H: 0, +o[ — ]0, +c[, qui est une fonction analytique
de dérivée > 0, holomorphe au voisinage de 0. La relation définissant
H est

Hix) x
x_zH(x)z -_-' f x.....]_ dx. (5)
0

On peut sans difficulté pousser plus loin les dévelopement de F(x) et
G(x) quand x = 0 et x = . Un procédé d’'inversion classique (cf. par
exemple {1], p. V. 45, prop. 5} fournit alors

H(x) = x2— 1x*+ #34x5 — 155x%+ 88520+ 0(x'®) quandx— 0 (6)

et, quand x — ¢,

Hx) = v—x (zx + ﬁx)exp{— \/- }
- {%x4+ §8§x3+ (:11- + %)x% (g—\/f# g)x}exp{—%x}
+ O(x6 exp(—%x]). Y

De (5), on déduit

- ., HxHx)
2 THE@) [x " THKx)] = AW
d’or
-1 , _ _XH'() 8
[x H(x)] 2(eHx _1) ( )
et une équation différentielle vérifiée par H:
3Ha
2xH'—2H = . 9
ef—1
1.4 Pour A > 0, posons
£y = 2% _ptog(1 — e #). (10)

A
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La fontion f est analytique. On a, d’apres (8),

f@a)y = E%X;%—)l ~log(1—e~H) —A%%-?;)ﬁ ,

ou

') = ~log(1—e~H®) > (1)
Les relations (10) et (11) entrainent

A = foy- 228

d’ol

2HQ) = AfQ) —A%(n), (12)

2H'A) = f) —AF'Q) —A%(2). (13)

En portant dans (9), on obtient I'équation différenticlle suivante vérifiée
par f:

Nf+Af = f = 2f"[exp(3Af~ I —1). (14)
Par ailleurs, (11) entraine
f'@A) = —3-7,’;’5'-‘_)—1 <0. (15)

Du développement (6), on déduit, quand A — 0,
FO) = =20 1ogA+24 + 327~ JAA5+ $5eAT~ 081 19 4 O@™M), (16}

la fonction f(A) +2A logA étant holomorphe au voisinage de 0.

La ressemblance avec les coefficients de (6) vient de (12), qui peut
s’écrire

_1([(:\_)) _ _2HQ)
da\ A A

D’apres (7),

+ O()\“exp{—%}:z\}) quand A — w, (17)
1.5 Théoreme (G. Szekeres) Soit A > 0. On 2, quand n — o,

Vlglogp(n,f\\/ﬁ) - f(A)

Partitions sans petits sommants 125

uniformément, pourvu que A reste minoré par une constante positive aussi
petite qu’on veut.

En fait, cela est un cas trés particulier des résultats de =[9] et [10].

2 Etude de logr(n, m) pour m = AVn.

2.1 Soit x € ]0,1[. La fonction x — x/V1—x est stricte;ment croissante
de 0 & +o, Posons, pour A >0et0 < x <1,

Y )
o) = B3
K(x,A) = mlx;"J(x, A)— f log(1—e 764 |
Les fonctions J et K sont analytiques. Pour A fixé, J est strictement
croissante de 0 & . D’apres (6) et (7), =

x2

, A fixé),
e x—0 )
J(x,A) ~ -
— 1, A fixé),
wevios @ )
dou
X0 0, A e,
K(x,A) ~ A

mEV1I-x  (x— 1, A fixé).

On déduit de 1a que, pour A fixé, 9K/ax prends dans ]0, 1[ des valeurs _
> 0 et des valeurs < 0.

2.2 Lemme On a ai{x_l.f(x,)t)} >0pourdA>0et0<x<1.
X

D’aprés (5), on a

I-x 8] of 2 1Y, J
2/\2—"—2 Ja‘l‘:\.( —3'+x2 J -—]——-—e 1 3%’
d’oil
6] zl_x_ 1 )=A2‘12_x (18)
:3;(2)‘ 2 -1 x3
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x2A% (1~ x)(e’—1) “xz}g—i = A22-x)J(e’-1). (19)

H résulte de (19) que

22%(1-x)(e’-1) —x_?' >0 (20}
et

(ng ~—J){2AZ(1 —0(e’~1)-x3 |

= A 2-x)Je’ - 1) - 21 -x)J(e’ -~ 1) + 52

= Axl(e’ - 1) +x% > 0,
d’olt, compte tenu de (20), xaJ/9x—J > 0, ce qui prouve le lemme. [

2.3 Lemme (a) Pour A fixé et x parcourant 10,1, la fonction K(x,A) a
un maximum M(A) et un seul.

{(b) M(A) est Punique nombre x € 10,1[ tel que

2
exp{—](x,x\)}+exp{—%.f(x,)t)} = 1.

(c) Ona
2—Mir)
K{M(A),A) =
(M(A),A) = A2 5y == ——"J(M(A),A).
On a
QI_(__ 1-x aJ A x e a1
ax 2 X ax zxjh_(l_ - A1- 15;
1- X o A 1
( x A(e“"—l))ax 27 log(l e
2-x 2a_ 1
_AJT——J——Iog(l e d’aprés(lS)

A
= - — —— —_ _J
xJ 3 log(l e},

Les zéros éventuels de 9K /ax sont donc fournis par I’équation
) .

A
—~J = log(1- e™) (21)

ou

Az
exp(—?.l) texp(—J) = 1. (22)
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Compte tenu du lemme 2.2, la fonction
2
x> exp(-— -)-;—J) + exp(~J)

a une dérivée < 0, donc 'égalité (22) ne peut étre vérifiée en plus d’'un

point de ]0, 1[. Compte tenu des remarques du §2.1, on voit que dK/ax

a exactement une racine M(A) et que x — K(x,A) est maximum pour
= M(A). On a ainsi prouvé (a) et (b). Compte tenu de (21), on a

1-MQ) M) A2
M()\) r MQ)

2 _{2-2MQ) + MO)II(MO), ),

K(M(A),A) = 2) J(M(A) A)

JMOM), )+ ——

M(t\)
dott (¢). O
2.4 Posons, pour A > 0,

2— M)

g) = KM, A) = A=

J(MQO\), A). (23)

Théoréme Soit A > 0. Ona
logr(n,AVn) ~ gAW)Wn  quand n— .

(a) Soit m, = [AVn]. Soit @ Iensemble des partitions de » dont
toutes les parts sont = AVn, ou, ce qui revient au méme, = m,. On a
r(n,AVn) = r(n ym,) = Card®. Soit P, I'ensemble des 7 € 9‘ ayant
exactement { parts. Si [ > vV /A, on a P = on prendra donc
= \/— /A. L’ensemble & est réunion disjointe des P,, donc

Card® = 3 Card®,.

=1

Sire®,onanw=(m,+a;,m,+a,,...,m,+a;) ou a = ==
a,z0etayt+a,+---a; = n—im,. Donc
Card®, = p(n—im,,i). (24)

(b) Posons iA/Vn =p €]0,1]. Choisissons une petite constante
w € ]0,3] (nous préciserons ce choix ultérieurement) et considérons
sculement dans la partie (b} lesi telsque w S p < 1-w.

Alors, :

m
n—imn?n—\/ﬁ(l—w)T"%m quand n — o,

DY autre part,
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i p\n P e
\/n*im,, )\\/n—pv;;mn//\ )t\/l""p A\/l -’

donc
i @
=
Vr—im, 2AV1-w
D’aprés 1.5, on a, uniformément en i .

pour n > 1,

1 . ,
V; logp(n—im,, i)
[ im i . .
= 1——'n-'ﬂ Wlogp(n—tm,,,z)
n

P
~ Vi 2H(Ap1_p)‘wf~p sl -eof (i )|

Wi-p
= ml;—pf(p,h) - f log(1—exp{~J(p,A)}) = K(p,A).
Soit € > 0. Compte tenu de (24), on 2 donc, pour n = Nile),
|log Card @, —VnK(p,\)| < eVn
et par suite, pour n = N,(¢),

Card®; = exp{[K(p,A) +€,1Vn} (25)

avec |e;| < €; et ceci, pour tous les i considérés. Par suite,

; Card9, < y)\—z exp{lg(d) +€]Vn}.

Ona
(i+1))\__i.{ _ A 50
Vi Ve Ve

Imposons 4 @ d’étre tel que w < M@Q) <1-w. Alors, pour n = Ni(e),
il existe i tel que |p—M(A)| <e. Donc, pour n = Ny(e), il existe i tel
que K(p,A) = g(A)~e. Compte tenu de (25), on a, pour un tel i, et
pourvu que 7 = Nife),

Card @, = exp{[g(A) —€]Vn}.

Donc

exp{[gA) ~elWn} < E Card P, < _\é_'; exp{[g(A) + €]V/n}.
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(c) Envisageons dans (c) les i tels que p < w, c’est-a-dire i < w\n/A.
Imposons 4 w d’étre tel que flw/A) < 3g(A). Alors, pour n = Ng(e),

3 Card®, < exp{3gh)Vi).

(d) Envisageons dans (d) les i tel que p > 1—w, Ec’est-a-dire i>
(1-w)Va/r. Alors '

n—im, < l;—“'—ﬁmn < n—(l-w)n = on,

Donc, pour n = Ne),

awn |

2 Cad® < 3 p(j) < expo’yn,

i=1
ol @’ peut étre rendu aussi petit qu’on veut en choissant © assez petit;
en particulier, on peut faire en sorte que o’ < 3g(A).

{(¢) Finalement

exp{[gA) —€]Vn} < Card® < % exp{[g(A) + e]Vn} + 2exp{3g(A)Vn}.
Donc, pour 7 = Ng(e), |
[g) —€lVn < logCard? < [g(A) +¢€]Vn,
d’otl le théoréme. O '

2.5 Théoréme (a) La fonction X ~ g()) est analytique pour A > 0.
(b) Posant J(M(A),A\) =J,, ona
20T, (e™ -1y
M@A){2+A%e*—1)}

gA) =~1 <0, g'W) = > 0.

(c) Ona

28"(A
A" +Ag'(A) —g() = ﬁf-g—r)m :

Rappelons que M(A) s’obtient en résolvant I’équation en x
2
exp{—J(x,A)}} + exp{ - f\x—f(x, z\)} =1

et que la dérivée par rapport & x du ler membre est < 0 (cf. notam-
ment le lemme 2.2). Donc M(A) est fonction analytique de A. Compte
tenu de (23), g est analytique.

On a, d’apres (23),
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J)

gA) = A+ =2 TR

d’oit

g') = —A+2 Iy m( Iy )

M) M))

Daprés le lemme 2.3,

Iy
exp{— J‘}+exP{"A2M(A)} =1,

d’olt, en dérivant,

(26)

@7

M) M)

M(A)

~exp{—J,\}J,'\+exp{—,\2 x H‘_m 2 —Az( ! )}=0

ou, compte tenu de (27),

exp{-J, 1, +(1 —exp{-—],\}){ZA

ou, encore,
LV J YA
A2 _A_) N/ S/ S
(M(A) M@Q) eh-1
Reportons dans (26). On obtient

J, I, 2

PR by

]

0

)

(28)

MQ) M) A -

ou

A S A

gN) =~ +2prs+ A —1)

I
Ona

6‘( x ) 2— X —)-2, i( x )=
ax\AV1—x IANAV1I—x
donc

d é X
(2x(1 —x)a +A(2—x)gx)W'1—T—x =0,

donc, compte tenu de !a définition de J(x,A),
a a
1—-x)— + — ) — = (.
(Zx( X) ™ A2—x) Y )J(x, A) =10
“Alors, d’aprés (19),

1)’

(29)

—;\J%(l-x)‘l’z,
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o 2(l—x) Conrad 1y o O
22%(1~x)(e’-1) - }aA = iy {2A%(1-x)(e ;1) S
= -20(1 —x)J(e’~1). (30)
Or
e

Compte tenu de (19) et.(30):
MO [22{1- M\)}e™ ~ 1) - M),
= A2- MMM EH— DM Q) -2 {1 ~ MW} MM T, (e ~1). (31)
L’équation (28) s’écrit |
AT M) =1, MY He — 1)+ 2AMQA) T (e — 1) + MW, = 0,
ou
M - 1) M) TIMQY = AHe— 1)+ MO}, +2A0, (e -1).
Reportant dans (31) on obtient:
[22%{1 — M)} e~ 1) - M),
= 2-MOHAXH - 1)+ ML,
+{2-M)}20 (e - 1)
~2{1-MW\)} M), (e -1),
soit, aprés calculs, |
MO\ -2-A%M) 1 = 200, (e ~1).
Reportant dans (29):

gW) = =25+ ok =y,
d’ol
., , 20, (e -1
g'W) = ~1i= M(A){Zi/\z(e"‘)—l)} '
D’aprés (23) et (b), on a '
20J, .
M) g +AJy = g} —ag'(A),

d’od, en portant dans I'expression de g” donnée par (b),
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e FW _q
2+,\2( “EW_7)

g"A) = {g() —Ag’(A)}
d’ol facilement (c). O

2.6 Théoréme

log A

g) ~ 2—- quand A — w,

Soit € € ]0,3]. D’aprés (6), quand A — ®, on a

X .
Jx,A) = H( 3 \/E) -0 uniformément dans J0,1—e]. (32)
D’autre part, pour 0 < x < 1—¢, 0on a
A® x )
—2
2 ”(Wz
2

22:7 pour A = A,(e), d’aprés (6)

f/\

A2 A? x
—;J(x,A) - ;H(A l—x)

e

A

mINH

Alors, pour 0 < x < l—eet A = A4(e),
exp{~J(x,A)} + exp[- gj(x, A)} = exp{—J(x,A)} +exp{— %},
d’or, d’aprés (32),
exp{—J(x,A)} + exp{ — i;;J(x, /\)} >1 pour A = Ay(e).

1l résulte de 1a et du lerame 2.3 que

M) > 1-€ pour A = Ay(e). (33)
Ainsi
M) — 1. (34)
Dans toute 1a fin de Ia preuve, on posera
MY
ANI—MN) At
On a
Az 2
(A) J(l €A)  pour A = Ay(e) ((33) et lemme 2.2)

Partitions sans petits sommants 133
A? l1—e
1 ——EH( t\VE ) :
= -—2:— 1 —2——(1“5) : pour A = Aj(e) (d’apres (6))
1-e2 A% C
_ 1€ > 1 .
2e de
Donc, pour A = Ay(e), on a, compte tenu du lemme 2.3,
) = 1-exp( -] = 1- (-l)'
exp( A) = exp| — M(A) ¢xp | 4
Comme :
1—cxp(-3€1—) —1 quand e — 0,
on voit que
I, — 0, (35)
donc M), — 0 et alors, d’aprés (6),
M(A)?
= ~ M2 W
Jz\ - H(MA) M:\ AZ{I_M(/\)} . (36)
Alors '
L », dapres (34) et (36)
1-M@QA)Y M) .
= —log(l—e ™ (lemme 2.3)
~ —logJ, d’aprés (35)
~ 2logA +log{l - M(A)} d’aprés (34) et (36),
d’oit
1
m"'z logA. 37N
Enfin

glA) ~ AJ, d’apres (23) et (34)

1 ,

2 logA

X d’aprés (37).
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2.7 Le théoréme 2.6 peut étre précisé. 1l résulte de (37) que:
1+o(l)

2l0gA

Par ailleurs, I'équation du lemme (2.3) (b) s’écrit:

M@Q) =1-

log(1 —exp{~J(x,A)}) = —A;J(x, A).

D’aprés (35), Jy, = J(M(A),A) — 0, et d’aprés (6) et (36),

I, = M2+OM?) = M1+ O 21og)].
On a donc

log(1—exp{—/;}) = logJ,+0(J,)
= 2log M(A) —2logA —log(1— M(A))
+0(\? logi).
M(A) vérifie donc ’équation
2log M(A) —2log A —log(1— M(A))+ O(A~2logA)

MA)
1-M())

+0(?log?A),
ou encore,
M(Qp)

—2logA —log(1—M(QA)) +2log M(A) + O(A 2 log?A)
Si ’'on reporte

M) =1+

1+o0(1)
2loga
dans le membre de droite de la relation ci-dessus, on obtient
1 1-log(2logA)
2logr | @ lgo(g)t)g {1+o(},
et 'on peut continuer par la méthode d’itération mentionnée en 1.3.
On obtient, en posant # = 2logA et L = logu,

1-L 3L—L* —2L3+11L%~6L— 4
4 1L°—~6L 5+0(L_)

M@y =1-

M@) =1~

1
=1-- +
M) =1 u * u? u? 2ut u
De (23), on déduit:
2—M(Q)

Ag(a) = mM{f\) + 0 210g?A)

L 2—2L— 3_ 2 4
L 1+2L 9L +5+0(f:4)-

+1-L+—+
“ L u e’ 6u’
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2.8 Lemme Pour n = 2, on a:

"f 1 _ 4
T2 N2 Ol
= k“in—k) I

Pourn =4, on a: .

”2‘:2 1 1 0.87231
----------—-—-— 5 = z kz( — k) = n .
i k=R & K

La décomposition en éiéments simples donne: 5
1 1(1 1 +2/n+2/n);

r _ 1. 2n
KBk~ P\ k2 Kk n-k/)
et comme |
n—1 1
2 7 = vtlogn <0.578+logn,
k=1
on obtient:
n=1
: L (3242 ) M
KEn—k?  n? " * + - T
kZl kZ(n_k)z = nz(?;'ﬂ' + n(O 578 logn) = _9?

pour n = 9. On achéve ensuite pour 2 < n < 8 par un calcul numé-
rique. 1l y a égalité pour n = 4,
Similairement,

[ — +
Kn—-k n\k* k n—k

1 1(1 1/n 1/n)

et
"f 1 1 2
e < {372 —1+ Z{y+10 (n—l)—l}).
T (3'" ¥ g
& kn—k) n n :

Le crochet ci-dessus est < 0.872 pour n = 25. On calcule ensuite

n—2 :

1

=, k*(n—k)
pour 4 < n < 24, Le maximum est obtenu pour n = 11. [
2.9 Lemme Soient deux séries entiéres a coefficients complexes

> u,z™ et ¥ v,z™
o m=1 m=]1

on pose
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w0 - - oo
S wpzm = (2 umzm)(z umzm).
m=1 m=1 m=1

Soit n = 2. On suppose qu'il existe 3 constantes U, V.8 = 0 telles que

ug™ v
|“m|5_'"mz , |Umf=<~7nT

pourl<sm=n-1 Alorsona pour2<m=n

41 Uvp™
ml < 5 2B

2

On a
m—1

Wi = Up Uk
k=1

ct

m-1

,,, 1
lwn| < UvB 21 Pm—k7 "

On conclut en appliquant le lemme 2.8. 0O

2.10 Lemme Soit 2:;=1 U,z une série entiére a coefficients complexes.

On définit la fonction ¢ par
e(z) =e*—1—2
et Pon définit les coefficients t,, par
(p( ¥ umz’") = ¥ t,z™
m=1 m=2
Soit n = 2. On suppose qu'il existe deux constantes U,B = 0 telles que
U m
PR
pourl<m=<n—1 Alorsona, pour2<m=< n,
8™
’tm| = _HIT ’
ou
T = dre($0).
On pose d’abord pour k = 2,

£ k -
( umzm) = 2 um,kzm-
m=1 m=k
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D’aprés le lemme 2.9, on a
ttm,2| = % U°B"m ™2
pour 2 < m =< n et, par récurrence sur k,
[, 1| = (3Y1U*B™m 2

pour kK < m < n. On a ensuite

k=2
et
m o (ﬂU)k B
el = 23 > 25 = Re( )M,

2.11 Lemme Soient ay un nombre réel positif, a; un r?ombre réel et
@ = —}ay—3ag . On définit la suite (a,) par récurrence. Soit n =2,
On SUppOse CORNUS ay,ay,...,a,. On définitby = 0, b,,...,b, par

“‘P(— 2 (i+1)ai+lzi) = 3 b2,
i=1 i=2
o ¢(t) =e'~1—¢t. (On observe que b,,...,b, ne dépéndent que de
a,...,a,.) On définit ensuite a, .| par '
4
2n+1)2a,, = ~2b,+ ;-—(na,,+b,,__1)
0

n—2

+ % 20D ali— kA Dy +by i}
k=2 %0

4a 2
+{(n-1)2—1}a,,_1(1+ —2) ~Z(n*-1)a,.
@/ 4o
(Par convention la somme en k est vide pour n <3.) Alors il existe
A,a = 0 dépendant de ay tels que, pour tout n = 2, on ait
la,| = Aa™n—3.

On fixe d’abord A = 1/4a et I'on choisit @ assez grand pour que
|as| < $Aa?. On raisonne ensuite par récurrence: on fixe n = 2, on
suppose que

la,| < Aa™m™3

pour 2 < m < n. On applique le lemme 2.10 avec u,, = —(m+1)a,,;.



138 Jacques Dixmier et Jean-Louis Nicolas

Partitions sans petits sommants 139

Ona,pourl sms=sn-1,

Aam+1 a a™
U, = = = e—
li | m+1)* ~ ““m? T am?

E

On en déduit que

pour 2 < m < n, avec B = Fo(3L) =< 0.22. 1l vient ensuite

E (K*~Da{ln—k+1)a, —k+1F b, i}

=

ag Py} k

n—2 1

- _2_ Aa Aau—k+1 . Ban—k
(n—k+1)* " (n—k)?

-——(Aa+B)a E W

0.83 A" 1.3 Aa
= s =
a n ay n+1

en utilisant le lemme 2.8. Puis on a successivement:

2Ba”  Aa" (2B n+1
2b, | = = _
125, n? n+1(A n? )
_ Aa" 8Ba(n+1) Aa™
"~ n+1 n* <_1'32an+1’
4 4 a" n+l 3 a®
—ha,j = — = — 5
ag a n+l n? g n+i
n—1
4, |<dpe er(s B i1
ap a (n—1) n+llay Aa (n—1)
_ 98B Aa" _ 11 Aa"
dg n+1 ay ﬂ+1
n—1 n
[{(n-—l)z—l}aﬂ_ll = Ac < Aa” _n+t1 < 3 Aa"
n—1 ntl{n—1la  an+1’

2 n n
(n~172-1q, 22| < 3 44a” Aa" _ 3 Aa”
a a 8ay n+l1  8ayn+1
2 " n
—(n*-1a,| < 2p 30"
0 a n a ntl

La formule de définition de a,,..; nous donne alors

Aa 19 3
2 il
Rin+ 1%, | < n+1(1 Ra+ +a)

Pour a sufisamment grand, le crochet sera < 2« et ’'on obtiendra bien

Aarl+1

]an+1l = W . O
2.12 Avec les notations de 2.11, on trouve
al +36
%= T88
_ 17ai+72a5-48
& T 15243 °
— —200ag — 5200
5T 230400 ’
_ 14af +7425a§ + 31 500ag — 32 400ad +25 920
%=~ 207360023 7
_ 5a$—882ag + 113 288ad + 2469 600
o= 406 425 600 '

2.13 Dans les sections 2.13 A 2.15 nous prendons

ag = ﬂ\/%', .|

d’ou une suite (ap, @, @;,...) bien déterminée. La calcul donne

= log %aﬂ_ 1:

ag = 2.56510 as = 0.02809 ayy = —0.00153
a; = ~0.75115  ag = —0.01441 @y, = 0.00093
ay = —0.51556  a; = 0.00782 ap = —0.00057
a; = 0.14785 ag = —0.00442 |

ag = —0.05975 gy = 0.00257

En reprenant la preuve de 2.11, on voit que la majoration de |a, [ est
valable en prenant & = 17 et A = &. (Des majorations plus fines pour-
raient &tre obtenues ‘au prix de calculs plus techniques.) Soit R > 0 le
rayon de convergence de la série E o @A”. On a Ria . Pour
0 < A < R, posons

g1A) = Alogh + 3 a, A" | (38)

n=0
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2.14 Lemme On a

2g1

Ngi+Agi—g = —
1 YA81— &1 1—cxp(—g})

Ona

giA) = logA+1+ 3 na, A"
1

n=
giA) =A7 '+ 3 an-1a "2
n=2
AMHagl-gi =24+ Y (n2-1)a,A"
n=0
= —ag+2A + 3 (n2—1)a,A”
n=2
exp{—gi(A)} = exp{wl—logz\-al}exp{—— na,,)\"‘l}
=2

n

2
= m‘exp{—u},

avec
u= 3 na,A""1,
n=2
d’on
exp(~u) = p(~w)+1-u= -3 bA"+1- na,A" 1,
n=2 n=2
Ensuite

2 4a 2 <
'\{l—exP(_gi)} = _a_0+(1+_‘;’2)“+;; E {(n+1)an+1+bn}kns
ne=2

2081 =2+ X 2n(n+1)a,, A"

n=1

Nous devons vérifier que
M1—exp(—g1) A% +Agi—g1) = 2Ag].

L’identification des termes constants donne (—2/ag)(—ap) = 2. Celle
des termes de degré 1 donne (—2/ap)2+ (1 +4a,/ag)(~ap) = 4a,, ce qui
est vrai compte tenu de la valeur de a;. En degré n = 2, on obtient le

formule de définition récurrente de aniq-
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2.15 Théoréme Soit (a,) la suite définie en 2.13. Soit R l:e rayon de con-
vergence de la série E:=0 ayA" (rappelons que R = {5). Pour 0 <
A<R ona

gA) = Alogh + 3 a,A".
n=0

On reprend la notation g; de 2.13 et 2.14. On a, quam;i A—0,
84 > a>0, g} = —=,  AgiA) — 0.

Montrons que

g70) —A%R) = 4F(—gi(n)). | (39)
Les dérivées des 2 membres sont
' i I " g’ g"
20181~ 281’ ~Wlgl, S

et elles sont égales d’aprés 2.14. D’autre part, les 2 membres de (39)

tendent vers 3> quand A — 0. Cela prouve (39).

Posons maintenant

_ _ 2g(d)
B = e - 40
donc

81) —~Agiy) -

Pour A assez petit, on a p(A) > 0 et 1—p(A) > 0. Les rélations (39) et
(40) donnent ;

#A)? o
Az{l—,u,(l)} F( gl(’\)) - gl(A)zs

ce qui, avec la définition des fonctions H et J, donne

pA) ) |
—gi) = H = J(p(1),A). - a1
i) (m (@), 1) | (4n
Montrons maintenant que :
A2
1A} + —gi{A); = 1. 42
exp{gi(A)} exP{,u.(A) gil )} : (42)
Cette relation est équivalente a f
EN%10) — 3Agi(0) = log(1~€5i®). 43)

Les dérivées des 2 membres sont
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egig’l’
S 1-ef
et elles sont égales d’aprés 2.14. Les 2 membres de (43) tendent vers 0
quand A — 0. Cela prouve (42). On a donc

2
exp{—J(n(A),A)}+exp{—ﬁ;)~l(u(.\),f\)} =1

%+ 3rgi— g,

et le lemme 6 (b) montre que

MQ) = u(A). | (44)

Finalement, on a, d’aprés (23), (44), (40) et (41),
_ 2R s (L PP
8A) = A ) J(#(A)J) A2z\gi()¢){ g1} = g,().

Cette relation a été en fait démontrée pour A assez petit. Comme g et
&: sont analytiques sur 10, R[, on en déduit le théoréme. O

2.16 Remarque Etant donné le théoréme de Hardy-Ramanujan, il n’est

pas surprenant que g{A) — 11'\/? quand A = 0. Toutefois, cela ne sem-
ble pas évident a priori.

2.17 Remarque Soient A > 0, n un entier tendant vers +o et (m,) une
suite d’entiers tels que m, /An— . Alors, grice a la continuité de g,
le théoréme 2.4 entraine facilement que logr(n, m,) ~ g(\)Vn.

2.18 Comme dans [4], notons R(r,4) le nombre de partitions de n dont
aucune sous-somme n'est égale 4 a. Le résultat suivant est beaucoup

plus spécial que ceux de [4] et [5], mais ne semble pas une conséquence
de ces articles.

Théoréme Soit m un nombre impair tel que m = Va{l+o(1)}. On a
log R(n,m) = 2.0138Vn pour n > 1.

Nous utiliserons la fonction A — s{A) suivante, définic pour 0 <
A <1

= ) )

Soit i un entier pair tel que 0 <i<n. Posons n/i = A. Soit P
'ensemble des partitions de i dont toutes les parts sont paires et < m.
Soit P, I'ensemble des partitions de n—i dont toutes les parts sont > m,
La ‘somme directe’ d’un élément de @ et d’un élément de P, est une
partition de » dont aucune sous-somme n’est égale 4 m. D’autre part, 2
couples distincts de % X%, ont des sommes directes distinctes. Donc
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R(n,m} = Card(®P x®,);
log R(n,m) = log Card P, +log Card %,
= logp(3i,3(m—1)) +logrin—i,m-+1) :
= logp(3an, 3Vn{1 +0(D)}) +logr((1-A)n, Vn{l +o(1)})

= }ogp(%)ln, V;-/\-\/%)t_n{l + 0(1)}) |
+log r((l —am, Vfli’)‘?\/(i YT +o(1)}).

Maintenant, supposons que n — ® et que i est choisi de telle sorte que
A— Xy €]0,1[. On a, d’apres les théorémes 1.5 et 2.4,

1 f
IOSP(%M, 17"’;_)([1)_ V %/\H) ~ f(m)v Fhon,
logr((l—)t}n, %'-I—%S%-)-\/(l—z\)n) ~ g(ﬁ)\/(lmé/\o)n.
Soit € > 0. Pour n & 1, on a donc |
— {1 — 1\
logR(n,m) = {\/zTof(m) +V1 Ao&(m) }\/F_!
= {s(Ao) —€}Vn. '

Il semble probable que s(A) est croissant pour 0 <A <A; et
décroissant pour A; < A < 1, avec un nombre A, voisin de 0.34. En
tous cas, un calcul numérique fournit $(0.34) = 2.013844,- d’ou le
théoréme. O '

3 Etude de r(n, m) pour m < n3~¢,

Dans cette partie, nous utilisons des méthodes probabilistes en usage
depuis longtemps en théoric additive de nombres. Pour un emploi
récent de ces méthodes dans un sujet voisin, cf. [6].

3.1 Lemme Soient uy,i,,..., 4, des nombres réels > 0. On définit,
pour 1 <i =k, la fonction x,(t) qui vaut 1/u; pour 0 < t'< u; et 0 qil-
leurs. On pose

Pr = X1%EX2% " *Xp,

la convolée des fonctions x1,...,xk-
Soit maintenant f une fonction définie sur R. On définit par récurrence
Popérateur DWu, ,. .., u;; f,x) par
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DDGusif, ) = ) fle=w),
DPuy,...,u;5f,x) = DY ™Dy, u;_y:f, %)
~DYU Ny, i x—u).
Alors, s5i f est de classe C* sur [3,x] et si x = tytupt - tuetd, ona

k x
D(k)(ul 3eeey U ;f: x) = ( u,-) fé f(k)(t)qok(x - t) dr.
i=1 .

La démonstration se fait par récurrence sur k. Lorsque les u; sont

égaux & 1, la démonstration est donnée dans [7]. Nous remercions A,
Odlyzko pour nous avoir signalé ce lemme. [J

3.2 Rappelons quelques formules qui se trouvent dans [3].
— C3 12 1
pln) = 23 ? (Cln= 23D + fi(n),
ol

C=m3, o) = “%-—f, fln) = O(% exp%C\/ﬁ)

1 -
pln) ~ in expCVn,  rn,m) = D™ 1)(1,2,...,m—l;p,n). (45)

Enfin, la dérivée ¢ (x) s’écrit:

() _ exp'\/; 1
e ™x) = 272 Ym\ = 7 |

ol y,, est le m-ieme polynébme de Bessel. En utilisant le lemme
précédent avec kK = m—1 et ; = i, on obtient

" OV (i)

—2m+1',"72' pln—19 (t— 21_4)(m+1)/2}’m

n—4m(m—1)

O %
2m-—1
+0( exp%cx/?:) (46)

n
ol I'on a noté ¢ au lieu de g,,_;.

3.3 On fixe comme précédemment u; = i et l'on désigne par X; une
variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition est y;. On
choisit les X; de telle maniére que Xis..., X, soient independantes.

On appellera Y la somme X, + - - - +X,,-1, et la fonction de répartition
de Yeste. Ona

EC)=[ oot dx = 4i, Vi) =[ x%0) dv-Ex)? = 2,
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d’otr 'on déduit |
E(Y) = 2m(m—1), V(¥) = Jmm-1)2m-1).
On note o = VV(Y) I'écart type de Y et I'on appliquei Pinégalité de
Bernstein (cf. 8], p. 365): soit & un nombre vérifiant 0 < pu < o/m,

alors :
2 :

H
Proba(|Y—im(m—1)| = po) < 2exp(—m). 47)
3.4 Théoréme Soit0 <e< ietm=< né"‘; alors on a, qmjmd n— o,

=g (572" el (a7 |

Nous allons partir de la formule (46). Rappelons d’aboérd un résultat
de M. Chellali (cf. [2]); si m*%x — 0, alors =

Ym@®) = exp(3mZ){1+ O(mx)}.
Soit maintenant ¢t € [n—3im(m—1),n], on a
t=n+0n?3,
1

1
x:i= “m = '-Evz'i-()(n
2
YmlX) = eXP(— %;){1 +0(n ).

Le formule (46) devient

—5/6)

m

m 2 :
i, m) = B exp('m)ﬁw(n—”ﬁ)}r

2m+1,“_ 2
2m—1 :
+O( exp;%C\/E) (48),

n

avec

I=

" exp CVt— 24 f
fP(n—t) (I_L)(m""l)/_z dt. :
n—im(m—1) 24 .

Pour t € [n—3im(m—1),n],ona

t = n+0(m?

ct

2
(t— %) m+0/2 = exp{%(m+ 1) [logn+ O(%)”



146 Jacques Dixmier et Jean-Louis Nicolas
3
= /21 4 of T
n
On a ainsi
I=n=+0/211 4 O(n~3)} 7, (49)
avec

n
J=f e(n—texp C\t— & dr.
n—gm(m—1)

Lorsque m = o(n/*) le méme raisonnement montre que

n

J ~ expCyn @ln—1) dt = expCyn

n—3imim—1)

et le théoréme se réduit i

m—1
i, m) ~p(n)(m—1)!(§;) ,

qui a déja été démontré dans [3].
On peut donc supposer m = n /5,

On coupe alors lintervalie d’intégration de J de la fagon suivante.
Rappelons que

o = VHmm-1)2m~1) = yW(7).
On pose
T = minle, =), | p=n",
ay=n—imm-1), a; = n—imm—1) - ua,
@ =n—imm—1)+po, a3=n

et,pour 0 < i =<2,

Ji= fam e(n—fHexp(C\i— &) dr.

On observe ensuite que, comme m est supposé = /5, on a p < o/m

n
pour n assez grand, et que, pour x vérifiant u < x < o/m, on a
0= < i

4o
L'inégalité de Bernstein (47) impligue alors:

Proba(|Y - im(m—1)| = 'xcr) =< 2exp(—3u?). (50)
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Par application de la formule de Taylor, si t = +w et s1 h = o(t¥%,
alors on a :

2\ ‘

exp(CVI+F) = exp(cx/?)exp(%){i + O(t%g)} (51)

Evaluons maintenant J;. Il est commode de poser tp = n-—- im(m—1).
Pour ¢t € {a;,4;], on a i

t = t5+ O(po),

et, par (50),

exp(CVt—35) = exp(CVigh{1 + O(uon 2} .

exp(CVp){1+0( ™D}

i

On obtient alors :
a ;
Iy = OV 1+ 06} [ pla=t) .
ay :
Mais

a
j @(r—1) dt = 1-Proba(|Y - §m(m—1)| = ua)
ay :

et, d’aprés (50),
J1 = exp(CYi){1+O0(n ™%}

-et, par (51),

J; ~ exp(C¥n)exp i : : (52)
1 8Vn : .
Il reste & montrer que :
Jo+Jdy = o(Jy). (53)
On a
Jo= exp(C_‘\/E) f eln—1 dt,
¢t comme

(]

f ' @(n—1) d&t = Proba(Y—3m(m—1) < —po) < 2exp(-3n?),

on a bien Jy = o(J,).
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Pour évaluer J,, on fait une intégration par parties, en posant
u = —exp(CVi—F5) et dv = —p(n—1) de,
n—t
v() = f (W) dw,
0
On obtient

mim—1)~pe
I = exp(C\ty+po— &) f e(w) dw + K,
0

avec
" C exp(CVI—2)
K = ) —
J|, w5 TR
tytpor
Mais

tmim—1)—po
f @(w) dw = Proba(Y-3m(m—1) < —uo)
0

< 2exp(-3n?),
et il rester 3 montrer que K = o(J;). On écrit:

tﬂ+a-2/m_ n
K=K1+K2=J‘ -I-f
f

totaou o tat/m
Ona
i 0‘2 0'2
K, = zCexp(C\/E)(n—tu— ——)v(tﬂ+ ——).
m m
De plus
0'2 0-2 2 0.2
u(t0+ ;n—) Proba( mim—1) < m) = 2n3xp(—-9 ;15)
Comme

o

g a1, 1.1/5 ) m? _ 1/6
7 7EM = 0 et V;—O(n ),

3

on voit avec (52) que K, = o(J;).

Dans K, on fait le changement de variabie ¢ = fptxo. On obtient,
pour n assez grand,

o/m
Ki=sgo f v(tg+ xa)exp(Cyiy + xo) dx

m
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a/m
<20 2exp(—2x%)ex to)ex (C aid )dx
J; xp(—3x?)exp(Cytplexp Vi

On observe que
3/2
o m
Vo~ O(Tn )
et donc tend vers 0. On aura donc

K, < exp(CVR) f exp(—41) dx < exp(CVRexp(~4n").

On a ainsi montré que K; = o(J;), doit (53). ,
Dans (48}, le terme de reste est négligeable devant le terme principal.
En effet, le logarithme du terme principal est équivalent a C\/_ tandis

que
(2'"-1 C\/?z) cvVn
log -~ .

2 P 2
Finalement, en utilisant (48), (49), (53), (52) et (45), on a

(m-D!C m?
rin,m) ~ WCXP W

] m
5 (';'m+? \? exp( ) ~km+1);

_(m-1y1C™ exp( n)" 5(m+1)]

n

2m+1

m 2
—1—“(';”1)1(: exp( )n Hm*D exp(CVn )eXP( C—'J;)

T_GXP(C\/_)(m 1)'(7) exp{ (§C+515)m7‘2]
o e (-4

3.5 Remarque On reconnait dans le théoréme —(3C+ 1/2C) qui est le
coefficient de A% dans le développement de g(A). On espérait que, en
posant A = m/Vn ou A = (m—1)/Vn, on aurait obtenu une formule du
genre

log r(n, m)—g(A\)Vn — 0

ou
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logrin, m)— g( ) logp(n) — 0,

Jusqu’a présent, nous n’avons pas trouvé une telle relation.

4 Tables numériques

On construit des procédures permettant calculer les différentes fonctions
intervenant dans la partie théorique.

4.1 Calcul de F(x). Pour x > 1, on utilise la formule:

Fl) = nx+ 1

e
n=1

Pour x = 1, on utilise le développement en série entiére
Fx) = x— 322+ £x®— dor’+ - -

4.2 Calcul de H(y). x = H(y) est solution de Péquation

x? = y2R).
On part de xy = y, puis par la méthode de Newton, on calcule
2_,2
A+t = xn"_xn Y F;(xn) .
_ XY
n ex,,__l
4.3 Calcul de f(A). On a
2H(A
fA) = ,_Q —Alog(1—e~HO),

4.4 Calcul de M{A). On résoud I'équation

D(x) = exp{—J(x,A)} + exp{— ;-J(x, )\)} —-1=20,

ol

I(x,A) = H(—{F—x)

La encore on utilise la méthode de Newton. Comme valeur de départ
Xy on choisit

—0.78210g0.78%  si A < 0.25,

0.4 $i025<A<3,
1

" 2logh

siA =3,
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Puis on construit la suite

qui tend vers M(A).

(19).

4.5 Calcul de g(a).

A

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7

0.8

0.9

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

gA) = A—7——

)

0.11210
0.19648
0.27040
0.33753
0.39960
0.457 66
0.51238
0.564 24
0.61361

0.66077
1.04576
1.32903
1.54859
1.72307
1.86379
1.97838
2.07236
2.14988

221412
2.26758
2.31223
2.34965
2.38111
2.40763
2.43007
2.44909
2.46525
2.47903

ST

Le calcul de @'(x) n’est pas trés snmple on utilise

On a

2—MQ)
M)

g

2.51148
2.47163
2.43691
2.40548
2.37648
2.34940
2.32389
2.29972
2.27671

225471
2.07345
1.93573
1.82381
1.72951
1.64818
1.57685
1.51349
1.45663

1.40519
1.35831
1.31535
1.27577
1.23914
1.20511
1.17337
1.14369
1.11584
1.089 64

Px,)

J(MQ\),A).
A )
2 2.49079
3 2.54689
4 2.56031
5 2.56380
6 2.56474
7 2.56500
8 2.56507
9 2.56509
10 2.56510
20
30
40
50
60
70
80
90
100
200
300
400
500
600
700
800
900
1000

g)

1.06495
0.87690
0.75378
0.66555
0.598 58
0.54567
0.50262
0.46679
0.43641

027372
0.20495
0.16589
0.14035
0:12221
0,108 57
0.09791
0.08932
0:08224

0,047 28

0:03395

0.02676
0.02222
0.01907
0.01675
0.01496
0.013 54
0.01238
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