Parité de certains nombres de partitions!

Jacques Dixmier et Jean-Louis Nicolas?

Abstract. Let us denote by p(n,r} the number of partitions of n in at most r
parts. The aim of this article is to study the parity of p(r, r}. Setting «™ = 0 if
p(n—1,r)is even and v = 1 if p(r — 1,7) is odd, we show that, for r fixed, the
sequence #, = (uy ), is periodical and its smallest period w, is determined.
Various properties of these sequences u, are considered : symmetry, long range
of consecutive equal values,...

Let d(r) be the density of 1's in u,. The computation of d(r) for small r’s drove
us to conjecture that lim._, e d{r) = 1/2; but, unfortunately, we have not been
able to prove it. Partial results are given, showing that, for some subsets P of
the set of positive integers, limy_o0, rep d(r) = 1/2 holds, and, in some sense,
that, for » — co, r € P, the sequences u, tend to be equidistributed.

0 Introduction.

0.1. Si = € Z, on note T sa classe moduto 2. On note 0,1 au lieu de 0, T les
deux éléments de Fp = Z/2Z.

0.2. Soit p(n} le nombre de partitions de n. D’aprés article [9], 'examen des
tables numériques laisse supposer que, dans la table des B(n), les 0 et les 1 se
répartissent & &galité, asymptotiquement ; toutefois, cela n’est pas prouvé. Cf.
[8] pour le meilleur résultat connu i ce sujet. On pourra aussi consulter [10] et
[11}.

0.3. Soit p(n,r) le nombre de partitions de n en au plus r parts, et posons
up = Pn—1Lr). OnaBn—1) = u} pour r > n— 1 (cf. 1.8). L'stude
des w7 ne nous a matheureusement pas permis d’obtenir des résultats nouveaux
concernant les H(n). Mais les propriétés des u sont intéressantes ; elles font
Pobjet du présent mémoire.

0.4. Les chapitres 1 et 2 sont des préliminaires techniques. Au chapitre 3, nous
montrons que les suites u, = (u]'), ., sont périodiques, et nous déterminons la
plus petite période w, de u, (3.8). On a w, |we41 pour tout r. Nous établissons
diverses propriétés (symétries, longues suites de zéros consécutifs) de ces suites
ur. (3.10, 3.11, 3.17, 3.18, 3.20).

Onaw; =4, wy =12, wy = 24, w5 = wg = 240, wy = 1680, wg = 3360, wy =
10080. Les calculs ¢ la main concernant les u™ sont donc faisables pour r < 6,
pénibles pour r = 7,8, décourageants pour r > ¢. Les résultats numériques
indiqués plus loin ont donc nécessité Iordinateur.
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0.5. Puisque ws = 240, on a u?‘"“o = ug. Malis on constate que, plus précisé-
ment, on a uf +120 = uz + 1. Nous dirons que us est antipériodique. Au chapitre
4, nous déterminons les entiers r tels que u. soit antipériodicque. Iis sont rares
et cela pose quelques questions arithmétiques.

0.6. Les chapitres 5 et 6 sont des préliminaires. La suite u, peut étre considérée
comme une fonction Z/w, —+ {0, 1}. La décomposition en facteurs premiers de
wy ne fait intervenir que des nombres premiers p < », avec 'exposant 1 si
p > 2 Considérons la restriction trp de ur au facteur direct Z/p de Z/w,.
Aux chapitres 7 et 8, nous déterminons les Urp pOUr /2 < p< 1.

0.7. Dans chaque période w, de u,, considérons la répartition des 0 et des I
parmi les u?. Soit d(r) la proportion des 1. Au chapitre 11, nous donnens un
algorithme de calcul de d(r). En annexe, la table | donne, pour r < 32, la
valeur de 1/2 —d(r) et celle de la plus petite période w, de u,.. La table 2 donne
la décomposition en facteurs premiers des périodes w, indiquées dans la table
1. Le lemme 9.3 donne une majoration de |1/2 — d(r}{ facile & calculer lorsque
# est grand. La table 3 donne cefie majoration pour 993 < r < 1002. Au vu
de ces résultats, il ne fait guére de doute que d(r) = 1/2 quand r — co. Nous
avons sealement pu prouver ce qui suit (9.4, 9.8) :

Soit p un nombre premier tendant vers U'infini. Alors

1 Int+1 1 3p+3 1
d(p-_{—l}—)z, d( 5 )—-}2, d( 3 3
Soit « €]0.535, 1[. Pour tout R > 1, posons #R) = R*. Alors

1/4(R)

I

RSrERH4(R)

a(r) - %‘ —+0 quand R — co.

0.8, Non seulement les zéros et les uns semblent s’équilibrer parmi les u? (r
fix¢}, mais ils semblent équidistribués. Nous prouvons (10.17) qu’il existe une
partie infinie P de N telle que :

Solent rg, ng des entiers fixés. Pour r > rp, soit A, I'ensemble des n € Zfw, tels
que n = ny (mod wy,) ; soit B, Iensemble des n € 4, tels que 7 = 1. Alors,
Card B,/Card 4, — % quand r — oo en restant dans P. (Il est probable qu’on
peut prendre P = N, mais nous ne savons pas le prouver.)

0.9. Dans tout Darticle, k désigne le corps IFy = Z/2 et k une cloture algébrique
de k.
Si P € k[z], on note A(P) le nombre de coefficients de P égaux 4 1.
5i f est une fonction complexe définie sur X, fllee = sup | f{z)}.
zeX

51 m et n sont des entiers positifs, nous noterons m mod n le reste dans la
division euclidienne de m par n. Si a et b sont des entiers, la congruence de a
et b modulo n sera notée ¢ = & (mod n).
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La letire p désigne toujours un nombre premier {sauf au chapitre 1 ot nous

sommes forcés de 'utiliser pour des fonctions de partit

de ne méme plus le signaler.

tions), el il nous arrivera

Table des définitions et des notations.

: 01

p(n): 0.2, 1.4
pln,7) - 03, 1.1
ur 03,12

wy 04, 2.10
Urp @ 0.6, 7.11
d(r): 0.7,9.1
A(P):- 09
g(n): 1.5
g(n,v) : 1.5

g L8

a;{r): 2.1
ug(n) : 2.2

c(n) - 2.2

a(r) : 2.9
2-critique : 2.11
k:0931
k:09 34
Se{z) 1.2, 3.1
F.(z) : 31

8|

P.(z): 3.9

suite principale : 3.19, 4.8
n-périodique : 3.20
antipériode : 4.1
antisymétrie : 4.5

Ap : 5.1

©,:5.2

52

Jp 1 5.4

T, :54

gy 5.6

E,: 5.8

Fyp(z) 159

Asp: 5.9

dyp 1 5.9

F o~ F': 521

fonction décomposée : 6.1
A(f) 1 6.3,10.1

Af) : 6.3,10.1
8(f):6.3,10.1,11.5

1 Definition des u;.

E(7':8.1

fEr 92
G102
“xp: 10.2,10.13
D FFi102
iy 102
s ¢ 0.9, 10.2
cel 108
" Z:10.13
fp 1003
iz : 10.13
> 1013
Tt 10,13
S 1013
¥, : 10.13
: ﬁ_,-}: 10.13
R 117
Rk By 117
{ PHn): 1111

D L(zy): 1111

1.1. Secient n,r des entiers > 1. On note p(n,r) le némbre de partitions de n
en parts au plus égales & r. La série génératrice de p(n,r) vaut donc

co n 1 :
1+Zp(n,7')z = (IHZ)(lmzz)...;(l—zr).

On sait, d’aprés 1’étude du diagramme de Ferrers (cf. [5], chap. 19), que p(n,r)
est aussi le nombre de partitions de » en au plus » parts. On pose p{n,r} =0

pour n < 0 et p(0,r) = 1. On a p(n, 1} = 1 pour » > 0.
En utilisant la série génératrice, on obtient [a formule

pln,r) =pln,r— 1)+ p(n — 7, 7).

{cf. [4]) -



96 Jacques Dixmier, Jean-Louis Nicolas

Nous atlons étudier la parité des p(n, r).

1.2, Pour n € Zet r > 1, posons
u =P(n—1,7) € Z/2.
La série génératrice des u?, pour r fixé, est donc, dans Fy :

z

S} = 2w = T Ay Ty

On a
! =0 pourn<0. (1)
uf =1 pourn>1. (2)
et pour r > 2,
ur=pn-Lr)=Bn—1r—1)+Bn—r—1,7)
donc,

ur =ur " +ul, pourr>2 (3)

Il est clair que la suite double des u*(n € Z,r > 1) est déterminée par 0, (2,
(3). On déduit de (3) :

. - ] n—(a—1jr -
wf = w4 T T T e )
n__ ,n n—r n-=2r
U, = ur—-l"'ur'—l +ur—l +... (5)

1.3. Voici un tableau des premitres valeurs des w2 (il y a intérét & partir de
n = 0, bien que 22 = 0).

n= |01 )2([3|4|6(6|7[8]o10]11[12T13]14[15
=1j0j1|ig1fjafrfafrjrfrjirfr{1 11
=201 j1Jojofr{1|afo]a|rofoTr]1 0
=3|0|1jt|of1fofidi1]o]ololool 1l 1To
=401 fof1j1]Jogrjrjijol1[1lToj1¢1
S{oj1|1fojef1]t]|of1fJof1 ot |11 ][0
n= [16 |17[18 192021 ]22)23]24[25[26(237[28 (2930
P Tl yr il r|T]11]z
r=2j0f1[1JeJof1|1fJojol1|1[ofol i1
r=3|1[0J1i1jojofJofJoJo[1f1Tolr (o1
r=4)0f0jotojoofolofol1j1t0[1 10
r=5 | 011 [1]Jofeli]1t|T 11001
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1.4. Soit p(n) le nombre de partitions de n. Le nombre de partitions de n en
parts au plus égales & r, et ayant une part égale & r, est p(n —r,7). On a

pln) = Zp(n —-rr)= Zp(n— )
r r=1

n) = 3o,
r=1

Mais on va voir qu’il existe des formules plus économiques liant B(r) et les
coefficients u?.

1.5. Soit ¢(r} (resp. ¢(n,r}) le nombre de partitions de n en entiers impairs
distincts (resp. en r entiers impairs distincts). On pose ¢{n,r) = 0 pour n < 0.
On a ¢g(n,7) = 0 si n et » sont de parités distinctes, g(n, 1) = 1 pour n impair,
n > 1; il est classique (cf. [4]) que

1 1
g{n,7)=p (En - 51'2, r) .

On en déduit les formules :

z
§2m—-1,7) = Plm-— %{ir'2 +1), 7} =ur D et impair
1 —1.2 . R
F2m,r) = Bm—rlri=un L et pair.

2

D’autre part, g(n,r) = 0 pour » < r? car la somme des r premiers nombres

impairs est 2. Donc
gn) =3 qln,r)= 3 aln,)

r 1Lr v

et par suite
g(em-1) = > udy e
1€r[(1+v2m~T1)/2]
0.2
om = 3w

12r<|4/m/2]

1.6, Il est classique et facile (cf. [5]) que p(n} et g(n) ont la méme parité.
Dans les deux formules précédentes, on peut donc remplacer 7 par 7, d’olt des
sommations plus rapides qu’en (1.4). Notons que MacMahon, dans [7], a donné
une méthode de calcul de B(n) qui utilise I'identité de Jacobi (cette identité est
exposée dans [5]).
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1.7. A partir de p{n, 1} = 1 {pour n > 0), la formule donnée en 1.1 :
pln,7) =p(n,r ~ 1)+ p{n —r, r)

permet de caleuler p(n, ) pour » = 2,3, . .. (avec la convention p(n,r) = 0 pour
n < 0). Par ailleurs, d’aprés la définition de p{n,r),on a

p{r) =pln,n)=p(n,n+ 1) =p(n,n+2) =...

Ces remarques avaient été utilisées par Euler pour calculer p(n) (ct. {4]).

1.8. De méme, les suites u, “stabilisent” :
Ul S UR S UL =R, = (2 2).
Notons w, cette valeur commune. Donc
¥l =v, pourn<r4l.
De la définition de u” et de 1.7, on conclut

o = B(n — 1).

2 Quelques fonctions auxiliaires

2.1. Soit 2 = py < p; < p2 < ... la suite des nombres premiers. Pour tout
entier r > 1, on définit les entiers positifs ou nuls ao(r), a1{r), az(r),... par les
conditions

p;'i(") ﬁ r< p;j(")‘f‘l. (6)

Autrement dit,

a;{r) = {logr/logp; . @)

On a a;(r) = 0 pour p;j > r. La suite (ao(r), @1(r),...) est décroissante d’aprés
(7).

2.2. Pour tout entier n > 0, on notera va(n) la valuation 2-adique de n. Donc
n = 23" n’ avec n/ impair. En désignant par z un entier quelconque

gualn) - pour » = 2z + 1,
gualn) 9 pour » = 4z + 2,
gvaln) pour n =8z + 4, ...

On posera :
9va(1) + qua(2) + .4 gualr) _ C(TL).

On a ¢(1) = 1,¢(2) = 3,¢(3) = 4,¢(4) = 8. D’autres valeurs de ¢(n) sont
données dans fa table 1 en annexe.
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Pour n = 0,1,2,3 (mod 4), on a ¢(r) = 0,1,3,0 {mod 4). En effet, on vient
de le voir pour n = 1,2,3,4. Admettons que ¢(41) = 45 {i,j € N).. Alors
e(4i+1) = c(4i)+1 = 4j+1=1 (mod 4), e(4i+2) = c(fi+1)+2 = 4j43 =3
(mod 4), c(4i+3) = c(4i+2) + 1 = 45+ 4 = 0 (mod 4}, c(4i+4) = c(4i + 3) +
gualitd) — 44 4 4 4 2230344 = 0 (mod 4), puisque vq (44 +4) > 2.

2.3. Lemme. Soient n un entier, n > 1 et 7 = 2", On a c(2n) = 2e(n) +n, et
pour r > 0, ¢(2°n) = 271 (2¢(n) + rn). En particulier, c{27) = 277} (r 4 2).

En séparant les nombres pairs et impairs, on obtient

c(2n) _ 21.::(2) + 2:;2(4) + ...+ 202(2") + 2”2(1) 4 2"'2(3) 4.+ 2“2(2"—1)
21+u;(1) + 21+l‘2(2) 4.+ 21+U2('3) +1414...+1
Ze{n) 4 n.

La formule ¢{27n) = 2"~!(2¢{n) + rn) s’obtient alors facilement par récurrence
sur r.

2.4. Soient n,s des entiers tels que 5 < 2. on a (2" + 5) = vy(s). Il résulte

de 14 que
(2" 4+ 5) = (2™ +e(s) = 2" L(n 4+ 2) + c(s).

Oun en déduit par récurrence que si un entier r admet la représentation dyadique
2" 4272 4 . avecny > mng > ..., aloms

e(r) =e(2™) +c(2™) + ... = 2" ny + 2) 4+ 2% Hny 4 2) 4 ...
Notons que, par le lemme 2.3, cela implique, pour & > 1 et n pair
e(2%k + 3) = c(27k) + c{s) = c(s} (meod 27)
ce qui généralise la propriété décrite en (2.2) pour n = 2.
2.5.Ona
(T )= () 2 = 2 (n ) - =2+ 1) < 2.2 Yn + 2)

donc
e(2° — 1) < 2¢(2™).

2.6. Siz est un entier, z > 2, on a
e(z + 1) < 2e(z).

En effet, si z et x + 1 appartiennent & un intervalle [27, 2"+! — 1}, cela résulte
de (2.5). Sinon,onaz=2"—1,z+ 1= 2" pour un n > 2. Alors,

2e(2" — 1) ~ ¢f2") = 2(c{27) — 2°) — e(27)
o(2%) ~ 27t = 2"l (n 4 2) — 27l — 9nYn _ 9) > (.

2e(x) — ofz + 1)
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2.7. Soit r un entier, r > 0 ; en désignant par log, le logarithme en base 2, on a
ir(logngr 1) < e(r) < r(log, 7 +3).
En effet, posons n = |logy7|. Ona 2™ < r < 2% donc
e(2%) < e(r) < ef2™th
c’est-a-dire, d’aprés 2.3
2" Hn+2) <elr) < {n+3).
Alors
1 1 1 -
jlegr+1) < 77(n+2) < Z2="+1(n +2) = 2" Yn +2) = ¢(2")
< glr) < o2M) = 2 (n 4+ 3) < r(log, T+ 3).

2.8. On déduit de 2.7 que

log, ¢(r) ~ logyr  quand r — co.

2.9. Pour tout entier » > 0, on définit I’entier a(r) par
2a(r)——] < C(?‘) Sga(r).
Awutrement dit,
a(r} = [logz e(r)].
En 2.1, nous avons défini ag. On 2 2070 < » < ¢(r) < 2%(7) donc ag{r) < a(r).
Compte tenu de 2.8, B

a(r) ~log,r quand r — co.

2.10. Pour tout entier v > 0, on pose

wr =20 TT 3,
i1

Notons que, d’aprés la définition des a; donnée en 2.1, le produit ci-dessus est le
ppcm des nombres impairs inférieurs ou égaux & ». Les nombres w, vont jouer
un réle essentiel. Leurs valeurs sont listées dans la table 2 en annexe.

2.11. Les nombres a;(r) introduits en 2.1 ont les propriétés suivantes :
() ai(r) > ai(r — 1);
(ii} st 7 n’est pas une puissance de ps, a;(r) = ai(r — 1);
(ii)sir=pf avech>1,0na ai(r)=h,ai(r —1) = h—1.
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Les propriétés (i) et (iii) sont évidentes. D’autre part, si ai(r —1) < ai(r), on 2
p o1 plilr=tH £ palr) <
t —_ ¥ -_—

done r = p?"(r), ce qui prouve (ii). Par ailleurs, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) ofr) > a(r - 1);

(v} il existe un entier n tel que e{r — 1) £ 2" < ¢(r).
En eflet, si (iv) est vérifiée, on a a(r — 1) < a(r) — 1, donc

efr—1 & 9a(r=1) < golrl=1 « 4(7)

done (v) est vraie avec n = a{r — 1). Réciproquement, si e{r — 1} < 2* < ¢(r},
on aa(r— 1) < n, e{r) > n, donc a(r) > a(r —1).

Nous dirons que r est 2-critigue si les propriétés (iv) et (v) sont vérifiées. Pour
le sujet de cet article, les nombres 2-critiques sont, relativement au nombre
premier 2, les analogues des puissances des nombres prermiers impairs.

Les nombres 2-critiques inférieurs & 10000 sont

2.4,5,8, 16,24, 40, 65, 128, 256, 448, 769, 1472, 2625, 4865, 8961,

Notons que le calcul de e(r) s’effectue trés vite en utilisant 2.4.
2.12. Si r est 2-critique et r # 2, on a a(r — 1} = a{r) — 1. En effei, =i
a{r—1) <afr) -2, 0na

C(T _ 1) < 2a{r—1) < 241(:')»-2 < 2a(r)—1 < C(T)
donc e(r) > 2¢{r—1) et par suite r—1 = 1d’aprés 2.6. Cela contredit I'hypothése
r#2.

2.13. Soit r > 3. Dans le passage de w,_; & wy, quatre cas sont possibles
d’aprés 2.11 et 2.12 :

1. r n’est pas puissance d’un nombre premier impair et n’est pas 2-critique.
Alors wy = wr_3.

2. r = pP ol p est un nombre premier impair et * n’est pas 2-critique. Alors
Wy = Pr—1.

3. r n'est pas puissance d’un nombre premier impair et r est 2-critique. Alors
Wy = 21,

4. v = p" ol p est premier impair et r est 2-critique. Alors w, = 2pw,_;. Ilen
est ainsi pour 7 = 5. Cf. 4.9 pour d’autres exemples et des comimentaires.
Nous ignorons s'il existe une infinité de tels nombres.

2.14. Sir = Hp?" est la décomposition de r en facteurs premiers, il est
clair que a; < a;{r) pour tout j. En particulier, @y < ao(r} < e(r). Donc
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r|we. Sir > 3 n’est pas une puissance d’un nombre premier impair, on va voir
qu'en a méme r |wr_ . Sir n'est pas 2-critique, c’est clair puisque wy_; = w.
Supposons r 2-critique. Alors w, = 2w,_1. On a 2°2) < 7 < ¢(r) < 2% done
v2(r) < afr), valr) < a(r) ~1 = a(r — 1) = wa(w,_1) et notre assertion est
encore vérifiée.

3 Périodes et symétries des u,.

3.1. Soit & = Z/2. La série génératrice des u?, pour r fixé, a été donnée en
1.2

Sr(z) :ngnu?zn = (I+2)(1+22).. . (1+7) € K[[z]] N k(2).

Nous poserons

Fr(s)=(1+2)1+28) ... (1+27).

3.2. Disons qu’un entier w > 1 est une période de la suite u, si ult¥ = 4® pour
n 2 0. (C’est un abus de langage puisque v? = 0 pour n < 0). Le tableau 1.3
montre que ) n'est pas périodique avec cette définition (cf. corollaire 3.10).

Lemme. Soient r,w des entiers, r > 2, w > 1. Les conditions suivantes sont
dquivalentes :

(i)} w est une période de u, ;
(i3} Fe(2) divise 1 + 2 dans kfz].

(it) = (i). Supposons
142 = Q(2)Fr(2) = QUa)(1 + 2)(1 +2%) .. (1 + 2")
oli @ € k[z]. Notens qu’alors
degQ:w-—é—r(r+1]§w-3. ) (8)
On a dans kf[2]] :
Se{z) = 2Q(2)(1 4 2*) "t = 2Q(2) (1 + 2 + 22+ ..)
donc u, admet la période w.

(i) = (ii) : méme raisonnement en sens inverse.

3.3. Soit n un entier, n > 0. Posons ve(n) = v et n = 2’ On a dans k2]
142" = 1422 = (147

1+ z}zv(l R z”f“l)zu
(14270 ()

i

Il
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ott U(z) € k[z], U(1} = 1 (car n’ est impair}, donc 1 est racine d’ordre 2v2() de
1+ 2", On en déduit que 1 est racine d’ordre c(r) de F.(z) {cf. 2.2).

3.4. Soit £ une cloture algébrique de k. Tout p € & — {0} est racine i-éme de |
avec i impair; (en effet, p appartient & une extension finie de & de degré, disons
d, et dans cette extension, tout élément non nul est une racine (2¢ ~ 1)-iéme de
Punité). Siiest le plus petit entier impair tel que 7 =1, on dit que p est racine
primitive i-éme de 1. Supposons qu’il en soit ainsi; alors

pP=1le=ilj

Soit 7 = is avec s entier. Si s est impair, p est racine simple de 1 + z/. Plus
généralement, soit s = 2%’ avec v = vy(s), s’ impair. On a

1+Zj - 1+z2":’3' - (1_|_zis’)2"

donc p est racine d’ordre 2V*1*) de 1 + 2.
Notons que, si g est premier avec i, ¢ = p7 est aussi une racine primitive i-éme
de 1.

3.5. Soit i un entier impair, ¢ > 3, et soit p € k une racine primitive i-éme de
1. Si i > r, p n'est pas racine de Fr(2}). 5i ¢ < r, posons {r/i! ={. Alors p est
racine de 142, 14- 2%, ..., 1+ 2% avec les ordres 2v2(1) 9v2(2)  ovalt) dane
p est racine d’ordre c(t) de Fr(z).

3.6. Lemme. Soient r,w des entiers strictement positifs, w = ]___[ p?" la décom-
iz0

position de w en facteurs premiers. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i} Fr(z}f1+2%;

{1i} 220 > ¢(r) et a; > a;(r) pour j > 1.

(i)=> (11). Supposons (i) vérifite.

D’aprés 3.3, 1 est racine de 1 + 2 d’ordre 2%°, ef racine de F,.(z) d’ordre ¢(r).

Donc 2%° > c{r).

Fixons j > 1. Posons p; = p, a;{r) = a, a; = a. Soit p € k une racine primitive

p?-iéme de 1. Alors F,(z) s’annule pour z = p (car p* < r}, donc 1 + p* = 0.

On a w = gp® avec ¢ premier & p. Soit ¢ = p?. Alors (¢f. 3.4) o est racine

primitive p*-iéme de 1. Or

O=14+p%= 1+pqpa =140,
Si a < g, ily acontradiction. Donc « > a, c'est-a-dire a; > a;(r).

{i)==> (1). Supposons (ii) vérifice.

D’aprés 3.3, Pordre de 1 comme racine de 14z majore son ordre comine racine
de F.(z).

Soient maintenant i un entier impair, i > 3, et p € & une racine primitive i-¢me
de 1.

(a) Si i > v, p n’est pas racine de Fi.(z).
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(b) Supposons ¢ < r. Soit t = {r/i]. Soiti= Hp?j la décomposition
izt

de 7 en facteurs premiers. Comme 7 < r, on a §; < a;(r}, donc i < aj pour
J > 1; donc i|w et w = is. D’aprés 3.4, p est racine de 1+ 2z & lordre
2vale) = 9valw) = 9% Daprés 3.5, p est racine de F.(z) a Vordre c{r). Or
cft) < ¢fr) < 290,

Ainsi, la condition (i) est vérifide.

3.7. Pour une preuve ultérieure, notons que, ci-dessus, { = [»/%] < |r/3) donc
e(t) < e([r/3)) < cfr) ~ 1.

3.8. Proposition. Pourr > 2, la suite u, est périodique. Sa plus petite période

est .

Cela résulte de 3.2 et 3.8.
3.9. Le polynome

wp—1

S upem = 2(1+2)/Fo(z)
n=0

sera noté Pr(z) et appelé le polyndme générateur de u,. Posons %r(r-}— 1}=R.
D’aprés (8), on a

deg Pr =w, - R+ 1. (9)

3.10. Proposition. Soit r un entier, r > 1. Posons %r(r+ I)=R. Ona

up =0 pour w,— R+2<n<w,,

D’aprés 3.9, on a u® = 0 pour w, ~R+2<n<w —1. Etur =48 =10,
Corollaire. Pourr >1 ona u?-}-w, =u; pourloutn > 2— %r(r + ]_)_

Cela résulte de la proposition 3.10 et de la définition 3.2.
3.11. Proposition (symétrie). Soient r, B comme en 3.10. On a

ul o e ft2on pour

0<n<w —R+2. (10

Comme 1 + z¥ et F,(z) sont des polyndmes réciproques, il en est de méme
du polynéme 2~ P,(z), d’on aussitét (10) (sauf pour n = 0); mais u? = ¢ et
w2 — 0 d’apres (3.10).

3.12. Remarque. La longue suite de zéros fournie par 3.10 est maximale en
ce sens que u¥ At = 1 (daprés (10)) et w¥rt! =ul = 1.
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3.13. On considérera souvent la fonction u, comme définie sur le groupe Z/w,,
qui sera parfois identifié & {0,1,2,. .. ,w,—1}. Pour ne pas alourdir les notations,
on confondra parfois les entlers et les classes de congruence. La fonction u,
sur Z/w, peut aussi dtre considérée comme un élément de lalgébre du groupe
k[Z]w:).

11 est bon de visualiser les points de Z/w, comme w, points disposés réguliére-
ment sur un cercle. La répartition des v fait alors apparaitre deux “centres

de symétrie” :lw, - lR +1,wp, — -R+ 1. Comme w, est pair (pour r > 1),
deux cas sont possibles : st r = 0 ou 3 (mod 4), R est pair et les deux centres
de symétrie font partie des w, points cheisis; si » = 1 ou 2 (mod 4), c’est le
contraire. Ci-dessous les figures pour r = 2 ou 7 = 3 {on a renforcé la portion
de cercle correspondant & la suite de zéros de 3.10). On a indigué & Pintérieur
des cercles les valeurs des u.

0=4

3.14. Si ¢(r) n'est pas une puissance de 2, on a 240} > ¢{r), donc {cf. 3.9, 3.3
et 2.10) 1 + z| Pe(z). Donc Pr(1) = 0, c’est-a-dire

we—1

Z ult = 0. (11)

r
n=0

- . 1
Par 3.10, cela peut aussi s'écrire, en posant Er(r +1)=R,

wr—R+1
ul = 0. (12)

-~
n=0

Sir = 1ou 2 (mod4), R est impair et (12) est conséquence triviale de la
symétrie (10). Sir = 0 ou 3 (mod 4), R est pair. Le point fixe de la symétrie

o1 1 .
n—+ wy — B+ 2 — n dans [0,w, — R+ 2] est 'entier Fur -2-R+ 1. La relaticn
(12) entraine compte tenu de (10)

Leyo—1
wfrTE g, (13)
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(Pour » < 10000, les seules valeurs de » pour lesquelles ¢(r} est une puissance
de 2 sont, 1,3,4, 15, 64, 255, 447, 768, 1471, 2624, 4864, 8960}.

3.15. Si ¢(r) n'est ni de la forme 27, ni de la forme 2" — 1, on a 2°(7) > e(r)+1,
donc

Fulz) = (14 2)2Q(2) = (1 + 29 Q(2)
ol Q(z} € klz]. Alors

2 ufnZZn et Z u3n+zzzn+l

0<2n Cw,—1 €I +1<w —~1

sont divisibles par 1+ 2% (les quotients sont respectivement les parties paires et
impaires de Q) ; donc Z ulz™ et Z 2™+ 2" sont divisibles

| & 0<2n<w,~1 0€2r+1<w,~1
par 1+ 2z, d’ot
Z u =0 et Z wrtt =g
0<2nCw,—1 A< 2n+1<w,—1

(Pour r < 106000, les seules valeurs de r pour lesquelles ¢(r) est de la forme
2" — 1 sont 1,2, 14,254, 446, 1470].

On a des énoncés analogues 4 3.14 ot 3,15 en étudiant la divisibilité de P.{z)
par 1 + 23, ete.

3.16. Lemume. Soit r un entier, r > 3. Soit w une periode de up_y. Siul =0
pourw —r+1<n <w, alors w est une période de u,.

Montrons que w7* = u® pour n > 0. Sin =0, on a ult® = 4 = 0 par

hypothése, et »? = 0. Supposons 1 < n <r. Alosw—r+1<ntw—r<uw
donc B -

uf v < g, (14)
Alors
upte = qphesr gt d’aprés (3)
=u ¥y d’aprés (14)
=ul_, car w est période de u,_;
=u? d’aprés (3), car n — r < 0.

Supposons e > r et notre égalité prouvée pour les entiers < n. Alorsn—r > 0
denc B

ult TR = T d’aprés 1'hypothése de récurrence. (15)
Donc
bt ynerde ulty d’aprés (3}
=yl ity d’aprés (15)
S T T car w est période de u, .

=u? d’aprés (3).
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3.17. Proposition. Scieni r et w deur entiers, r > 2, w > 0. On suppose que
up = 0 pour w — rg-r(r + 1Y+ 2<n<w. Alorsw est une période de u,.
Sir=2onau} =0pourw—1<n<w, donc 4|w d'aprés la connaissance
de us, d’ol la proposition dans ce cas. Supposons la proposition établie pour
r—1. .

Soit » un entier tel que w — ET(T - 1)+2<n<w Ona

1 1
n—r2w~Er(r-1)+2f1—=w—§?‘(r+l)+2

danc uP = w?~" = 0. Par suite, «'_, = 0 d’aprés (3). D’aprés ’hypothése de
récurrence, w est une période de u,—1. Or on vérifie aisément que —r + 1 >
-—%r(r + 1) + 2. Donc le lemme 3.16 s’applique et entraine la proposition.

3.18. Proposition. Soif r un entier, r > 2. Soient i,5 des entiers > 0 tels

gue uf = 0 pouri<n<i+s. AlorssS%r(r+1)—2.

Supposons s > -;—r(r +1}— 2. Alors ¢ + 5 — %r(r + 1) +2 > 4 Appliquant
la proposition 3.17 avec w = ¢+ &, on voif que i + s est une période de u,,
dene un multiple de w,. Alors WAREE AR ALILa L | (3.12). Or
i+s— %r(r+ 1) 4+ 1 > i, contradiction.

3.19. Appelons suite principale de zéros de u, la suite finie ul,
1
Wy — i—r(r+ 1)4+2<n < w.

Considérons une suile non principale de zéros consécutifs de u, non extraits de
. - . . 1
la suite principale. Alors, si » > 4, elle contient au plus 5r(r+ 1} — 9 éléments.

La propriété est vraie pour » = 4 (exarmen direct), et s’en déduit par récurrence
par les mémes raisonnements qu'en 3.16 et 3.18. Ce résuliat est certainement
loin d’&tre optimal. Par exemple, pour # > 6, une suite non principale de zéros

. 1 . .
contient au plus §r(r + 1) — 15 éléments, car la propriété est vraie pour r = 6

(examen direct) donc pour 7 > 6 par récurrence.

3.20. Disons qu’une suite finie d’objets (a1,a2,...,an) est n-périodique si
@i =fisn pour 1 <i<i+n <N,

- . ) . . nln—1)
Proposition. Soient r,i,s,n des entiers ({,5,n > 0, r > =——~ +2). On
suppose que la suite (ul, wi¥1 wit? . uit?) est n-périodigue. Alorss < —2-r(7'+
1)y —2.

1 . . .
Supposons s > ET(T 4+ 1) — 2. En utilisant (3}, on voit que la suite
(i ity
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est n-périodique, et s —r > l(r - 1)r — 2. En outre, si n|r, en utilisant encore
(3), cette suite est (0,0,...,0).

L’un des nombres 7,7 — 1,... ,7 —n+ 1, disons r ~ t, est divisible par n. On a
0 £t < n— 1 En répétant le raisonnement précédent, on voit que la suite

ittr | i4tr4l idirg2 i+
(z Uy upry e, U y)

Feat ¥ - ] R e ]

est n-périodique, 4 condition que { < ret s > fr. Oron a

r~t—1>r—t—22M—tg%;ll—(n—l]zﬂ
et
1
s—ifr+1) > -2—1"(1‘+1)—1ﬁt(r+1)
1
= E(r—-tfl)(r——t)—i—r—l-—ﬂézill
i —_
> Lo i oy e e
2 2
1
> a(rﬁt—l](r-—t)+1.
Donc s —ér > 1. La suite
(T, W T Rty

L

est donc une suite de zéros, et s — {(r + 1} > 3

contredit 3.18 puisque r—¢t - 1>r—n > 2.
(Nous verrons en 7.7 des exemples non triviaux de suites (uf, ..., 4+ qui sont
n-périodiques).

(r—t—1){r -1} -1, ce qui

4 Antipériodes des u,.

4.1. Nous dirons qu'un entier o > 1 est une entipériode de u, si
uPte =yt 11 pour n > (.

Seit @ la plus petite antipériode de u,, 'l en existe. On 2 2 = hw, avec A
entier, i > 1. Supposons £ > 2. Si A = 2, on a o = w,, contradiction. Si A >3,
onao—uw > 2w, —w, >0; or o —w, est une antipériode, contradiction. Donc

1 -
h=1leta= Ew,.. Ainsi, deux cas sont possibles :

1. Tl n’existe pas d’antipériode.

. . 1
2. La plus petite antipériode est U, auquel cas les antipériodes sont %w,,

3 5
Ew,.,fw,, .
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4.2. Solent r et n des entiers, avec r > 3. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i} » est tmpair et ¢(r — 1) =27,

(if) e(r) = 2° + 1.

Commer > 3,onac(r) > 4, e(r— 1) > 3, donc n > 2 dans les deux cas.
Supposons ¢(r) = 2" + 1. D’aprés 2.2, r = ds+ [, donc ¢(r} = ¢(r — 1} + L et
c(r—1) =27,

Suppesons r — 1 pair et ¢(r — 1) = 2. D'aprés 2.2, r — 1 = 4s, donc ¢(r) =
e(r—1)+1=2"+1.

4.3. Soit r un entier, r > 3. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe n tel que les propriétés de 4.2 sotent vraies,
(ii) = est impair et 2-critique.

{iil)=> (i). Si r est 2-critique, il existe n tel que ¢(r — 1) < 2% < ¢{r). Si de plus
r est impair, on a ¢(r) = c{r — 1} + 1 =2

{i}= (ii). C’est clair.

4.4, Proposition. Soit r un entier, » > 3. Les conditions suivantes sont
égquivalentes :

(i} r est impair et 2-crilique.

(i} La suite u, est antipériodigue.

(Cf. 4.9 et 4.10 pour des exemples de tels entiers r}.

Seit n = %wr.

(i)== (ii). Par 4.3 et 4.2, on peut supposer ¢(r) = 2" + 1. On a {cf. 3.3)
(1+ 221+ 2% 1+ 2 = (L4 21V (z)

ol V{2) € kfz], V(1) = 1. D’autre part, a{r) = [logy(e(r})] = [logs(2® + 1)]
= n+ 1, donc va(w,) == n+1, va{n) = n. Ainsi, 1 + z apparalt avec le méme
exposant dans les décompositions de 1+ 2% et de (L + 2%){1 4 2%) ... (1 +2").
Par ailleurs, si p € k est une racine primitive 7-éme de 1 (i impair, i > 3) et si
i< r, pest racine de (1 + 22){(1 + 23).. . {1 + z") & Pordre c{t) {notations de
3.5), et, d’aprés 3.7, ¢(t) < ¢{|r/3]} < e(r) — 1 = 2". Or 2" = 2*(1) est Pordre
de p comume racine de 1+ 27. Il résulte de tout cela que

I4+2"= (14221 42%)...(1+2")0(2)

ott U(z) € k[z], U(1) = 1 et deg(l) < n. Cette égalité entraine, en posant
2U(z) = 1+ (1+ Q)

21427 = (1+2)(1+2%) ... 1+ =) (1 + (1 +2)Q(2))
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avec Q(z) € kfz], deg(@) < 7. Alors

5 = 1424 {1+ 27)2
A T P R T T e e
1427 z(1+z")

Ptz (1+22)(1+2%)...(1+27)
o142 1+ "
= *m—(1+(1+3)9(2)) =17 +Q(z) + 27Q(2)

= (Q(z)+1+z+z2+...+z'"_1)+z'7Q{z).

Posons Q{z) = ag -+ ayz + ...+ cty_127 L. Alors

Pr(z) = (ao+ 1)+ (o + Da4 ...+ (a1 + 12"t
taoz” + o 4L a2
et I'on voit que 4?7 = u® 4 1 pour n > 0.

(ii)=> (i). Supposons u, antipériodique. Alors, retournant le raisonnement
précédent, il existe Q(z) € k[z] tel que

Pr(z) = Q@ +1+z422+.. 427 4 2"Q(2)

1427
T (1 (14 2)Q(2))
d’ou L4212 1o
Pr(z) = Z(F—T(i% = %(1 + (1 + Z)Q(Z))

L+2"= (14 2%)(142%) ... (142 () ot Ulz)e k[z], U(1)=1.
Donc 2va{m — e(r)—1,¢elr) = gvaln) 4 1.
4.5. Une antipériode, combinée avec la symétrie, donne une entisymétrie. Ex-
pliquons seulement le cas de u5. On a ws = 240, P’antipériode est 120. Comume
ul =0 pour 227 < n <240, 0n 2 uf =1 pour 107 < n < 120. Ensuite, pour
0<i< 107, onaugt 1= y22 (antipériode), et u2*"™* = uf (symétrie) ;

donc

uém-' = b 41,

4.6. Propositioln. Soient r,w deur entiers, r > 3,w > 1. On suppose que
Uy =1 pour w— 51-(1‘ +1}4+2< n Sw. Alors w est une antipériode de u,. On
eur=0pourn=w—gr(r+ D4+ letpourn=w+1.

. 1
Slw—ar(r—l)—i-?g:ngw, onan-—r>w-—ir(r+1)+2, donc u?_, =

ug +up™" = 141 = 0. Daprés §.17, w est une période de u,_;. Alors
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uf ™ = u® 4+ 1 pour tout n > 0 : le raisonnement suit pas a pas celui de 3.16.
Ainsi, w est une antipériode de u,. Donc 2w est une période de u,, et

wFl =gt 4] = Wl pl=14+1=0

peTHHDRL e bk UL ) gapres 3.12

= 0.

4.7. Proposition. Seit 7 un entier, v > 3. Dans tout intervalle d’entiers

contenant au moins —r(r+ 1) éléments, u,. prend au moins une fois la valeur 1
et au moins une fois la valeur 0,

Cela résulte de 3.18 et de 4.6.

4.8. Appelons suite principale de 1 une suite finie de I de la forme (u}),

1 . .
w §r(r + 1)+ 2 € n < w. Alors, pour r > 5, une suite de 1 consécutifs non

. . o . 1
extraite d’une suite principale contient au plus -Q-r(r + 1} — 9 éléments : c’est
une conséquence facile de 3.19 appliqué a la suite u,_;

4.9. On obtient facilement une table de la fonction c(r) grace 4 la remarque
suivante : supposons c¢(r) connu dans lintervalle [1,27 — 1]. Alors {cf. 2.3)
(2} =271 +2), et, (cf. 2.4), pour 1 <5 €2 — 1, ¢(27 + 5) = (2) + c(s).
Dol la valeur de c{r) dans [1,29+! — 1].

Cela dit, dans tout intervalle [27, 27+1 — 1}, il existe an plus un entier n tel que
¢(n) soit une puissance de 2. Cela résulie de la croissance de e(r) et de 2.5.
Nous avons calculé par ordinateur tous les n tels que e(n) soit une puissance
de 2, successivement dans chaque intervalle [27, 2141 _ 1], et cela pour 1 < j <
300. Les intervalies [27, 291 — 1] dans lesquels ¢(n) n’est jamais npe puissance
de 2 se raréfient quand j augmente : entre 195 et 300, ces valeurs de j sont
199,200,201, 217,225, 226, 249, 254, 256, 208.

En ajoutant 1 aux entiers pairs n tels que c(r) soit une puissance de 2, on
obtient, d’aprés 4.1 et 4.2, les entiers r impairs et 2-critiques qui sont, par 4.4,
les entiers r tels que u, soit antipériodique. Les premiers sont

5,65, 769, 2625, 4865, 8961, 16385, 3023617.

En retenant ceux de ces entiers qui sont puissances d’un nombre premier, on ob-
tient 6 entiers vérifiant la propriété 2.13.4 : 5,769 et les 4 entiers sui-
vants, que nous écrivons en systéme hexadécimal : 2E2301, 132C35726E2301,
259F35726E2301, 6F50B9FBBI183EA062072E700000000000001. Tl se trouve
que ces § entiers sont premiers. Nous ignorons si ce fait est général.

4.10. Il exisie une infinité d’entiers impairs 2-critiques.
En effet, soit s un entier, s > 2 et soit r = 2272 4. 1. D'aprés 2.3,

o(r—1) =223 .9 = =3
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donc r est impair et 2-critique {cf. 4.3 et 4.2). Pour s = 2,3,4, on obtient
r = 5,45, 16385. D’autres exemples s’obtiennent ainsi. Soit ¢ un entier, { > 2,

m = %(22“’1 -5}, r=2" 42! 1+ 1. {Notons que 2#+! — 5 = 2(-1)* -5 =
~3 =0 (mod 3)}). On am > £(2° —5) = 9 donc m ~ 2 > 0. Cela posé, par 2.4
et 2.3,

e{r — 1)

e(2™ + 2 = 2™ m 4+ 2) + 2™ 3 (m 4+ 1)
2m~2(3m+ 5) — 2m—2 . 22t+1 — 2m+2£—1_

Pour t = 2 et 3, on obtient r = 769 et r = 3- 290 4+ 1 = 3298534883329.

4.11. Si 7 est un entier pair 2-critique, u, n’est pas antipériodique. Toutefois,
on a la propriété suivante (si » > 4) :
Posons 5 = Lw,. D’aprés 2.13, on a 5 = w,.;. Rappelons que r Jwr—1 {2.14).
L'intervalle {0,w;_,] se partage en r classes de congruence modulo 7. Si ' est
une telle classe, soit o(C) =37 couf_;. Alors:
Si o{C) =0, on a «?*7 = 4 pour tout n € C.
Sie{C)=1,0naul*t =u* L+ 1 pour tout n & C,
En effet, soit n € [0,w,_[. Soit a = wy_1/r. Alors {n4+r n+2r,n+3r,...,n+
ar = n -+ 7} s'identifie & une des classes C précédentes. On a

_ - —{a—1 A
uptt = “ET +urtl T4 u’:fi] o+ u::r? (o=D)r 4 up  d’aprés (4)
= o(C)+ul.

5 Préliminaires sur les algébres k[z]/(1 + zP).

5.1. On fixe un nombre premier impair p. On note A, la k-algébre k[z}/(1+ )
qui s’identifie & algébre £[Z/p] du groupe cyclique d’ordre p. Tout é&lément
de Ap admet pour représentant un élément de k[z] de degré < p— 1, et on
Pidentifiera parfois & ce représentant, ce qui permet de définir A(F) pour tout
Feg A, (CL 0.9). On pose 6(F) = A(F)/p.

5.2. Le polyndme cyclotomique ®p{z) = 1+ z+ 22 + ... + 2P~} € k[z] sera
considéré aussi comme un élément de A,. On a

P, = 28, = zz<I>p =...= ZP"ICI’,,.
Sly=3 ap,z" € Ay, on en déduit que
¥ = () ) ®p. {16)

En particulier, (I’_f; = &, cor p est impair. On voit que k®, = {0,®,} est un
idéal I, de A,.
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5.3, Lemme. Soit y = ) a,2" € Ap. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) y®p=0;

(i} San=0;

(iiy)  y est de la forme (14 2)y oty € Ap.

(i) = (ii). Cela résulte de (16).

(i) = (iii). Cest vrai méme dans k[z] car le reste de la division de ) apz"
par 1+ zest ) an.

fiii) == (i). Supposens y = (1 + 2)y'- D’aprés (16), on 2 {14 2)®p = 2@, =0,
donc y&, = ¥'(1 + )¢, = 0.

5.4, Soit J, I'ensemble des y € A, vérifiant les conditions de 5.3. Alors J, est
un idéal de A, annulateur de @,, et engendré par 1 + z. Utilisant la condition

{ii) de 5.3, on voit que A, est somme directe de [, et J,. Donc Panneau 4,
s'identifie & I, x J,, I et Jp étant considérés comme des anneaux. Posons

W (z) = 242"+ .. 2P L

On a ¥, £ J, (condition (i) de 5.3} et 1 = @, + ¥, donc &y, (resp. Tp) est
I’élément unité de l'anneau [, {tesp. Jp}.

5.5. Comme 1+ z engendre I'idéal J,, on voit que 14 z est inversible dans J.

5.6. Tout élément o de {Z/p)" définit Pautomorphisme o ; : ¢ — az de Z/p.
Cet automorphisme se prolonge en un autornorphisme, noté encore @, ,, de
Ap = k[Z/p]. On a

oa,p(2} = 2%, aap(Pp) = Bp,  0q,p(Jp) CJp.

5.7. Ilrésulte de 5.5 et 5.6 que 142, 14+ 2% 1+2%, ..., 1+ 2P"! sont des
éléments inversibles de J,.

5.8. On a J, = A,/(®;). Comme 14 2F = ({1 4 z)®,, on voit que
Jp = 2]/ (®p) = (Z[2)/2)/ (@) = (Z[2}/(D5))/(2)-

Posons E, = Z[z}/®,. Clest 'annean des entiers du corps cyclotomique
Q(e¥/%), et L'on voit que J, = E,/(2). La décomposition de 2 en idéaux
premiers de E, est parfaitement connue, ainsi donc que la structure de l’_algél_)re
Jp. Toutefois, nous aurons besoin seulement de savoir que J, est réduite (i.e.
sans élément nilpotent non nul).

Or, Ap (et donc aussi J,) est une algébre réduite : 1’élément F = a¢ + @12 +
cootap 2P~ € A, a pour carré

F? = gotarzitat+.. .+ apmlzz(”“l)

-1 -2
= gptarz 4 ...+ apz’ +aazﬂz+...+a,,_1zp
2



114 Jacques Dixmier, Jean-Louis Nicolas

et donc, si F # 0, 0n a F2 £ 0, F2" £ 0 pour tout n > G et ™ # 0 pour tount
m> 1.
De fagon plus générale, si f(z} € k[z] est un polynsme prerier avec sa dérivée
F'(2), Palgébre k[z]/f(z) est réduite (cf. [2], p. V. 36, prop. 3, et p. V. 34,
th. 4).

5.9. Nous noterons Fy ,(z) I'image canonique de F,(z) dans Ap. Cette image
étant nulle pour s > p, on supposera s < p— 1. Avec les conventions de 5.1, on
a donc

Foplz) =(L+2){(1+2%) ... (1+2°) €,

et d’aprés 5.7, F, , est inversible dans Jp. On posera
1
’\(Fs.p) =Asp 5(Fs,p) =‘5s.p = Eka,p-

5.10. Lemme. Foap,= W,
En effet,

(Fo-1,5(2))* = Fpoy p(s%) = (L+ ) (14 2%) .. (142272
[+ 2) (142" o (L 27N+ P4 (14 2742 (142277
(142 1+2Y o (14N + 21+ . (L4272

= Fpoy,p(z).

Ainsl, Fy_1 , est un idempotent inversible de ’anneau Jp, donc égal & ’élément
unité ¥, de Jp.

Il

5.11. Ona 1+ 2% = 2P + 2% = 2%(1 + 2°~*). Donc, pour 1 < n <p-1,
(L+2)1+2%) .. (L427) = 221 g gpony(f g oty (14271,

5.12. Comme Fy..,o(2) = ¥, d’aprés 5.10, on a
(I+2)(1+2%) ... (142" = [(1+ zP""“)(l S e I § B e
=[0=0R1 4 2)(142%) . (14271 dapres 5.10.
Autrement dit,
Fpn,pl) = 202, (2)] L {17)
(La formule reste vraie pour n = 1, en convenant suivant P'usage que Fy, ,(z)
qui est un produit vide, est I’élément unité ¥, de J,).

En particulier, faisant n = 2,3,

Fyoz,(z) = 214 2)7 (18)

Fpsp(e) =2(l + 24+ 2% + 241, (19)
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5.13. Lemme. L’inverse de 14z dans J, est donné par les formules suivantes :
(i} Sip=1 (mod4), (14 z)7} :z(1+22+34+zs+...+zi"3)

(i) Sip=3{modd), (1+2)t=14z22421+284 . oL

Notons d’abord que les inverses proposés sont bien des éléments de J, d’aprés
le critére (ii) de 5.3. Ensuite :

z(1+z+z2+...+zp‘3+zp_2)
z4+22 424+ =,

2142142242+ + P78

Izt L2272
z+2+ T =

A+ 2)(1+2 420+ 20+ 4227

5.14. Lemme. .
(i} Sip=1(modd), Fpua,p(z) =224z +25 4. . +2°7L ,
(i) Sip=3 (modd), Fp_aplz) =14 (z+ 224254+ . +2772).

Cela résulte de (18) et de 5.13.

-1 +1 1
5.15. On adonc Ap_g,p = E-;—- ou 2 ) o

5.16. Des calculs analogues & ceux de 5.13 montrent que Uinverse de 1 + z +
22 + 2® dans J, est donné par les formules suivantes :

1
JP"Q;? - 5

, dong

Sip=1 (mod8), (l14z+22+22)  =z(142+54.. 42875,
Sipz3 (med8), (I1+z2+22+2%)"1=(=+22429
+ (25 +25 + 27) +...+ (zp""3 + P 4 P 4 (2P AP
Sip=5 (mod8), (L+z+22+-)7'=
1+ 2{{(z+ 24+ (P 425427 +. 4 (@3,
Sip=7 (mod8), (l+z+7+) =1+22+2+. 4273
Compte tenu de (19), on obtient la valeur explicite de Fp_3 p{z), et ’on e131
déduit que 8p_3 , — % quand p —+ oo avec p=1ou 7 (mod 8}, et §_z , —+ 3
quand p — co avec p =3 ou 5 {mod 8).
5.17. Lemme. S
() Sip=1ouT (mod8), Fip_1)/a,{2} = z(Pz‘“ ney,
(i) Sip=3ou5 (mod8), Fip_yyz,p(z) = 22 ~8-1/16 g

Appliquons (17) avec n = 2%, Posant P’s;l =g, il vient :
Flp-1)72,p(2) = 22 Fp-1yy2,p(2) ! = 2977 Flpoayyz,p(2) 77 (20)
Sip=1ouT (mod 8), g est pair et (20) donne :

(F(P—l)/2.p(z) + quzq,p(z))z = F{phl}ﬂ.p(z)z +290,(z)
(27 4+ 2N)¥,(z) = 0.
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Comme algébre A, est réduite, on en déduit que Flp—1)y2,p(2) = 2970, (7).
Sip=3oub (mod8), g est impair, donc ¢ — p est pair et (20) donne :

(Fipe1ysa,p(2) + 2 PY2g, (2))% = 0
ol Fla1y,pl) = 219702 0, (7).

5.18. Lemme. L'inverse de 1+ z(P~1/2 dans J, est donné par les formules
suivantes !

(2) Si p=1 (mod 4), (1 -+ Z(p—l)f2)—1 =z 42 + 23 4 ... +Z{P—I)/2.

(i} Sip=3 (mod4), (14:P-1)/2)-1 = z(P+1)/2(1+z+22+23+. A2
=Pt L 22484+ Z(P—a)/z) +1.

Les inverses proposés sont bien des éléments de Jp d’aprés le critére (ii) de 5.3.
Ensuite,

(L4202 4 22 453 4 =112

= Z+22+ 23+ R z(I"—l)fZ+Z(P+1)/2+Z(P+3)/2+ “_+2P—1 - \I;p

{1+ z(p—l)lz)z(p+1}/2(1 +r 4l z(p—l}/2)
= z(p+1)/2(1 +za? 4 P e 2 2P
z(v+1)/2(1 N NI LI G DT ST )
= 2:("’“)/2+z("+3)/2+...+;:"’_l R i e SRR S LS T =Wy,

Il

5.19. Lemme. Ecrivons Fip_1)s2,,(2) = 2*¥, ot @ est donné par 5.17.

(i) Sip=1{(modd), Fip_aye(z) = 2" {1+ 24224284+ 2=3)/2)
(it) Sip=3 (mod4), Flo_aym,(s) = 2221 42 £ 22 4 2 4 4
z(p—!)lz)

En effet

Fp—ay/,p (21 + 28702 = By 1y 4(2) = 229,
d’olt
Flo_ay2,p(2) = 2%, (1 + 20~ D/2)~1 = go(q 4 ple=1)i2y-1
et il suffit d’appliquer 5.18.

p—1 p+i 1 1
5.20. On a donc Ap_3,p = 5 ou o donc {6,_3 5 — 7= %
5.21. Si F,F' € Ap, on écrira désormais F ~ F' s'il existe n € Z tel que
F'=2z"F. On a alors A(F) = A(F"), §(F) = 6(F'). De plus, F ~ F' et G ~ G’
entrainent FF' ~ GG,

5.22. Dans chacun des paragraphes 5.23, 5.24, 5.25, 5.26 on utilisera une fois
I’égalité suivante :

{I + Z(P—3)/2)2 =1 23 ZP—3(1 + z.'i).
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5.23. Lemme. On suppose p = 1 {mod 12), de sorte que 6| Ez—@ Posons
QY= (1 +z4+ 21+ 25 422 4. 420731 4 P32 2 4

(i) Q(z) € J, et A(Q) = B3

. o
(i) Fp-s)sa,p ~ @ et Ap-syjz,p = 55
Ona
Qz) = (L4z422 + (2745 + . 4 (1324 10
+ z(p—s)/ﬂ)) + (z(pwa)/z+z(p71)/2_‘_z(p+1)/2;)
+ (Z(p+g)/2 T A Z(p+13)/2)) +...4 (zP‘S 4+ 277 4 ZP—G)
d’oll

p—13 _p-18 o _p-1
,\(Q):.’i(z_ﬁ +1)-2_ 5 t6="—

donc A{Q) est pair et (} € J,. On a prouvé (i). Ensuite, d’aprés 522,

Qlz)(1+ L2314 £P-172)

= (I+z+ 291 +2°+ 224 4 2P B32P=3(1 4 23) (1 4 22-1/2

= P 3l4z+2 42+ 258481+ 4TI Sl
= P34z + z(p-3)/2} + (Z(P—l)ﬂ 402 L #%)

~ ld4z+z24.. 4220,

Or, d’aprés 5.17,
Flp-s)2.0(1+ z(p_ﬂ}/z)(l + Z(p_l)/z) = Flp-1y2,0 ~ ¥p

donc Fip_5)/2,p ~ @ d’oit (it).
5.24. Lemme., On supposc p =5 (mod 12) et p > 17, de sorte que 6] 25
Posons
Q)= (1+z422)(1+ 25+ 22 4. 41721 4 P37
P12 4 =6 | 95 4 s
(i) Q=) €Jp et AQ) = 22
(i) Fosyz.p ~ Q et Aposyn,p = 252
Ona
Q)= (L+ 74+ 22) 4 (25 + 27 4 28) 4 ...+ (0172 4 L (p=39)/2 4 Slp-19)2

4p-i1)/2
(B2 PLEER Y z(p+1)/2) + (2P F9)/2 o o1}/ S (p+13)/2y

o (PTIO PT  PEY L (2P PR g P



118 Jacques Dixmier, Jean-Louis Nicolas

p—-17 p+3
1)-244=2""" =T
-+ ) +4 3 + 10 )

x@) =3 (B

d’olt (i). Ensuite,

Qz)(1 + z(p—3)/2)(1 + Z(P—l)/z)
=(1+z+2004+25+22 4.+ z(p_”)/z)z”“afl + 2314 z(p_l)jz)
(P12 | p-S s 1 4 2PN =12 P72
=A+ B

A =t 2 42 2 O 428 g T2y -0
=Ltz 4+ 2% 4. 4+ 8- L e 2 274
(PP P P L (I bzt 2(P=13)/2)

+(Z(P—7)/2 + zlp-5)/2 +o o+ zP—7)

B = (ZP-10/2 4 06 -5y 274

(2?77 4 LP-18)2 L lp-13)2 2P 11072y

(2P0 4 pe-18Y2  S(p-11)/2 2 P92y

+(Z(P—15)/2 1 g8 p-T + zp—ﬁ)

= plP10)f2 4 (p-9)f2 A ZPTE e gP6 | gpE

done
Q(z)(l+z(-""3)/2)(1+z(""1)/2) =(ltzt22 4. 2P P8 T, ~ Y,
et Pon termine comme en 5.23.

5.25. Lemme. On suppose p =T (mod 12) et p > 19, de sorte que 6| =10
Posons

Qz) = O+ 2+ 221+ 2%+ 212 4 4 2P 19V2y(1 (o302
+2P75 4 g,
() Q=) €J, et \(Q) = B3
(i) Fip-s)12p ~ Q et Xposyya,p = 55

On prouve (i) comme en 5.23 et 5,.24. Ensuite,

Q)1 + 2P-3 (1 4 2(p-1)/2y

=(1+z4+25{1+25+224.. 4 z(P“lg)/z)z"'3(1 + 221 + z(”_l)/z)
+(2P75 + Y1+ g3z -1z 2=?)

=A+ B
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avec

A =342 4 240 1) (L2 TR (1 g )
=23 (Lt z+ 22+, + 2(9—9)/2) + (Z(P—l)/2 TN o S ST ST P75
:(zp—s 4272 +zP—l) +(4z4...+ z(p—lS)/i!)

_|_(Z(P—7)/2 + Z(P—5)/2 +...+ ZP““B)

(2778 4 2P~y 4 (z(P—13)/2 + Z(P~11)/2)
+(Z{P“11)/2 + 2Py 4 (P77 4 P76
— z(p—lS)/2+z(p—-9)f2+zp—7+zp—6+zp—5 + 2P

B

I

donc
Q)1 4 2P~3/2)(1 4 AP~ 1)/2) =

-13)/2 —9)f2 -7)/2 -
(L4 z+4 2"+ 42132 4 (P92 4 =702y op )~
et ’on termine comme en 5.23.
5.26. Lemme. On suppose p = 11 (mod 12) de sorte que 6|25, Posons
N2y = A+ 2+ 21+ 254224 4 P12y 4 R e=2002y,
(i) Q) €J, et NQ) =
. 1
(i) Fps)yzp~Q et Mp-sy/a,p = 55+
On prouve (i} comme en 5.23 et 5.24. Ensuite,
G+ z(p—3)12)(1 + z(p—l}l2)
=14z 421425+ 22 .+ PR30 4 31 4 12
=" (14+z+22+...+ ZPINAY g (G2 g S ey
="l 4z+...+ P82 ¢ pr1)/2 o S (p3)2 27 W,
et l’on termine comme en 5.23.

5.27. D’aprés 5.23—5.26, on a

_p=3 p—1 p+1 p+3
Ap—s,p = ) ou 2 ou 2 ou 7
donc
s H_ L 03
PSP T g T 2p 2p

5.28. Lemme. Soient F,G € Ap.

(i)  MFG) < AMFG).

(i) AMF)+A(@,+ Fy=p.

{iii) Pour1<s<p—1,0nak ;< 2\_1,-
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L’asseftion (i) est claire. Si le coefficient de " dans F est 0 (resp. 1), la
coeﬁi.c.l.ent de 2™ dans $p+ F est 1 (resp. (), d’oa (i), Comme F, , = Fy_; p(1+
z"), (iii) résulte de (i). Rappelons (cf. 5.12) que Fy » = ¥, et donc Mg =p-1

5.28. Lemme. Soite € [0,plet i<s<p—1 Sid, ,>p—a,ona

1
(p—a) <A1, < §(P+ﬂ)-

B =

1
> §(p —a). D’autre part, @,(1 + z*) = 0,
d’ol, en utilisant 5.28 (i) et (i1),

N 1
D’aprés 5.28 (iii), A,_1,, > EA,,p
donc Fy p = (®p + Fy_y,5)(1 + %),

P=aS A, S2ME + Faoyp} = 2p— Aiei, )
diol
2)\.s—l.p < 2p—p+a:p+a.
5.30. Lemme. Soit0 < s < p—1. Onald, ;> /p—1ou Ap_s—1,p 2 VP — 1.
On a Fyoyoy pFe p ~ ¥, d’aprés (17), done

‘\(‘IJP) = A(F —s—l,st,p)
As, pAp—s—1,p

p—1

IA

d’aprés 5.28 (i),
d’ol le lemme.
5.31. Lemme. Soits & {1,2,...,p—1}. ll existes € {s—1, 5,p—s~2,p—s—1}

tel que |28; , —1| <1 - E
P

-

P —
»

A} Supposons A, p > /D — 1.
eSik ,<p—-+vpP—-1,ona

(Remarque - < 5 car cela s’écrit 4(p— 1) < p?, ou (p— 2)% > 0).

[S-A

d’ott le lemme.
+ Supposens A, , > p— /B~ 1. D’aprés 5.29,

1 1 1 1
51’_5'\/??15)\3—1.;3 < §P+ 5\/FI
Lyp=T

P

[y

pﬁ
P

-3

1 1
9 SJJ-L,pS§+

| =
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1 V-1 vp—1
2610 — 5| S Y 145
»

{d’aprés la remarque initiale). D'ol le lemme.
B) Supposons A, p < P 1. D’aprés 3.30,on 2 Aoy p 2 Vp—1. 11 suffit
alors de changer s en p— s — 1 dans A,

1
5.32. Lemme. Soit 7 un nombre réel tel que§§1"_<§—2. On a donc
P rp 3 p 1 _p
A R LA -
l25-1-72573 5-5%p-1tTsp-3

Soit I l'ensemble des entiers i tels que
%—1—rg55§m1+r‘

Alors . s
—1 T4

TT126, - 11 < (1_—”’) )

iel P

Notons s — 1 le plus petit élément de [, de sorte que

P

s—1=[§v1-r] s=[§—r]$§—r+1. (21)

On a

iel <= p-2-i¢ef
donc I = {s—~1,5,s+1,...,p—s~— 2,p—s5— 1}, Nous noterons aussi Jo
'intervalle J. D’aprés 5.31, il existe 45 € {s — 1,5,p— s — 2,p— 5 — 1} tel que

vp—1
|28i0,0 — 1) < 1= YE

. Posons

L=Ih—{s—1,s,p—5—-2,p—s5—1}={s+1,5+2,... ,p—s—4,p—s-—3}.
Daprés 5.31, il existe iy € {s+41,5+2,p—5~4,p—s5—3} tel que [2§;, , —1| <
I-— p_—-l
r
On définit ainsi des intervalles successifs décroissants Ig, I1, [2,. .. et des entiers
distincts 4p,41,42,... On a
In={s—14%n,s+2n,...,p—s—-2—2n,p—s—1—2n}.

La. construction peut continuer tant que s+2n < p-—~ s~ 2 -- 2n, ce qui équivaut

1
34n < p—-2s—2oudn < p—2s— 3. Posons donc v = \.Z(p—ls-—?j) .Ona

défini des intervalles Jp, I1, ..., I, des entiers dp,4;, ... ,%,., et I'on a donc
¢ — 1 v41
[1i26., - 1i< (1_ —"P) .
el P
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1 1 1 3
”+125(P—25‘3) = Ep"i(g—f-l-l)—z d’aprés (21)

5.33. Lemme. Soient v et I comme en 5.32. On suppose p > 11. Alors

Hsup (|26,-,p -1, %) < (1 - ..ﬂp;_l) .

ferl

vp—1
Reprenons pas & pas la démonstration de 5.32. On a |26;, , — 1 < 1 - ve— o
o
Mais

Vp—1_ 2
P21l = 1-YPZ1. 2
P 3
done
2 p—1
2 ,—1,2) <1~ )
sup (' P I 3) = p
On raisonne de méme pour 1y, iy, ..., d’oi le lemme.

6 Préliminaires sur les décompositions.

6.1, Solent (7 un groupe commutatif, f une fonction sur G & valeurs dans k.
Soient A;, As,. .., An des sous-groupes de G dont la somme est directe. On
dira que f se décompose suivant les 4; si I’on a

; (z) =3 Fa
i=1 i=1

quels que soient a; € Ay, a3 € A, ...

On en déduit f{0) = f(0+0+...+0) = nf(0), doit f(0) = 0 si n est pair.
Une décomposition peut tre considérée comme une propriété de périodicité on
d’antipériodicité partielle. Prenons le cas de deux sous-groupes A et B. Alors,
si by € B est tel que f(by}) =0, 0na

fla+bo) = f(a)
mais seulement pour a € 4. Si f(bg) = 1, on a de méme, pour a € A,

f(ﬂ+bo)=f(a)+1.

6.2. Exemples. On considére uz comme défini sur Z/12 = Zia @ Z/3 =
Z3 @ ZA; et ug comme défint sur Z/24 = Z/8 @ Z/3 = Z3 @ Z8. Alors u3 se
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décompose suivant Z3, Z4 et uq se décompose suivant Z3, Z8. (Nous prouverons
en 7.9 un résultat plus général). Une vérification directe est visualisée par les

tableaux suivants :

g1l 2|5 ofjo|1
Z/2)y: (at7[10]1 uz : (1]t 1
o013 6 |9 0|01
(19§22} 1 q 731013 glojo|1l]1|1|0}C
Zj24):[8 [11 14|17 [20 23 [ 2 | 5 | w :[L[1]1 11
0|3 [ 9112|1518 |21 0i010|1|1]|1[|0;0

Les valeurs des tableaux de droite proviennent de la table 1.3. On vérifie par
exemple que ul7 = 0 est bien égal & u} +u§ = 141, et de mé&me pour les autres
cases.

6.3. Désormais, nous n’envisagerous que des groupes cycligues, bien que cette
restriction soit parfois inutile. )

Soit G == Z/z un groupe cyclique & £ éléments. Soit f € k[G], identifiée & une
fonction sur (& & valeurs dans k. Nous poserons

AP ={eG =1 M)=Cad A)  &(f) = ;A1) € 0.1

Ces notations sont compatibles avec celles de 5.1

6.4. Lemme. '
(i}  Soient f,f € K[G) tels que f' = foa oit a est une permutation de G.

On a Mf) = AMf), 8(F) =6(f).
(i?)a .S('oi)ent f(,f" € k[G]. On suppose que f'(g) = f(g) + 1 pour tout g € G.

On a A(F) = £ — ALf), 6(F') - % - (é‘(_f) - %)

Clest inmédiat.
6.5. Lemme. Soient z,z' des entiers >0, G = Zfz, G' =Z[2', T =G x G,
p € k[T]. On suppose que ¢ se décompose suivant &, G’'. Soient f = ¢ |g,
=y
i) 28(p) —1=—(28(f) - 1)(%5()") —-1). .

1 .
6 Joter— 3| <int (fotn - 3| o - 51)
Soient A = A(f), B=G— A, A' = A{f'), B =G — A, C = Alyp). Puisque ¢
se décompose, €' est réunion disjointe de A x B’ et B x A'. Donc

Alp) A" = MFN) + (2 = AMNMS)

2'Af) +zA(f) — 2A(F)AF)

il

s(p) = 2L MDA MDA gy 4 5051y - 2801608

T ozzt T oz z z
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d’oll (i). Comme |28(f) — 1| < L et [20(f) — 1] < 1, on en déduit (ii).
6.6. Lemme. Soient G\ = Z/z, G; = Zfzg,..., Gp = Z/z, des groupes
cycliques, T =Gy x Gy x---x Gy, p € kT'l. On suppose que, pour tout i, ¢ se
décompose suivant G.-,HGJ-.
i
(i) @ se décompose suivant G1,Ga, ..., Gp.
n
(i) Soit fi =g, Ona2s(e)—1=(-1)""1[](26(5:) - 1).
i=1
Immédiat par récurrence sur n.

6.7. Soient z,a',G, ", T, ¢ comme en 6.5, avec de plus ¢{0) = 0. Supposons
qu’il existe ¢ € k[G), ¢' € k[G] tels que

ela+a') = gla) + ¢'(a") quels que soient ¢ € G, o' € G,
On a g(0) + ¢'(0) = (0} = 0. Deux cas sont possibles :

L g(0} = g'(0) = 0. Alors g(a) = a(e) + g'(0) = pla + 0) = pla), donc
9 =¢|q, et de méme, ¢’ = p|g. Donc ¢ se décompose suivant G, G

2. g(0) = 4'(0) = 1. Posons §(a) = g{a) + 1, §'(a') = g'(a'}+1pourac@,
g EG. Onag(l)=g(0) =0, et

pla+a) = gla) + 1+ ¢'(a) + 1 = §la) + 7'(e").

Donc ¢ se décompose suivant G, G et vle=§ eler=§"

7 Décomposition des u,, premiére partie.

7.1. Lemine. Soient p un nombre premier impair, o un entier non multiple
de p, a > 0. Soit p € k une racine primitive i-éme de 1, impair, i £ 1, i non
multiple de p. Alors les ordres de p comme racine de (1 +2°)(1+2P) et 14 297
sont les mémes. )

Posons a = 274’ avec ¢’ impair. Soient «, B, les ordres de p comme racines de
1+27,142% 142%. Onaa=0. Siinedivise pas ap,ona f =+ = 0.
Supposons que i divise ap, d’olt ¥ = 27. Comme ¢ n’est pas multiple de p, i
divise a d'oit § = 2%.

7.2. Solent r un entier, r > 3, p un nombre premier impair tel que 7/2 < p < r,
On a donc (2.8 w, = ap avec a, p premiers entre etry.

Lemme. (1+ 2)F.(2) divise (1 + 2°){1 + z#).

Soit p € k une racine primitive i-éme de 1, ¢ impair. Soit o (resp. §) son ordre
comme racine de (1 + z)F.(z) (resp. (1+ z°)(1 + 27)). Montrons que a < j3.
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1) On suppose 1 = 1. Alors p = 1. D’aprés 3.3, a = 1+ ¢(r). On a ﬂgga) =
va(w,) donc I est racine de 1+ z* & 'ordre gualwr) Dgne ﬁ.:_l + gualws) Op
e(r) < 2v2l@r) (2.9 et 2.10), donc a < 8. Supposons désormais 7 > 1,
2)8ii>r,onaa=0< g Supposons désormais i < r.

3) Si i est multiple de p, alors i = p (car 2p > »). Il en résulte que « = 1 (car
2{=2p > ). D’autre part §=1. ‘

4} Enfin, supposons 1 < 7 < r et i non multiple de p. On sait que F.{z) |1+ z*"
{3.6), c’est-a-dire F,.{z)} | I+2°°. Donc a est majoré par I'ordre de p dans 127,
’est-a-dire par 7 d’aprés 7.1.

7.3. Soient r > 3, p premier impair, 7/2 < p < r. On a w, = ap avec a,p
premiers entre eux. Dans le groupe Z/w,, ¢ engendre le sous-groupe Za. =
{0,2,2a,...,(p — 1)a}, qu'on peut identifier & Z/p par iz im?d P Et p
engendre le sous-groupe Zp = {0,5,2p,...,(a — 1)p}, qu’on peut identifier E)
Z/a par ip — imoda. Le groupe produit Za x Zp s’identifie & Z/w, par
(ma, np) — ma + np mod w,. ‘

Nous noterons ¢t € {1,2,...,p—1} et ' € {1,2,...,a — 1} les entiers tels que

U'p=1+ta. (22)

{11 suffit de prendre pour # Pinverse de p modulo a, puis son représentant dans
{1,2,...,a=1}).

7.4. Proposition. On conserve les notations de 7.3. Alors u, se décompose
suivant Z/p = Za et Zfa = Zp.

Comme F,(z) = (1 +2){1+2%)...(1 + "), &, divise F, & I'ordre 1. Posons

Fo(z) = A(z)®p(2). Les polynémes A et &, sont premiers entre eux. Il existe

done B(z),C(z) € klz] tels que

z By + Ciz)

Folz) 7 A(z) T (2)

D’aprés 7.2, A(z)®,(z) divise {1+ 2°)®p(z), donc A(z) divise 1 4 2. Il existe
done des polynémes D{z), E(z} = (1 + 2)C(z) tels que

deg B < deg 4, degC < p-—1. (23)

z_ _ D), El)

Fo(z) = L1420 " 142
= Z 2™ 4 Z Bnz"

r>0 n>t

ol la suite (o) (resp. {£n)) admet la période @ (resp. p). On a (cf. 3.1)
ull = ay + Fa. (24)
Avec les notations de 7.3,

—nia+nt'p=n(p—tla+nat'p (mod w,)

Il

It

nt'p (mod a)
alp—t)a (mod p)
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done (24) s’écrit

u?(p—t)u+(m’)p = &{niyp + Bap—t)a-
Comme u® = 0, la proposition résulte alors de 6.7.
7.5. Proposition (symétrie partielle). On conserve les notations de 7.3.

i
Soit B = f§r(r+ 1)+ 2. Posons win) = u® (n=20,1,...,p—1). Alors

w(n} = w(—R't —n) pour tout n.

Onal=~tp—ta, et ul = uff_

e, fEZ

™ pour tout m (3.11). Donc, quels que soient
uiah‘p — uf‘(t'p—m)mea—fp
c’est-a-dire, d’aprés 7.4,
uia + u,{"p — u'(r—R’tue)a +u,{-ﬂ't’—f)p. (25)

Donc u®® + u{~#*~#)¢ oot indépendant de e. L’application involutive ea —
(—R't—ec)ade Za = Z/p sur Za = Z/p a un point fixe ey puisque Card({Za)=p
est impair. Alors

ufo® u,(,_Rf'_e")“ = 2ufo’ = {.

Donc uf® + u{~®*=¢) = 0 pour tout e, d’i la proposition.

7.6. Cette proposition se visualise comme en 3.13. On dispose réguliérement
p points sur un cercle. Comme p est impair, I'un des centres de symétrie fait
partie des points choisis, ’autre non. On a représenté les exemples r =5, p =5
et 7= 8, p=7. On a indiqué & I'intérieur des cercles les valeurs de u”.

4=k D=1

"L

e

Tak pas

7.7. Proposition. On conserve les notations de 7.3 et 7.5. Soit 5§ un nombre
vérifiant § 2 0 et S = R’ (mod a). Alors la suite

ro Y 1w

1 -
(uS S+1 ,us'i'zr("‘l'l) 2)

est p-périodique.
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Posons %(n) = v, v{n) = ul?, w(n) = ul®. Alors v{n) ne dépend que de
n mod a, w(n) ne dépend que de n mod p. La formule {25) s’écrit :

u(f) +wle) =v(R'Y — f) +w(—R't—¢)

d’od, compte tenu de 7.5, o(f) = vw{R'¥' — f). Comme S = R’ (mod &), cela
peut aussi s’écrire :

o(f) = v(St' - f). (26)
On a u(n) = u(rt'p — nta) = u(nt’p) + u(—nta), c'est-a-dire
u(n) = v(nt’) + w(—ni). (27)
Changeons n en S — n
u(§—n) = v{(S—n))+w({~(5-n)) (28)
= vint') + w((-5 - n)t) d’apreés (26).

Ajoutons membre & membre (27) et (28) :
u{n} + u(S — n) = w(—nt) + w((~S — r)t).
Le membre de droite ne dépend que de n mod p, donc
u(n) +u(S —-n) =u(n+p)+u(S—n—p). (29)
51 maintenant » est tel que
SSTLSH+PSS-§-%T(T+1)—2,

ona ]
uﬁr(r+1)+2S5—n—PSS_”SO

donc (5 — n} = u{S — n — p} = 0 (d’aprés 3.10) et (28) donne

u(n) = u(n + p).

7.8. La proposition 7.7 ne nous apprend rien si § = w, + R’ (d’aprés 3.10, les
nombres .
5 . 85+1 uf+;"(f’+1)—2

Uy, Uy ot

sont alors tous nuls). Mais voici un autre exemple. Prenons r = p = 5. Alors
a = 48, R’ = —13. Prenons par exemple S = 35. La suite ud®, u2°, ..., us® est
la suivante :

01001010010100

On observe bien le phénoméne de 5-périodicité.
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7.9. Proposition. Soit 2 =py < p| < pa < ... la suite des nombres premiers.
Soit v un entier, v > 3. Définissons i et j par

pi < %T<Pi+l P <7 < pigr
Soit
we = PPyt - P PPtz Py
la décomposition de w, en facteurs premiers. Alors u, se décompose sutvant
Zipeept B B pigr, Bl piga, . AR
Cela résulte de 7.4 et 6.6.

7.10. Exemples. On aws; = 16 -3 -5. D’aprés 7.9, us se décompose suivant
Z/16, Z{3, Z/5. Pour définir us, if suffit alors de connaitre les u? pour n € Z-15,
ncZ-80,ne Z-48.

Suite »i'® 0<i<16: 0010110011010011
Suite wt%, 0<i< 3: 001
Suite ui™, 0<i< 5: 00100

On aws = 16-3-5. D'aprés 7.9, ug se décompose suivant Z/16 & Z/3, Z/5. On
a Zf16 = Z-15, Z/3 = Z . 80. Or,
wl=1 u}%0 =0 ué60+30 =0

donc, on n’a pas décomposition suivant Z/16, Z/3. Toutefois, on peut montrer
que ug se décompose suivant Z/4 = Z- 60, Z/3 = Z - 80.

7.11. On conserve les notations de 7.3. On notera ur p la restriction de u. &
Z[/p (= Za). Le but du chapitre suivant est de déterminer u, , explicitement.
8 Deécomposition des u,, deuxiéme partie.

Dans tout ce chapitre, on supposera r > 3, p premier et /2 < p < r.

8.1. Lemme. On reprend les notations de 7.4. Soit o € {0,1,...,p— 1} tel
1

gque o = —5(23;-— r—1)r — 1 (mod p). Dans Ualgébre J, du chap. 5, on a

E(z) =27 Fap_r_y,p(2).

On multiplie les deux membres de {23) par F,(z) = A(z)®,(z). Comme
Fr(2)/®piz) = (14+2)(1+25) . (14227 (142014 2P} 1+ 2P42) L (1427,
on obtient

z = B(2)®,(2) + C2){1+ 2)3 (14 2%) ... (1 + 2P )1+ 22T .. (1 4+ 27)
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donc
#{i4z) = B(z)(1+2°)+ E(2)(1+2)*(1+2%). LT 4T (1427
Réduisant modulo I + zP, on obtient, dans 'algébre A, du chap. 5,
d142) = E@+F 1+ I+ (1+27)  (30)
E(2)(1 + 2)Fpo1,p(2) Frop, o (2)-

On s z(1 + 2) € Jp, FE(z) € Jp (car E{z) = (1 + 2)C(2)}, Fp—1,p = ¥, d’aprés
5.10. On déduit de (30)

B(z) = 2(Frp,p{2))™!
donc, d’aprés (I7T) cu Vonfait n=r —-p+1,

E(z) = z- 270 802F, ) 5(2)

i -7 =1 1
gt gy 1,p(2)

d’oti le lemme.

8.2. Utilisons toujours les notations de 7.4, et posons
p-1 .
sz—r—l,p(z) =271'Z" {31)
i=0

On a aq+ f = u? = 0. D’autre part, fg est le terme constant de F(z). D’aprés
8.1, on a By = .. Donc
Sty,=0,0n2ay=FHh =0
Sive=l,onaap=5=1
8.3. Proposition. Avec les notations de 7.4, 8.1, 8.2, on a, pour loul n
multiple de a

Uy = Y(n+e)modp 5ty =0

u? =1+ Y(n+o)madp st Yo = 1

Supposons 7, = 0, donc ap = fp = 0. Alors a, = 0 puisque aln. Seit
nf € {0,1,...,p— 1} tel que #' = n (mod p). Alors, d’aprés (24),

u?=0n+n@n=ﬁn

et f, est le coefficient de 2° dans F(z), c’est-a-dire, d’aprés 8.1, Y(n4o}modp =

Yinteimodp-
Supposons -y, = 1, donc @g = flg = 1. Alors ap = L donc uf} = 1+ s =

14 Tirn+oimadp-
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8.4. Exemple : r = 2p - 1.
On ao = -1 (mod p), donc 6 = p— 1, et {cf. 5.12)

ng_r—l,p = Fﬂ,p = ‘I’p:
done 7y, = 1. Alors, pour n muitiple de a,
n _
U = 1+'T(n—l)modp-

Donc ul =1 sin=1 (mod p}, u =0 sinon.

Cas particulier : » =5, p= 3. Alors wg = 240, a = 80, donc

0
ug = 0, g =0,

car 80 =2 (mod 3) et 160 =1 (mod 3).
8.5. Exemple : r = 2p — 2,

uéso =1

1
Onacrz—§(2p—2}—1=~p50 (mod p), donc o =0, et

FZp—r—l,p = Fl,p =1+z
donc v, = 1. Alors, pouar n multiple de a,
u;‘ = 1+7nmodp-

Done ul =0 stn =0 oul (mod p), u? =1 sinon.

Cas particulier: r =8, p=5. Alorswg=32-3-5.7, a = 672, donc

- 672 1344
ug =9, ug't =1, ug =1,

8.6. Exemple : r =p.

1
O =-—-
nac 3
Faper_t,p = Fpo1,p, =¥,
dong -y, = 1. Alors, pour n multiple de a,
u’: =1+ Tir—1)}modp-

Doncul =1sin=1 (mod p), u® =0 sinon,

2016 __
ug =0

uoe < 1.

(p—1)p—1= -1 (mod p), donc ¢ = p~ 1, et {cf. 5.10)

Cas particulier: r=p=17. Alorsw; =16-3-5-7,a = 240 = 2 (mod 7},

9 240 480
ug = Ol uy =0, u78 = 0) u;20 =0, u$60 =1,

,u_']?.ZOO = 0,

w0 = g
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8.7. Exemple : r =p+ 1.

1
OnacrE——%(p—?}(p+l)—1:B—i—p+p+1—150 (mod p), donc o =0,

2
et
Faprt,p = Fp-2,p:
Utilisons 5.14. Supposens d’abord p = 1 (mod 4). Alors, Fp_s o(2) = 2 +2° +
4. ..+ 2271 donc vy = 0. Pour n multiple de @,

w' = 0 sin=0,1,35 ...,p—2 (modp)

-

= 1 sin=z2 4,6 ...,p—1 {(modp)

Supposons p = 3 (mod 4). Alors, Fp_z p{z) = 1+ {z 4+ 2 +°+ ...+ #77),
donc vy, = 1. Pour n maltiple de q,

w? = 0 sin=0,1,3,5 ...,p—2 (modp)
1 sin=2,46,...,p—1 (modp)

Le résultat est le méme dans les deux cas.
8.8. Lemme. On o [26(u,,p) — 1| = |285p_cc1,p — 4.
Cela résulte de 8.3 et 6.4.

9 Comportement asymptotique de d(r).

9.1. Rappelons {cf. 0.7) que d(r) = &(z,), o I'on considére u, comme une
fonction Zjw, — {0,1}.

9.2. On pose &, = H [282p—r—3,p — 1]-
rf2<psr

9.3. Lemme. |2d(r} — 1} < &,.
Cela résulte de 6.6, 7.4 et 8.8.

9.4, Proposition. Soit (po,p1,Pz,...) lo suite croissante des nombres pre-
miers.

(i) d(pa+1) = L quand n — o0

(it) d{:(3pn + l)i — L quand n — oo.

{iri) d (%(Spn +3)) —+ § quand n — co.

Soit p un nombre premier impair.

(i) Posons r=p+1. Ona2p—r—1=p—2. D'aprés 5.15, |5p_2,p -3 = .213’
denc |2d(r) ~ 1| £ % d’aprés 9.3. Cela prouve (i}.

(it} Posons r = $(3p+1). OnaZp—r—1= 3(p -3} D'aprés 5.20,
[5(,,,,3)/2,,, -3= zl—p, done |2d{r) — 1| < % d’aprés 9.3. Cela prouve (i1).



132 Jacques Dixmier, Jean-Louis Nicolas

(111) Posons r = %(33: +3) Onal2p-r-1
|r3(p“5)/2=p —% = ﬁ ou 5_3;, done |2d(r) — 1] <
(iit).

9.5. I} est clair que si u,. est antipériodique, on a d(r) = %
d’aprés 4.10,

%(P — B5). D’aprés 5.27,
d’aprés 9.3. Cela prouve

s ||

Er particulier

. 1 :
d (22 -2 4 1) = 5 pour tout entier s > 0.

9.6. Lemme. Soient £, R des entiers tels que £ >4, R> 2¢. On a

Il =<

1 -
R<r&R4e (4R+£)/6<p<(AR+3£) /6 (

2¢—-23

D - 1) 70
[

Soit A l'ensemble des (r,p) tels que R < r < R+ £, 7/2 < p < r, p premier. On

a
H Ep = H |252p—r-—1,p"‘1|'

Rers Rt (r,pleA

Scit B ’ensemble des (r, p) tels que

2
RSr<R+f, SR+ZE<PSIRYLL  ppemien  (32)
Notons que
2 1 1 i 1 1
(§R+‘ Ef) - (§R+ Ef) = ER_ §f> 0. (33)

5i (r,p} € B, on a, d’aprés (32}, (33) et la condition R > 2¢,

1 1 1 2 1 2 1 2 i
PSR+ <SR+ -l<p< SR+ -f<iR4-= <
5" < 2R+21?< 3R+6 -“_p_ 3R+23< 3R+4R<R_r
donc {r,p) € A. Ainsi B C A et par suite
II &< IT 1262p-r-1p - 1] (34)
REr<R+t (r.pleB

Fixons p dans [JR+ %4, 2R+ 14]. Quand r variede Ra R+ £, 2p—r — 1 varie
de2p~-R—-£4-132p—-R—-1. Or

21 28 3p 4 p !
ScR+ A2 p< R+t T <Ry -4=%-R-6-1<P_Z_
PSR+ PSRy b= < R4l 2p-R-L-1<5 51
2_ 1 2.2 3p 1 p ¢
> ¢ > - = s y —R-1>5 42~
PRgR+el=p2 iRt ot g 2R+t W-R-125+:-1
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done

I 126, -1< II 128, —1].  (35)
B<reAiL, p fixe Lp-Lt-1<i<hpt bt
Posons 7 = $£. On a

2 1, 4, 1, 3 2

= iy f+f==F > Zf+4 car £ >4

PR+t gl b=t > C (car £ > 4)
= 2t +4

donc 7 < £ — 2. D’autre part, 7 > % Donc 5.32 s’applique et donne

5
[l

0 e-us(i- E)_ )

P
ip—te—1Kickptbi-1

Les relations (34), (35) et (36) entrainent

L _5
— "%
I &< II (1—”71)1 .

R<r< R4t Ry Le<pL iR 3L

9.7. Lemme. Soil o un nombre fizé, 0.535 < & < 1. Pour tout R > 1, posons
gR)y=R*. Ona

1/4(R)
£y - 0 guand R -3 oo.
REr<REH(R)

Pour R assez grand, on a, d’aprés 9.6,
( = 1) e S
L

1/4R)
Er <
Rr< RH4(R) (4R+E(R))/6 Sp<(4RFIL(R)Y/6

p
donc
1/¢(R} 1
28(R) - 25 r—
[ g I A——

log II & = T T204(R) )

REr< R4HE(R) (aR+£{R))/6 Sp<{aR+3LR))/6

2¢(R) — 25 1

T R pamys Srsisrssams VP

< 2%23)(}—{)25 e -|-13£(R))/6 (ﬂ (4R +63£’(R)) . (43 +6£(R) ))
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olt m{x) désigne le nombre de nombres premiers au plus égaux 4 2. Nous utili-
serons le résultat suivant de [1] : pour » assez grand et 29%%% < 5 < 2, on
a

: ¥
m(z) — w(z —y) > Mlogz’

Or, pour R assez grand, L"'g"—(—ﬁl < Ret

é(4R+ 36(R)) — é[4R+ UR)) = éE(R) - %R"‘ > RU5%
d’on
S[ARASER)) 4R+ E(R)) I
6 5 60log R~ 60Iog R
Donc
1/E(R)
1 R~
log H Er < —C—=
(Rgsmz(m ) VR log R

ou C est une constante > 0. Cela prouve le lemme.

9.8. Proposition. Soit o €]0.535,1[. Pour tout R > 1, posens £(R) = R®
Ona

L/H{R)
( II |2d(r)—1|) -0 quand R — oo.

R<r <R+ R)

Cela résulte de 9.3 et 9.7.

10 Equirépartition des u®

10.1. Scient ¢ = Z/x un groupe cyclique & = &léments, f une fonction sur
& valeurs dans {0,1}. Dans ce chapitre, il s’agit des nombres complezes (1 1,
non des classes modulo 2. Les définitions de A(f), A(f), §(f) sont inchangées.
Munissons G de sa mesure de Haar normalisée, pour laquelle chaque élément de
G a pour mesure 1/z. Alors A(f) est Iintégrale de f, 8(f) est sa moyenne.

10.2. Soit Gle groupe dual de G, qui est cyclique d’ordre . Nous identifierons
& au groupe des racines z-iémes de 1 dans €. Nous identifierons parfois G a
{0,1,...,z-1}. Sipge &, le caractére xp de G défini par p est la fonction

g — pg. La transformée de Fourier ¥ de f est la fonction complexe sur &
définie par

Fh = Zﬁgf

En particulier,

{(FfH1)} = 8(f).
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Nous noterons z la fonction caractéristique de 1’élément neutre dans G. Ona

done ix{1) =1 et pour pE G, p# 1, igle) = 0. .
Rappelons que la norme || ||oo d’une fonction complexe est la borne supérieure
de son module.

10.3. Lemme. Soit f : G — {0,1} une fonction. On a
HQ}.f_ 2"‘lEv:)-o <L

D’abord, ’(2.’)‘3’}‘ - 15) {1]| = |26{f) — 1] < 1. Ensuite, soit p € G, p # 1. Alors

(277 - i5) (o) = 271(p) = Zp“f(g 2y

964 )

Or, puisque p # 1,

> e ¥ p=Ye @)

gEA(S) gEG-A(f) g9e@
donc
i /\(f) z — MF)
uZpﬁ'—; Z p9<mf< "
gEAS) geG-A(S}

L’un des nombres i\%ﬂ, %ﬁ est < 1, done 27 f(p}| < 1.
10.4. Lemme. Soient z,z’ des entters > 0, G = Zfzx, &' = Z{z’, f (resp. f')
une fonction sur G (resp. G’} a valeurs dans {0,1}. Soit ¢ : G x G' = {0,1},
définie par
olg.g)=0 si  flo)=fg)=0 ou floh=rfg)=1
wlg,9") =1 st fla) =0, Flg)=1 ou flg=1,f(d}=0.
Sott €,¢' tels que

([2Ff —izlles < € [12Ff — iz lee <e.

Alors

12Fp — iz, gl <€

Solent A = A(f), A" = A(f), a = A(f), ¢’ = A(f'). Par hypothése,

e> |2Ff(1)—z‘5{1)l: |2§-1| (38)

&> |27—‘f’(1) - i&—,(l)| =

I
2%— 1‘ (39)
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2 FfRI = 2= |2 0 | sieEl (o)

gEA gEG’-A
e > RFF (o Z LA = 3 sip#£1. (41)
g'ea’ g'€EG' - A7
Soit (p, '} €GxG'. On a
2F¢(p, p')
1 o
= = Y rr7elg)
9EG, g'eG
_ 2 g L) [
= = Z 2959 + Z pp'¢
geA, g'EG - AY gEG—A,g'€ A’
2
= |22 Z P AR DI LA RECY)
GgEA geEG — geG—A g'eAt

Cas 1: p# 1, ¢ # 1. En majorant par (40) et {(41) les modules des qua-

tre sommes de (42), on obtient
€ .~.E_f + ez = e’
T3ty 5 )=

(276~ iz,3) (0. #)| = 12Felp. )l <

Cas 2: p#£ 1, p = 1. La relation {42) entraine

2Felp. ] = (@' —a) eat + 0 Tpecon Pg;
= (' - 20) e a i d’aprés (37)
< & (a: — 2a')e d’aprés {40)
< e

d’aprés (39).

Cas 3: p=1, p # 1. Méme raisonnement.
Cas 4: p=p' = 1. La relation (42} entraine

2Fp(1,1) - 1] =

m’ o (ale' =)+ (@ a)a) - 1{

_ | f2—-z\ (2¢ -2 o
= . pr < &g’ d’aprés (38) et (39).

10..5. Lemme. Soient n un entier, n > 2, R C C ['ensemble des racines
n-iémes de 1, P une partie de R. Posons op = Poep P v = |op|, E(r) =
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maxpcpvp. Alors

. . 1 . . . 1
sin est pair, £(n) = e sin est impair , £(n) = T
n 2n

Ce résultat est cetainement connu, mais nous n'avons pas trouvé de références.
Soit P tel que vp = |op| soit maximal, autrement dit tel que »p = £(r). Comme
vp = vp_p, on peut choisir P tel que Card (P) < n/2. Soit A la droite du plan
complexe passant par Porigine et perpendiculaire & op. Cette droite partage le
plan complexe en deux demi-plans : TIj, demi-plan ouvert contenant gp, et I3,
demi-plan fermé contenant —op et A, Notons que,sive A et v #0,on
alop+ 8| > |op| =vp.
Aucun élément de P n’est dans 12 ; en effet, si p appartenait &4 PNily, on aurait
—pEHUA et

lop.. a3} = lop + (=P} > lorl.
De méme, tout élément p de R situé dans IT; appartient & P (sinon, en rajoutant
p 4 P, on augmenterait vp).
En conséquence, P est I’ensemble des éléments de R situés dans un demi-plan
ouvert limité par une droite passant par 'origine. Si n est pair, un tel demi-plan

contient § ou 2 — 1 &léments consécutifs de R. Comme

iz (g-1)2in 2 1
1-!-82" -|—e" +...+e :]——M = -
l—e® sin -
et que
i —z)2ir 1 ——" cos I 1
1+82" +€" +. +8£2_“)_ Fe = | = o & T
1—e5 sin o s

on conclut que vp = £(n) = s“.}__

Lorsque n est impair, un deml-plan limité par une droite passant par l'origine
contient 23! ou 251 éléments consécutifs de R. Comme Card(P) < n/2, on a
Card(P) = 2L, et

n—3
2

1+e%+ei:-_w+...+e "

2iw

l+e 7
1-e%

T
G083 1

vp = =—0 = g
sin 2sin 5

Corollaire. Soit n > 3 un entier impair. Avec les notations du lemme 10.5,
on @, pour tout P C R

vp <€(n) <

w3

Le lemme 10.5 donne

or <=3 (saterim) <7 (aterm ) = 5

car la fonction ¢+ sint/t est décroissante dans l'intervalle {0, /6]
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10.6. Lemme. Soit n > 3 un entier impair. Soit p # 1 une racine n-iéme de
1 dans C. Sotent 0 a<b<c< - -<€<n—1 des entiers. On g

_]; a b c (4 L
n|p +pf 4y +...+p]5§.

Soit m € {1,2,...,n— 1} tel que p = e¥™/" Soit d le pged de m et n de
sorte que 7 = df, n = du avec { premier avec u. On a p = e®™/¥ et p est une
racine primitive u-iéme de 1. La somme p* 4+ g% + ... + pf est une somme de
racines u-iémes de 1, avec répétitions possibles ; on a

pPr=p = a=g (modu).

Chaque classe module u contient exactement d éléments de ensemble {0, 1,2,
.,n—1}. Dans la somme p® + p* + ... + p%, chaque racine u-iéme est donc
répétée au plus d fois. Donc, avec les notations de 10.5,

" 0"+ + .+ 0| < dE(u).

Comme n est impair, u est impair. Comme p # 1,0nau # 1 donc u > 3. Alors
£(u) < tu d’aprés le corollaire 10.5. Done

1
|p“+pb+p“+...+pzlggdu:§.
10.7. Lemme. On a

. 2
2, — i oo < sup (|2<s2 - 1;,-) .
() ,,KH,,S, ! 3

2Fup p—1 ~
( " ) )(”

d’aprés 8.8, Et, si p # 1,

En effet,

= 26(ur, p) — 1| = |202p—p—1 ~ 1

2 .
:|2Jru,,p(p)|=; > Ao XC{0,1,...,p~ 1}
JEX

(m"" ) i(Z/p)”) v

=

[T -]

d’aprés 10.6 .

Donc

. 2
2Fur p — ~loo < 202p—r—1— 1,5 ).
(200 =i lon < 300 (s 1,5

Alors le lemme résulte de 10.4 (appliqué par réeurrence au cas d’un preduit d’un
nombre fini de groupes).
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10.8. On posera :
2

e = H sup (|2(52p_r_1 -1, g) .

rf2<psr

10.9. Lemme. Sofent £, R des entiers tels que £ > 6, R > 2{. On a

I[] <
r< R4

£~ 2

o 1 20

1l suffit de recopier la preuve de 9.6. La ol on utilisait le lemme 5.32, on applique
5.33. Cest possible car R > 13 donc p > (4R +£)/6 > {52+ 6)/6 > 9, donc
p = IL

10.10. Lemme. Soit o un nombre fird, 0.535 < o < 1. Pour lout R > 1,
posons {{R) = R*. On a

RS (4R+£)/6<p<(4R432)/6

1HR)

&l -0 quand R — oo.
R<r SRAL(R)

Méme preuve qu’en 9.7, en utilisant 10.9 au hieu de 9.6.

10.11. Proposition. Soit a un nembre firé, 0.535 < @ < 1. Pour fout R> 1,
posons f{R) = R*. On a

1/4(R)

H l2Fu, - i ~|loo =0 quand R — co.
R<r<RAE(R) (Ztw.)

Cela résulte de 10.7, 10.8 et 10.10.
10.12. Proposition. Il existe une partie infinic P de N felle que

QFur —1 oo —+ 0 quand r % o0, re€P.
PFu i e

wr

En effet, si 'on avait Fiminfroee [2Fu, — i(Z )"’i'ioo > 0, cela confredirait
!

10.11.

10.13. Soit Z le complété de Z pour la topologie dans laquelle les idéaux
différents de {0} de Z forment un systéme fondamental de voisinages de 0.

Ce groupe compact commutatif est un sous-groupe du groupe des adéles de Q.
1l posséde une mesure de Haar u de masse totale 1, d’oli un espace hitbertien
L*(p} avec norme || ||z et produit scalaire <, >.
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Comme wr_; |w,, et que tout entier divise w, pour r assez grand, on a

Z = lim (Z/u)
la limite étant prise relativement aux homomorphismes canoniques :
Tetr 1 Dfwy > Lfw, (r'>r).

Nous noterons #, I’hemomorphisme canonique Z —» Zfw,. La mesure m-(g)
est la mesure qui attribue la masse 1/w, 2 chaque point de Z/w,.

Soit B C C le groupe des racines de P'unité. Soit p une racine (w,)-idme de
1. Alors p définit le caractére x, de Z/w,, tel que x,(z) = p*. Si+' > r, et
sl &' € Z/wys est tel que mv (2') = 2, on a 2’ = z (mod w,), done p% = p"
Donc il existe un caractére 1, de Z tel que 1, (z) = x,{m(z)) pour tout z. Tout
caractére de Z s'obtient de cette maniére, et ’on peut identifier le groupe dual
de Z au gronpe R muni de la topologie discréte. La famille (4,),cr est une base
orthonormale de L2(y) (propnete générale des groupes compacts commutatifs).
La fonclion relevée de v, d Z ¢'est-g-dire ur o mp, sera notée u,.

10.14. Rappel sur les espaces hilbertiens.

Soit # un espace hilbertien, et 21, 2q,... € .

a) La suite (r;) tend faiblement vers = si < z;,y > = < o,y > pour tout y € H.
Cela entraine que sup||z;|} < +oo. (Cf. par exemple [6], p. 21).

b} Seit T une partie totale de ¥, par exemple une base orthonormale. Si
sup||zi|| < +oo, et si < zi,y > & < z,y > pour tout y € T, alors (z;)
tend faiblement vers z. (Trés facile}.

10.15. Proposition. Dans L*{y), la suite &, tend faiblement vers la constante

L sit—+o0, r € P (notation de 10.12).

a} Comume les valeurs de i appartiennent & {0,1}, on a [Jus|)» < L.

b) Considérons le caractére unité 1 de Z, correspondant  dlément 1 de R {cf.
1¢.13). On a

< i, >=fzﬁr:b1 d,u=_[ w - ldm(gy= — 5 uf
fwr

0<n<w..

D’aprés 10.12, ce nombre tend vers 1, c’est-a-dire vers < 51>

¢) Considérons le caractére ¢, de Z correspondant 3 1’églément pde R—{1}. On
&, pour r assez grand (plus précisément, quand p est une racine (w,)-iéme de

1),
<tnvy>= [avdu= [ uox, dml) = (Fu) ()
Z AR
D’aprés 10.12, ce nombre tend vers 0, c’est-3-dire vers < Xps 5 =< th,, %
La proposition résulte de a}, b), ¢).

10.16. Corollaire. La suite ti,. fend vers la constanie i & au sens des distribu-
tions sur Z sire P,
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En effet, les fonctions indéfiniment dérivables sur Z sont, des éléments de L2(u).
(Le corollaire est d’ailleurs, compte tenu du fait que |fu.{[2 < 1, équivalent &
la proposition 10.15, puisque les fonctions indéfiniment dérivables forment une
partie dense de £L2(u)).

10.17. Proposition. Soient ro,ng des entiers firés (rq > 0). Pour r > ro,
soit A, Vensemble des n € Zjw, tels que n = ng (mod wy,). Soit B, ensemble
des n € A, tels que u? = 1. Alors, quand r — co en restant dans P (notation
de 10.12), on a

Card B, /Card A, — % -

(Pour rg = 1, on a A, = Z/w, et Card B, /Card A, = d(r)}.
On a A, = {no} et, pour r > ry,
Ar = 77 L (Ar,), done Card A, = w- fwr,.

Soit a, la fonction caractéristique de A, dans Z/w,.
Soit A l'ensemble des z € Z tels que mp(2) = no (mod wy,). Sa fonction
caractéristique @ est un &lément de L?{p). On a

1 .
<Ura> — < sir 2o0,re P (43}

2)
d’aprés 10.15. Or

1 1 i 1
- —_ _ d = 0,
< ‘2’0 > fZ 2 radp /Z/wro 2 Gro &Tre (”) 2wy, >

< Hr,a>= -/; i ady :] up - ar dme() = (Card B)/wy,
Z Z/wr

done

Ca.rd B,

. 1
<u,,a>/<2,a> 2(CarclB) Ca.rdA

La proposition résulte alors de (43).

10.18. Remarque. La suite %,(z) diverge pour presque tout z € Z. En effet,
soit X C Z Pensemble des z € Z tels que 7, (2) ait une limite quand r — oo, Cet
ensemble est p-mesurable. Supposons p{X) > 0. D’aprés le théoréme d’Egoroff
({3], p. 175, th. 2), il existe une partie mesurable A de X telle que p(4) > 0
et que (%, )| 4 converge uniformément. Donc A est la réunion disjointe de deux
ensembles mesurables Ap, A; tels que, pour r > rg, on ait #.(z) = 0 pour tout
2 € Ag, T,.{2) = | pour tout z € 4;. L’un au moins des nombres p(Ag), p(Ar)
est strictement positif. Si p(Ag) > 0, la fonction caractéristique  de Ap dans
7, est un élément non nul de L*(p), et < U, >= 0 pour r > rp, alors que
< 3,9 >= u(Ag) > 0, contradiction. Reisonnement analogue si p(A;) > 0.
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10.19. Pour z € Z C Z, la suite @,(z) a une limite et méme mieux :
S5i z>0, ona #(z)=p(z—1) pourr assez grand;
si z<0, ona u(z)=0 pourr assez grand.

La premiére assertion résulte de 1.7 et 1.8. Supposons z < (. Pour r assez
grand, on a —3r(r+ 1} +2 < z < 0, donc z est congru modulo w, & un nombre
de [wr — Lr(r + 1) +2,w.], d'oit u.(2) = 0.

11  Meéthode de calcul de d(r).

11.1. Soit ¢ un entier, ¢ > 1. Nous noterons ®,(z} € k[z] le polynéme cyclo-
tomique d’indice ¢ ; on a donc, pour n > 1

L4 2" = [ ()
tin

Lorsque n est pair, on écrit n = 2¥2(*)n’ avec »' impair, et P'on a
valn va(n)
1+zﬂ=(l+z fygealn) H(ét()zn
t|n!

1] s’ensuit, avec les notations du chapitre 2

d . valm)
Fe) o= [To+m=11 I @e)
" " i
. |_r/£] 22(1) r
= H H (®:(2)) H (q,t(z))c(b‘/tl)
[ lmpau- =t t ircn—_;_);ir

car va(7t) = va(j)-

11.2. Soit ¢ et ¢' deux nombres impairs distincts. Alors ®;(z) et (2} sont
premiers entre eux dans k[z]. En effet, si p € k &tait une racine commune a
D, (z) et $p:(z), ce serait une racine primitive t-idme et ¢'-iéme de Funité; on
aurait donc ¢ |t', &' [Let £ = ¢/,

11.3. En raison de 11.1 et 11.2, on a la décomposition en éléments simples

Cg(z)

@

f(Z) F (Z) E ft(z ft(z) =

¢ lmpaxr

avec Ci{z) € k2] et deg C: < ¢({r/t]}p(t) olt ¢ est Findicateur d’Euler. En
utilisant la fonction a définie en 2.9, on a

_ Et(z) Et(z)
filz) = (1+zt)2u(|_rhj) = T4 pesrin (45)
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avec
a(lr/t)}
(142
E',(z) = WCt(Z) (45)

Notons que deg(E,) < 122074,
11.4. Calcul de C, et E;. Le polynéme C, est 'inverse modulo {Cbt(z))c(l'/m
F.(z) .

(@z(z))C(l.f/ﬁJ) ’
Gedex qui programme algorithme d’Euclide étendu. Ensuite, E; est calculé par
la formule {46). Notons que MAPLE calcule les polynémes cyclotomiques.

du polynéme Ce calcul sera exécuté en MAPLE avec la fonction

11.5. Soit M > 1 un nombre entier. On dira qu’une série formelle f(z} =
ay + a1z + azz? + ... est périodique de période M si la suite de ses coefficients
{an) est périodique de période M.

Si les coefficients a, valent 0 ou 1, on posera

1
8(f) = M Maot+ @z taaz® o bayaM ) = S e (40)

C’est la valeur moyenne des coefficients de f.

1l est clair que la définition ci-dessus ne dépend pas de la période M de f

choisie. Dans tout ce chapitre, pour chacune des séries considérées, nous allons

déterminer une période (afin de calculer la densité §) mais on ne se souciera pas

de préciser si c’est la plus petite période.

Exemples : la fraction f; définie par (45) a pour période $2%(7/¢D) ot 8fe) =
A(E:)

27 Pour r > 2, soit f défini par

flz) = F(z) Zu""” i

n=0Q

D’aprés 3.8, et 3.10, f est périodique de péricde w,., et
8(f) = d(ur) = d(»). (48)

11.6. Proposition. Soient deuz entiers M > 1 et N > 1 premiers entre euz.
Soit deur séries formelles f,g € k[[z]] de périodes respectives M et N. Alors la
série f + g est périodique de période MN et

() 8a) =d) +ile) - 26(6(e) = 5 -2 (500 - 3 ) (600 - 3 ).

G Jotr+a - 3| <ine (Jo0) - 3. o - 3.

Posons f(z) =ag+asz+eez®+ ..., g(z) =bo+bsz+ 822 + ... Onapfz) =
Flz)+g(z) = co+erz+esz® 4. .. avec ¢n = an +by. Clairement, les coefficients
de  sont périodiques de période M N.
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Onalcf 73) ZNGZM = Z/MN et tout élément n € Z/MN s'écrit n =
{(zN +yM)mod MN,avec 0 <z <M —1et0<y< N —1. Onadonc

Cr =y + by = aizN) + b(yM)
et cela montre que lapplication n — ¢, de Z/MN — {0,1} se décompose
suivant Z/M et Z/N. On applique alozs e lemme 6.5.

11.7. Vecteur densité. Soit f(z) = ap+ @,z + azz? + ... € R[[2]] une série
formelle de période M & coefficients 0 ou 1. Soit » > 1 un entier. On pose d =
pged(M,v), M = dm. Pour chaque 7, 0 < j < v — 1, la série

oC

fi(z) = E Cjgnp 2"

a=0

est périodique de période m = M/d. Pour f et v donnés, on définit le vecteur
densité :

m—t

1
=1 Z Qjpne, (49)

n=0

R (f) = (Ao, Ay, Ayly),  avec A; = 6(f;) =

oll M est un multiple_t}quelconque de m. Nous allons donner ci-dessous quelques
régles pour caleuler AL(F).
a)Ona o

Aum(f) = (av,01,. .. ,am-1).

b) Réduction. On conserve les notations de {49); soit ' un diviseur de v et
s=v/v. Alorsona

s—1

N 1

R(f) = (A, AL ALy), avec A} = ;ZAHW.
n=0

En appliquant {(49) avec m = sM, il vient
sM—1 1 M-1
8 = o 5 o= 25 (55 e
n-‘ﬂ £=

1581 i =
s Z (]ﬁ Z “(J+nv’)+£V) == ZAJ+TW"
n=0 =0

Cas particulier : v" = 1. On obtient par (47)

5 =B =13 A (50)
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c) Estension. On conserve les notations de {49), mais cette fois, v’ = sv est un
multiple de ». On pose d = pged(M,v), M = dm, et 'on suppose que s est
premier avec m = M/d. Alors on a

—E}su(f) = A(),A[,... ,Au—la AG:AI:'-‘ :AUuh ey Mg, Ay, 3AV—1) -
———
s fois
Posons Aw(f) ( LAY AL ). Par (49) (avec # = m), on a, pour j

vérifiant 0 < j < o/ —1

1
A; = E (aj -+ Tjgse + Cjy2s0 + ...+ a'j-{-(m—l)au) .

Dans Z/M, le sous-groupe cyclique engendré par v est d'ordre m = M/d, et,
comme (s, m) = 1, ce sous-groupe est aussi engendré par sv. Donc,

1

A; = —n; (aj +ajpr i+ + aj+(m—1)u) = A.;irm:‘d I’
- ;

d} Redimensionnement. On suppose que P'on connaft A ,(f). Soit #' > 1 un

autre entier. Alors, si

= (v, M) divise p, (51)

on peut calculer R, (f).
En effet, comme &' |v, on calcule Adr(f) par réduction. Ensuxte, ! = s,
M = d'm’ avec (5,m') = (s, M/d") = 1, et L'on calcule =, «(f} & partir de
Adn {f) par extens1on
—}
e) Composition. Si R, = (Do, ALy Byet) et AL = (A, AL LA, 1)
sont deux vecteurs densité de méme longueur on les composera par la 101 sul-
vante :
B =B, + Bl = (AL, AL,...,AL)
avec, pour tout j,0< j<v—1,
A";-' = Aj * A; = Aj =+ A; — 2AJA3

Cette définition trouvera son sens dans le paragraphe suivant.

11.8. Proposition. Soit f,g € k[[z]] deur séries formelles périodiques de
périodes respectives M et N. On pose D = (M, N). Alors, la série f+g a pour

période MN et l'on a, pour tout v multiple de D,

B(F+9) = Bulf) * Bulo)

ot la composition = est définie en 11.7 e},
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Soit 7 vérifiant 0 < j < v — 1. Avec les notations de 11.6, la série f;{z) =
Zon>0Gi+nez™ est périodique de période M{D (puisque D|v) et, de méme,
9i(£) = 2,50 bienu?™ 8 pour période N/D. Comme M/{D et N/D sont pre-
miers entre eux, la proposition 11.6 (i} donne :

8(f5 + g5} = 6(F;) * (g;)-

11.9. L’algorithme d’addition. Soit f, g € k[[z]} deux séries formelles pério-
diques de périodes respectives M et N,et D= (M,N). Soit m; et m, deux en-
tiers positifs non nuls. On suppose que ’on connait A (f) et Z)mg {(g). Soit
m > 1 un entier, Alors, si les conditions suivantes sont remplies

() {m, M) divise m, ; (52)
£13] (m, N} divise my;
(7i3) D divise m

on peut calculer Em(f + g) de la fagon suivante : on calcule Z)m(f) par re-
dimensionnement, car la condition (51) est satisfaite par (52, (i)). Il en est
de méme pour Km{g) en raison de {62, (ii)). Enfin, on évalue Z)m(j +yg) =
?m(f) * _A+m(g) par la proposition 11.8.

11.10. L’algorithme r/2. Pour les petites valeurs de r, on peut calculer les
coefficients de f(z) = 1/F.(2) jusqu’a l'indice w, — 1, calculer 4(f}) par (47) et,
par (48), on a d(r) = 4(f). Mais w, grandit trés vite avec r, et la méthode est
inutilisable pour r > 18.

Une méthode plus efficace consiste & utiliser les nombres premiers de Pintervalle
Ir/2, 7], comme nous I"avons fait de fagon théorique au chapitre 8. Pour chacun
de ces nombres premiers p, on calcule la fonction Jp (cf. 11.3 et 11.4), de période
p. Ensuite on calcule par différence la fraction rationnelle

f":f“ Z fp
rf2<psr

dont la période est w! = S — Puis, on évalue d{(f') en calculant

Hrf?(pSr p B

ses coefficients jusqu’a l'indice w!. — 1. Enfin, pour calculer d{r) = &(f) =
r

$ (f’ + Zr/2<p5r fp), on applique la proposition 11.6, car les périodes de f' et

des f, sont premiéres entre elles deux 4 deux. Pour r > 27, w! > 86486400, et
cette méthode n’est plus utilisable.

11.11. Introduisons quelques définitions et notations. Nous désignerons par
Pt(n) le plus grand facteur premier de l’entier n. Nous noterons p* (resp. P}
le nombre premier suivant (resp. précédant) p. Enfin, pour x,y réels positif;
on définit

logy
L(z,y) = pwp(y), avec wp(y) = {_*J . (53)
35};‘[5,; logp
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Remarquons que Fon a p») < y < p@rWtl of gue L(z,¥) est le ppcm des
nombres impairs ¢ < y tels que PT{¢) < z. ‘ o
Pour chaque ¢ impair satisfaisant 1 < { < r, on calcule la fonction f; décrite en
11.3. Ensuite, on détermine pour p premier, 3 < p < r,

= 3. K (54)

L<t impair <r
Prt=p

qui est, d’aprés (45), péricdique de période
r
Np = ga{l_r/p]} PPCIM 1<t impair <r t= zn([r‘/pj)pL (pl ") (55)
P¥(e)=p P

et donc s’écrit
Er(z)
+ _ r
fp(z) h 1_|_ zNP.

(56)

Les polynémes &/ se calculent facilement & partir des polynémes F; (cf. (45)).
De {44) et (54), il suit

F=Ff+ > f (57)
3gpsr
Nous noterons
Se=Hh+ D>, kK (58)

3<¢ premier £p

et nous appellerons M, la période de S,- ; {55) entraine
My = ppem (20, Ny, N, ..., Np- ) = 220V Lo, 7). (59)
On pose ensuite

D, = (M, N,) = 2r/el) (p—, g) (d’aprés (59) et (55))  (60)

et
log rgpt
by = 20(lr/el) (p-, ﬁ) p([ e J) (61)
P
Le choix de vp fui assure les trois propriétés suivantes :
(2) vy est un multiple de Dy ; (62)
(1) vp est un diviseur de Ny ;

(#44) {Mp,vp} divise v,- pour tout p > 5.
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Les conditions (i) et (ii) résultent de (61), (80) et (55). Par (59} et {61), on a

leg r/p

(M, vp) = 20Ur/eD) 1 (p-, g) w gallr/el) [ (p——, g) () (Leese])

vy =22l )) (pﬂ oy (L2 )

et la croissance des fonctions y — aly) et y = L(r,y) démontre (iii).

11.12. L’algorithme “tous p”. On conserve les notations de 11.9 et, 11.11.
On appl'ig}ue I'slgorithme d’addition 11.9 4 la somme $3 = f; + f} afin de
calculer A, (S3). On pose m = vy, m; = M = 2(r) (qui est la période de fi),
m2 = N3 (qui est la période de f3) et les conditions {52, (i) et (52, (ii)) sont
satisfaites. On a D = (m1,ma) = Ds, et la condition (52, (i)} résulte de (62,
(1)). On détermine _d}m,(ﬁ) = KM{fl) par 11.7 a) oi les coefficients a; sont
ceux du polynéme F, (cf. 11.3 et 11.4). On calcule Em, (fi) = Z}M(fé) par
11.7 a) o, cette fois, les coefficients a; sont ceux du polyndrme E4 défini en (56).
L’algorithme d’addition 11.9 nous permet alors d’évaluer E)m(Sa) = Kya(Ss).
Ensuite, pour chaque nombre premier p > 5, on applique I'algorithme d’addition
1194 5, = Sp- + f avee M = My, my = -, N = N, my = N = N, et
m = . La condition (52, (1)) résulte de (62, (iii)}; (52, (ii)) est évidente et
(52, (ii})) résulte de (62, (i)). Par récurrence, on connait le vecteur densité
Ay (Sp-) = L_f,,p_ (Sp-). Comme pour p = 3, on calcule ﬁmz(f;) = —A+Np (f3)
par 11.7 a) od les coefficients a; sont ceux du polyndme E, défini en (56).
L’algorithme d’addition 11.9 nous permet alors d’évalier Xm(Sp) = E)u,, (Sp).
Lorsque p est le plus grand nombre premier inférieur ou égal a par_&57) et (58),
on a f = 5y, et en utilisant (50), on obtient 8(f) par réduction de &, (Sp). En
fait, il n’y 2 rien 4 réduire, car, d’aprés le postulat de Berirand, il y a toujours
un nombre premier impair ¢ vérifiant /2 < ¢ < r pour r > 3; et pour un tel
nombre ¢, (61) donne vy, = I. On a donc, pour > 3, vp = 1, Finalement,
d(r) = 8(f) par (48),

11.13. La partie la plus longue de algorithme 11.12 est le calcul de f; défini

par (54). On peut éviter ce calcul en évaluant directement K.,p {f2)-
On commence par écrire =6+ fp’ en séparant, dans (54), les termes f;
suivant que p? divise £ ou pas. Les période respectives de £ et f)' sont

N = Qa(l.'lpszsz(p, rfp?) et Ny = 22l pL(p=, r/p).

Puis, on se propose d’évaluer E}N;u (f'} et KN;:(f;‘).

Pour calculer E}N:Ju( """}, on ordonne les t impairs, ¥ < », qui sont multiples de
P et qui satisfont P*(¢/p) < p, en une suite p,vip,vap, ..., v,p avec Pt(z;) <
PH{viq1), et v; < wigy lorsque Pt(v;) = Pt(vey,). D'aprés 1a définition de i
ona

;H = _fp -} vaup'

i=1
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Pour 1 € j < 5, on pose

J
;= fp'*‘qu,-p

i=1

et 'on calcule, 4 ’aide de 11.9, KV;(E_,-] avec
vi= 9ellr/2lip (g, v/p) et g= Pt{y).

Pour calculer K}Ny (f;’), on ordonne les { impairs, { < r, qui sont multiples
de p? et qui satisfont P*(t/p?} < p en une suite p?, wip?, wop?,. .., w,p? avec
PH{w;) € Pt{wigr), et wi < wiy: lorsque PH{w) = P (wiyq). D'aprés la
définition de f/, on a

o
f; = fp’ + wa,pz'
i=1

Pour 1 £ j < &', on pose

i
23 = fp'a =+ Z-fwiP2

i=1

et P’on calcule E}V;_t (Z5) avec

y}" = Qa(lrIPQJ)pEL(q, rfpz) et g = P+(T.U_7)

Enfin, en observant que vj = N}’ et que v, = N}/ (noter pour cela que pour
. . —

z >y, ona Liz,y) = L(y,¥)) on calcule Kyp (f;) & partic de Ayu(ff) et de
E}N;a (f;”)jvec 7, = pged(NVy, Nj') = ppem{p, vp), et donce, par réduction, on
en déduit &, (). _

On pourra vérifier {comme on l'avait fait en 11.12 pour ¥p) que les valeurs
choisies pour v, VJ’;' et 7, impliquent, pour chaque application de ’algorithme
d’addition 11.9, que les conditions (52) sont satisfaites. En fait, cette vérification
théorique n’est pas indispensable, car elle est faite dans I'implémentation et un
message d’erreur est affiché si ’une des trois conditions (52) n’est pas vérifice.

11.14. L’algerithme 11.12-11.13 consiste d’abord & trouver pour la somme
{44} (qui comporte |~£!| termes) une permutation de ses termes suivie d'un
parenthésage. Ensuite, pour chacune des ['EIJ additions partielles g1 + ga,
il faut choisir le nombre ¥ pour lequel on veut déterminer le vecteur densité
Z}V(m + g2). Ce choix doit respecter les conditions (52).

Ainsi, par exemple, pour r = 27, L’algorithme 11.12-11.13 range les termes f; de
la somme (44) dans ’ordre suivant des valeursde £ : 1,3, 9,27,5,15,25,7,21, 11,
13,17,19,23. Le début du parenthésage est

((1, (3, (9,27))) (5, 15),25))
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Puis, I'algorithme calcule successivement 1 TABLE 1*
Z-}103(.1‘9 + far), E}sﬁ(fa + (fo + far)), R (fl +(fa+{fo+ fz7))), ‘
} r | e(r) W, 1/2 — d(r) 0.5 — d(r)
E}zqn{fs+f15), K:z«m((fs-i—f]s}-f-fzs), é ; 1 _}]/2 _8'5
E\‘m((h + (fs+ (f9+f27))) + ((fs + f1s) +f25)),~-/- i g ;i iﬁi 831813
Le choix de la dimension des différents vecteurs densité (1, v}, v/ et Tp) est, ' 5 9 240 0 o
en principe, optimal (relativement & leur maximum} pour I’ordre des opérations ; 6 11 240 1/60 0.017
que nous proposons et qui est rappelé ci-dessus dans 'exemple r = 27. Nous ne 7 12 1680 5/56 0.089
savons pas montrer qu’il est aussi optimal quels que soient la permutation et e : 8 20 3360 0 ¢
parenthésage utilisés g 21 10080 1/56 0.018
) 10| 23 10080 0 0
11.15. L'algorithme 11.12-11.13 a été programmé en MAPLE, et il a permis 11 24 110880 1/616 (1.6)10-3
fe calcul de d(r} jusquw’a r = 220%. Nous remercions vivement B. Salvy pour 121 928 110880 1/660 (1.5)10-8
plusieurs remarques qui ont considérablement diminué le temps d’exécution. 13 99 1441440 —5/1092 —(4.6)10‘3
Pour 200 < » < 220, le calcul de chaque valeur de d(r) prend environ une demi- 141 31 1441440 --1/80080 _(1.2)10_5
heure et la taille maximum des vecteurs densité uyilisés est 2882&%0. Le nombre 151 32 1441440 133/68640 (1.9)1073
T= 221 = 13 x 17 semble une barriére, car on doit déterminer A npi(fi7) avec 18] 48 2889880 63/22880 (2.8)10-3
N7 =32x9xb5xTx1lx l? x 17 = 24504480. Pour illustrer concrétement la re- : 17| 49 49008960 5,/272272 (1.8)10-5
marque finale de 1.1.14, ess_t—ﬂ possil:_-le dcf calculer d(221) en utilisant uniquement 181 51 49008960 3/1361360 (2_2)10—6
des vecteurs densité de dimension inférieure 3 20 millions ? : 19 52 0931170240 27/55328 (49)10ﬁ4
20 56 931170240 89/13302432 (6.7)10°8
21 o7 931170240 —9/146965 —(6.1)10"%
22 59 931170240{ -1/23279256 | —(4.3)10°8
23| 60 21416915520 | —945/8498776 | —(1.1)10~*
24 68 42833831040 27/3979360 (6.8)107°
25| 69 214169155200 11/489440 (2.2)107%
26| Tl 214169155200 0 0
21| 72 642507465600 | 5917/1189828640 | (5.0)10~°
28| 76 642507465600 --1/1999712 —(5.0)10-7
20 [ 77| 18632716502400 | -9/3450503056 | —(2.6)10~°
30| 79| 18632716502400 | —T7/1478787024 | —(4.7)10°°
31| 80| 577614211574400 | —63/32032757 | —(1.9)10°°
32| 112 | 577614211574400 | 83/148106208096 | (5.6)10~1"

ie(r) et wr sont définis au chapitre 2. L'algorithme de calcul de d(r) est expliqué au
#0n peut consulter la table de d(r) sur le site http if feuler.univ-lyonl.fr/home/nicolas chapitre 11.
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' TABLE 2
: r= Wy facteurs premiers de w,
I =
4 = 22
12 = 223
24 = 333
240 = 2%35
1680 = 2¢357
3360 = 2357
9,10 10080 = 23257
11,12 110880 = 25325711
13415 1441440 = 253257 1113
7 2882880 = 2632571113
: 17,18 49008960 = 203%57 111317
19322 931170240 = 2632571113 1719
; 21416915620 = 293267 1113 171923
49838831040 = 273257 1113171923
w 95,26 214169155200 = 27 32 5271113171923
| 27,28 642507465600 = 2733527111317 1923
29,30 18632716502400 = 2733527111317 1923 29
31,32 | 577614211574400 = 273* 527111317 19232931
TABLE 3 : Majoration de {0.5 — d{r)| (cf. 9.3)
P 993 994 995 996 997
0.5 — d(r)] < | (27107 | (1531071t (3.9)1071 | (2.5)1071% | (1.2)1071¢?
r= 998 999 1000 1001 1002
[0.5 —d(r)[ < | (1.7)1071% | (7.9)107'%* { (1.5)107'%% § (1.5)107"% | (3.9)10~'"
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