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Double Interpolation des Nombres Euleriens

LEonce LESiEUR ET JEAN-Louis NicoLas

Nous donnons une double interpolation des nombres eulériens A(k,n) (k et n entiers
positifs) sous la forme d’une fonction A(x, y) (x et y réels, x quelconque, y > —1) dont les
valeurs pour x et y entiers positifs sont précisément les A(k, n). Une deuxieme fonction B(x, y)
est également proposée sous forme intégrale. Nous démontrons l'identité de ces deux
fonctions, ainsi que I’égalité [*Z A(x, y) dx = I'(y + 1). Enfin nous donnons une forme explicite
de la transformée de Fourier de la fonction ((sin )/t) pour tout a réel > 0.

We propose a double interpolation of the eulerian numbers A(k, n) (k and n integers) as a
function A(x, y) (x and y real numbers, x arbitrary, y > —1) taking exactly the values A(k, n)
when x and y are integers. A second function B(x, y) defined by an integral representation is
another candidate. We prove that the two functions are equal and that (% A(x,y)dx=
I'(y + 1). Finally, an explicit form for the Fourier transform of the function ((sin )/t)* is given
for all a real >0. :

1. INTRODUCTION
Les nombres eulérienst

<n+1

» )(k—p)", p=0,1,2,...,1<k=n

Ak, n)= 2% (-1y

p<k

ont fait I’objet de deux travaux antérieurs des auteurs [11,13]. Dans le dernier travail,
on établit en particulier la représentation intégrale:

Ak, n)= LZ') J:m <§¥)n+1 cos((n +1—2k)) dr

et on en déduit une interpolation ‘horizontale’ en remplagant I’entier k£ par un nombre
réel x, ce qui donne:

A(x,n)= L::') J:w (gnt_t>"“ cos(ut) dt, u=2x-(n+1). 1

La fonction x — A(x, n) a les propriétés suivantes:

(i) A(x, n) est égal au nombre eulérien A(k,n) pour x =k=1,2,...,n;
(i) A(x,n)=0pourx<Ooux=n-+1;

(iii) A(x,n +1)=(n+2—-x)A(x — 1, n) + xA(x, n) (récurrence fonctionnelle triangu-
laire);

t Pour les propriétés générales combinatoires, algébriques et géométriques, on pourra consulter le livre
d’analyse combinatoire de Comtet {7; t. 1, p. 63; t. 2, p. 82] et les références a Loday [12}, Foata et
Schiitzenberger [9], Carlitz [5] et Riordan [15].
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(iv) A(x, n) = A(n +1 —x, n) (symétrie par rapport a (n +1)/2).

™) Acm=3 (" e-pr p=012. @

p<x

(expression polynomiale par morceaux ou ‘spline function’ [13]).

On se propose ici d’étudier une interpolation ‘verticale’ en remplagant ’entier
naturel n par un nombre réel y>—1. Dans la fonction A:(x, y)— A(x, y) ainsi
obtenue, les valeurs A(x, y) seront donc les nombres eulériens A(k, n) lorsque x et y
sont des entiers k et n positifs. Cette interpolation peut se faire a priori de deux fagons.
Au Paragraphe 2 nous considérons une premiere approche qui résulte de la formule (2)
pour conduire 2 la fonction F défine par:

nxn—z(ly( Ha-py,  p=012.... 3)

P<x

Cette fonction F ne vérifie pas la propriété de symétrie: F(x,y)=F(y +1—x, y). Cest
pourquoi nous symétrisons en prenant pour A(x, y) la formule:

A(x,y)=3(F(x,y)+ F(y +1-1x,y)) (4)

qui, elle, vérifiera les bonnes propriétés exigées pour I’extension.

Une deuxieéme approche consiste a partir de la formule intégrale (1) ol I'on

remplace formellement I’entier n par le nombre réel y > —1, selon I’expression:
2r T (sin £\
(e, u) =¥ f (%) cos(ur) dt )
0

avec a =y +1>0, u =2x — a, a et u réels. Bien entendu, il faut préciser la fonction:

sin £\“
a:t’—><—>
f t

qui est a valeurs complexes et définie sur R suivant les valeurs de ¢ par:

sin t|“
t

fa(t) = €™ si rm<t<(r+lm r=012,.... (6)

fo(rm) =0 pour r=1 et prolongée par parité pour ¢ <0. De plus, pour aboutir 4 des
fonctions réelles, nous prenons en définitive la partie réelle:

B(x,y)=NRl(a,u)= E? f+xf){fa(t) cos(ut) dt

2F(a) 2 (cos(ma) f(rmﬂ

Au Paragraphe 4 nous démontrons que ces deux procédés conduisent au méme résultat
(Théoreme 4.3):

[+ 4

cos(ut) dt). N

A(x,y)=B(x,y).

Ce théoréme est I'un des résultats principaux et il ne s’obtient pas immédiatement. La
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démonstration nécessite d’abord I’examen du cas 0<a <1, qui est la clé de la
question, et ensuite le passage de a d a +1, qui est plus facile. En addition, nous
déduisons de la valeur de l'intégrale (5), le calcul de la transformée de Fourier f, de la
fonction f, définie par (6) (cf. corollaire du Théoréme 4.1). Auparavant, il nous aura
fallu au Paragraphe 3 justifier ’existence de Il'intégrale (5) et en donner quelques
propriétés. Au Paragraphe 5 nous démontrons le théoréme suivant (Théoréme 5.1):

+oc
Alx,y)dex=TI(y+1)

qui est la généralisation d’une formule de Worpitzky: X;-, A(k, n) =n! étendue
d’abord a A(x, n) sous la forme [*ZA(x,n)dx=[*' A(x,n)dx =n! (cf. [13]). La
démonstration du Théoréme 5.1 utilise pour le cas a >1 des éléments de la théorie
classique de la transformation de Fourier que I'on peut trouver par exemple dans le
livre de Chandrasekharan [6]. Pour atteindre le cas 0<a <1 et terminer la
démonstration, on justifie un procédé de descente qui permet de passer de a +1 2 a.
Notons qu'une preuve différente du Théoréme 5 a été donnée dans [18, p. 560] (voir
aussi [3, Proposition 3.1]).

Enfin au Paragraphe 6, nous démontrons, comme application des résultats
précédents, une propriété qui a été aussi trouvée récemment par Zhang par d’autres
méthodes (cf. [19]) et également par Butzer et Hauss (cf. [4, Théoréme 9]). La série
%=1 F(k, y) est convergente pour y > —1 et a pour somme I'(y +1).

On pourra trouver des travaux voisins motivés soit par les fonctions splines (cf., par
exemple, [17, pp. 134-139]) soit par les dérivées d’ordre fractionnaire (cf. [3], [18] ou
[2])- Mais le lien avec les nombres eulériens n’y sont pas mentionnés. Le but du travail
récent [4] est ’étude des fonctions E(a, k), soit F(k, a) avec nos notations, lorsque k
est un entier positif. A la fin de larticle, le rapport avec la dérivation d’ordre
fractionnaire est établi et cela donne une autre fagon d’obtenir la partie réelle de
J(a, u) dans le Théoréme 4.1 ci-dessous. Mais il n’est pas dit comment la fonction
P.(x), avec nos notations F(x, @ — 1), peut servir a définir A(x, y) lorsque x n’est pas
entier.

2. PREMIERE APPROCHE

Elle se fait avec la formule (3) de I'introduction. Dans cette formule, il est convenu
que F(x,y)=0 pour x<0 (mais pas pour x=y+1). On a la propriété suivante
inspirée du cas y = n entier:

PROPRIETE 2.1. (récurrence fonctionnelle triangulaire). Pour y > —1 et x réel, on a

Fx,y+1)=(y+2—-x)F(x—1,y)+x(F(x, y). 8)

DEMONSTRATION. Nous utiliserons I'identité combinatoire:
+1
(5 )=0)+(7) ©
4 p p—1 '

Fey+n= 3 (0 Hw-prn

p=0p<x

vr2-oFec-1y)= 5 (" )e-1-ar0+2-x)

qg=0,g<x—1
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et

= 3 (7 ey

p=0,p<x

En posant g =p — 1, on a:

p+2-0Fa-10= 3 (7 Je-pyiyr2-x

p=1p<x

Le terme correspondant 3 p =0 dans xF(x, y), s’il existe (c’est a dire si x>0), est
x - x¥=x"*!, qui est bien le terme attendu dans F(x, y +1). Pour les autres termes, on

a:

S cra-p[(C - (00 Jor2n) (10)

p=lp<x p —1

Les termes entre crochet valent, par (9):

x<y;2> -(y +2)<Z i 1) = (y;rZ)(x -p)

et (10) est bien égal a F(x, y + 1). O

La propriété de symétrie: F(x,y)=F(y+1—x,y) n’a pas lieu, mais on peut y
remédier grice a la:

PROPRIETE 2.2 (symétrisation). La fonction (x,y)—>F(y+1—x,y) vérifie la
propriéte de récurrence fonctionnelle triangulaire.

La vérification est immédiate. O
Finalement:

PrOPRIETE 2.3. La fonction A:(x,y)> A(x,y) définie par (3) et (4) pour x réel
quelconque et y réel > —1 réalise une double interpolation des nombres eulériens qui
vérifie la propriété de récurrence fonctionnelle triangulaire et la propriété de symétrie:
Ax,y)=A(y+1-x,y).

F(x, y) est continue en x lorsque y >0, et ses points de discontinuité pour —1 <y <0
sont x=0,1,2,.... A(x,y) est continue en x lorsque y>0 et ses points de
discontinuité pour —1<y<Osont x=0,1,2,... et x=a -0, a—1, a —2,. - ol
0<a=1+y<1. Nous donnons ci- aprés les courbes représentatives de F(x, —3) et
F(x, }), qui commandent celles de A(x, }) et A(x, —1). On y voit que F(x, y) n’est pas
nécessairement positif comme dans le cas y = n entier, pas plus que A(x, y). On verra
plus tard que F(x, y) et A(x, y) tendent vers 0 quand x —> +o lorsque y >0, et que, si
—1<y <0, on a encore lim,,, .. F(k, y) =0 (cf. §6).
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F(x,-%)

x  |1]13..) 2 |23.| 3 |33.| 4
Fx-wW[1] o Jozo..T 0 Jos%0..] o [0.006..
F(x,%)
1
0 1 2_——_ 3 4
7 ~7 ~
x [0] [18.] 2 ]22.027.] 3 [31.]38.] 4
Fexs+wlolil o [-008.] o | o [-0014a] o [ o [-000.

3. PrOPRIETES DES INTEGRALES J(a, u) ET I(w, u)

Avec la définition (6), la transformée de Fourier de f, s’écrit:
+o ‘nt a
=] (55 ea

et compte tenu de la parité de f,(¢), on a

Fuu)=2 fow (Lm)a cos(ut) dt.

t

Par la définition (5), on a

I(a,u)= L;ta) fow (m_x:_t)“ cos(ut) dt = %@fa(u).

Il est utile d’introduire aussi I'intégrale
r * (sin £\* .
J(a, u) =—'(a)f (s_m_) e dt
n Jo \ ¢t

qui sera a la base du calcul de I(a, u) par la formule

Ka, u)=J(a, u) +J(a, —u).

45
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THEOREME 3.1. Les fonctions J(a, u) et I(a, u) sont définies et continues en tout
point (a, u) lorsque a >1 et u € R. J(a, u) est définie et continue en tout point (e, u)
lorsque 0<a <1, et u+a ¢ 2Z et I(a, u) est définie et continue en tout point (a, u)
vérifiant 0<a<letuzta ¢2Z

DEMONSTRATION. Pour a > 1, le théoréme découle de la convergence normale des
intégrales (13) et (14) pour a 2 a,>1 et u réel. Pour 0 < a <1, nous allons appliquer
le critere de convergence de Cauchy, et la transformation d’Abel. Posons

o= a,u)= (Sle) e (16)

et montrons d’abord que si T et 7' sont des nombres réels vérifiant 0<<T<7’, on a
pour u +a ¢ 2Z,

J'TT’ <pdt‘ = }E" (2 * Isin(n(u1+ a))/2|)' an

Désignons par [ 7]=min,, . z.n= 1 le plafond de ¢, et posons r =[T/xlet s =[T'/x]. On
ar=<s, puisque T < T'. Il vient ensuite

" mdt (rm—T) =&
dt\ sj —s =,
L <P - [a Ttx Ta (18)

De méme

f”<pd"<—n_<l (19)
- Tla Ta'
Enfin, on a:

ST s—1 pn+1)m |Si“ tlu . .
J' (pd[ = E J .__a ellllmrelul dt
rm n=rJnn t

s=1

o |sin ¢|*

inra iu(t+nmr)
e dr
n=rJ0 (t+’l7’.')a

= J; " Isin ¢] ei‘"(xi1 a,,(t)u,.) dt (20)

n=r

avec
1

(t+nm)*’

inm(u+a)

a,(t)= u,=e

Cor_nme a,(t) décroit avec n, on peut appliquer la transformation d’Abel qui donne la
majoration:

s—=1

> a,(t)u,

n=r

<1 1 _1 1
T (t+rm)® sin(m(u + @)/2)| | T= Jsin(z(u + a)/2)| 1)

et (17) se déduit alors de (18), (19), (20) et (21). La formule (17) montre que I'intégrale
(1’4.) définissant J(a, ) converge uniformément sur tout compact dont les points
vérifient @ >0 et u+ a ¢ 2Z, et donc que J(a, u) est continue en a et u lorsque
u +a ¢ 2Z. Enfin, la relation (15) achéve la preuve du Théoréme 3.1. a
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THEOREME 3.2. Pour a fixé >0, la fonction J(a, u) est absolument intégrable par
rapport @ u sur tout intervalle fermé borné, et I'on a pour tout U réel:

IUHJ(a, u)du= %J(a +1, U). (22)

Uu-1

Pour « fixé > 1, la fonction J(a + 1, u) est dérivable par rapport 4 u pour tout u réel, et
Iona

d
ZHa+1,u)=2((a,u+1)—J(a u—1)). (23)
du 2

Pour o fixé, 0 <a =<1, la relation (23) reste valable pour tout u vérifiant u + a ¢ 2Z.

DEMoNSTRATION. Lorsque a > 1, on peut appliquer le théoréme de Fubini, puisque
pour u, et u, réels, u; <u,, on a

N 2 “dt
( [l dt) du< (1 + t_“'> du < +oo,
u) 0 ") 1

173 r e : @ iuat __ iugt
f J(a,u)du=ﬁf (s’—“’) £
wy /A 0 t 1t

1l vient alors

2l(a) (F(ind)” . (U= Ui \ it
== ) T n(22 ‘t>e<'+ D72 gy (24)

En faisant u, = U — 1 et u, = U + 1, (24) donne (22). Lorsque a <1, observons d’abord
que J(a, u) est absolument intégrable au voisinage d’un point uy=—a +2k. On a en
effet par (17), en faisant tendre 7' vers +o,

T +o
f qodt+j qut’
o T

1
P (2 ——t )
l1-a T sin |7(u — uo)/2|

7l (a, )| _
I'(a)

=

et en choisissant 7 =1/[u — u,|, on obtient, quand u tends vers u,,

N, u)= o(—l——). (25)

(u—up)' ™

Lorsque a =1, un raisonnement similaire donne J(1, u) = O(log(u — u,)). Lorsque
a =<1, la convergence uniforme de I'intégrale (14) entraine (24) pour tout intervalle
(41, u,] ne rencontrant pas —a + 2Z. Mais le membre de droite de (24) a un sens pour
tout u; et u, réels, et est une fonction continue de u, et u,. Par conséquent (24) est
encore vraie lorsque u, et u, appartiennent a3 —a + 27, et finalement (24) est vraie
pour tout u, et u, réels. Pour a >0, la fonction de u, J(a, u) est intégrable au sens de
Lebesgue sur tout intervalle borné. La fonction de U:

W)= LUJ(a, u)du
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est donc dérivable en tout point olt J(a, u) est continue, c’est & dire pour tout u réel
(sauf lorsque a <1, u € —a +27Z), et W'(U) = J(a, U). (22) s’écrit

J(a +1,U) =%(W(U +1)- W —-1)),

qui par dérivation donne (23). a
THEOREME 3.3. Les fonctions (a,u)— Y(a, u) définies par J(a, u), J(a, —u) et

I(a, u) vérifient la propriété de récurrence triangulaire (26)
+1- +1+

a—zﬁ w(a’ u— 1) + a_zlf.

pour tout a >0, et tout u réel (vérifiant, lorsque a <1, u ¢ 1 — a +2Z pour J(a, u) et
ug¢l+a+2Z pour I{a, u)).

Yla+1,u)= Yla,u+1) (26)

DemonstraTION. I suffit de démontrer (26) lorsque ¢(a, u) =J(a, u): la formule
(26) pour la fonction (a, u)~>J(a, —u) s’en déduira par le changement de u en —u.
Celle qui concerne la fonction (a, u)~ I(a, u) s'obtient alors par (15). D’aprés la
définition de (sinr)®, égal a f,(t)*, on a (sinf)**'=(sint)*sint, et pour a >0,
(sinr)**! est continuement dérivable avec

d
o (sin£)**!' = (@ + 1)(sin £)* cos t.

En intégrant (14) par parties, avec

il vient

J(a+1,u)= cos t e dt

_rm41)any“€4=+rm+4)f%a+n@moa
T t“ 0 o ) t

I'la+1 * /sin 1\~ .
+Mu f (Sli) (isin )e™ dt.
Ta 0 t

Le crochet [- - -J5 est nul; il reste alors, en remplagant cos ¢ par (e + e /2 et i sin  par
(eu _ e—u)/2:

+1
Ka+Lu%JET%Kmu~D+Kmu+1»+§UMJPH)—Kmu—1»
ce qui prouve (26) pour ¢ =J. a

4. COMPARAISON DES DEUX APPROCHES

TueoriME 4.1. Pour tout o réel>0, et non entier, pour tout u réel (tel que
a+u ¢2Z, lorsque 0 < a <1), J(a, u) défini par (14) vérifie, avec F défini par 3):

+
uaJn=§F(“2“,a—1>

L ) e, 2 (-5

@7
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COROLLAIRE 4.2. La transformée de Fourier de la fonction f,, définie par (11) et (6),
est égale (par (13) et (15)) a:

/4

Fu0) = s

((a, u) +J(a, —u))
et le Théoréme 4.1 permet d’en donner une forme explicite.

PrReEUVE DU THEOREME 4.1. Observons d’abord que la somme de la formule (27) est
absolument sommable par la formule (28) ci-dessous. Ensuite, le point de départ est le
développement de

eilor )
4 Ne = 1-— —2ina
(sin £)* =5 (1= ™)

par la série du bindme. Mais il faut naturellement préciser ce développement et tenir
compte de la détermination choisie précédemment pour (sin #)* suivant les valeurs de .
C’est I'objet des différents lemmes suivants dans lesquels nous examinons d’abord le
cas 0<a<l.

Cas0<a<l.

LemME 4.1.  Pour tout a réel fixé, a >0, la série

1—az+---+(—1)”<a)z"+---
p
converge uniformément pour |z|<1. Lorsque z # 1, sa somme est
S(z) = (1 - 2)* = exp(a log(1 - 2))
avec log(1-z)=log(l—z|+iarg(l—z), —m/2<arg(l —z)<m/2. Lorsque z =1, sa

somme est S(z) =0.

DEMONSTRATION. On a pour « non entier

_wfey__ I'(p—a)
( 1)p(p)‘r(—a)r(p+1)

et par la formule de Stirling (cf. [1, Chap. VII, §2])

F(x)~V2rnx*~e™, x—+w
il vient

Cr(S) e Pt (8)

Ceci démontre la convergence normale de la série
= a

> (-17(%)er

p=0 p

pour |z]=<1. Soit S(z) la somme de cette série. S(z) est analytique pour |z|<1,
continue pour [z|<1 et vaut (1-—2z)* pour z réel —1<z=<1. Mais la fonction
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F(z) = exp(a log(1 — z)) est analytique pour R(1—z)>0 avec la détermination
—n/2<arg(l1—z)<m/2 pour le logarithme et I'on a S§(z)=F(z) pour z réel
-1<z<l

LemMme 4.2. SoitreZ,t=rr+7, 0stsm 0<a<l. Ona:

2 (_l)p(a)eir(a—Zp) — eiran’zaia ISin tla
p=0 p

en prenant i* = e'*™.

DEMONSTRATION. On a

1-ef=1-e tr=¢"(e"—e" ") =2ie""sin 1,
et donc:

. Y .
1—e 2 =2sint, arg(l —e %) = 5T car sint =0.

D’apres le Lemme 4.1 il vient, lorsque ¢ ¢ nZ,

it 2 (- 1),,( ) ~2pir _ ite exp(a log(2 |sin ¢]) + i (g'- ‘[))

p=0
=9 |sin tla eiuﬂneiarrr.

Enfin, lorsque t e nZ, I'égalité ci-dessus a encore lieu, les deux membres valant 0. W

LemMme 4.3. SoitreN,0<a<1l,ueR Ona

(r+1) a (r+1 it(ae+u—2p)
Jr K‘Sln tl ml dt _e—lnarz—a —a 2 ( 1)p(a> J’ § )ne o dt.
r

a
re p= 23 t

DEMONSTRATION.  On utilise le Lemme 4.2:

: o x it(la+u—2p)
|Sl;1at| el = —m'raz— - 2 (a)e o

ta

pour tout t#0 avec re<t=<(r + 1)z. Intégrons maintenant entre rx et (r +1)x. La
série des modules est intégrable puisque, par (28),

x

(r+1)x a = 1 (r+1)m
p§=:0 N I(—l)‘”l(p)t"’ dt=0(2 pie L f"“dt)

p=0

-o(3 L [[rea)
P

p=0 0

x l—a
=O(E7r L )<+oo

p=01 _ ap1+a

et le Lemme 4.3 s’ensuit par le théoréme de la convergence dominée. |

LeEMME 4.4. Soit 0<a <1. On a, pour y réel >0,

e V! . /3 .
dt = e—l(ﬂfl)(l—a) a—lr 1- —_ —-i(al2)(1—a),,a—1
fo = YT = e) = ) T(@) © y

et pour y <0, lintégrale ci-dessus prend la valeur conjuguée.
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DEMONSTRATION. Cette intégrale se trouve (avec u =—y) dans les tables de
Oberhettinger (cf. [14, p. 199]) comme transformée de Fourier sur (0, ) de 1/t*. La
derniére égalité s’obtient en appliquant la formule des compléments:

I'(@)r( - a) = n/sin(ra). n

LeMME 4.5. Soit a ¢ 2Z, 0<a <1. La famille d’intégrales

eifa=2p)
[
o t

converge uniformément pour p € Z.

DEMONSTRATION. La convergence au voisinage de ¢t = 0 est uniforme par rapport a p

quelconque puisque
1 Lir(a—2p) 1
€ dt
f p” dt‘ = f -
o t ot

et 0<a <1. Soit m = min, .z la —2p|. La convergence au voisinage de + s’obtient en
intégrant par parties, et en appliquant le critere de Cauchy. On pose s =a — 2p; il vient

pour 1sT=<T"
T Lit(a—2p) istq T T st
€ 1fe o €
f a d=.—[_¢.] +.—f arrdt
T t IsL¢ T 15 Jr t

T |2 a(Tdt _ 3
A S—o | S -
T t mT mlir t mT

et

FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1 LorsQUE O0<a <1. Il résulte du
Théoréme 3.1 que, pour u +a ¢2Z, on a

(r+hmx ISlI'l tla

I‘ +oo .
J(a, u)= —(7:!) E_:o e e e dt.

e l‘

En exprimant l'intégrale a I’'aide du Lemme 4.3, on a

o )= 5§ Cap(%) [E,

r=0 p=0 T t-
o u(a+u 2p)
ST 2( 1)P( )f A
(4 N—,+°°p t

Or l'intégrale étant uniformément convergente en p d’apres le Lemme 4.5, et la série
2, (—1Y(3) étant absolument convergente par le Lemme 4.1, on en déduit:

e, u) =2 T@) _ar(“)E( 1)P( )f T

T t*

Si p > 4(« + u), on obtient au moyen du Lemme 4.4:

f A ! il (ixr2)(1-a)
L Wt=(p-—a-—-u)yl—— o -Gam-a)
A P (2p—a—u) (sin(za))[ (@) ©
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Si p <3(a + u), on obtient 'intégrale conjuguée:

4o eil(a +u-2p) T . ~
- — +u—2 a—1 _ (in/2)(1 a).
fo e P L)

On aura donc en ajoutant les deux contributions données par les valeurs de

p=01,2,... |
s@w= 3 S () (?)

p<ha+wy2sinma \ 2

—-i a+ u)"_l (a)
+ - -1 .
p>g+“)25in na (p 2 -1y p

ce qui donne la formule (27) lorsqu’on explicite les parties réelle et imaginaire.

PassaGE DU Cas 0 < a <1 au Cas a > 1 pans LE THEOREME 4.1. En revenant a x et
y par a=y+1, u=2x—y—1 et en utilisant les fonctions F définie par (3), et G
définie par

Gen= 3 (7 ey (29)

p=0,p>x
la formule (27) s’écrit
J(y+1,2x -y —1)=3F(x, y)
i (cos(n(y +1))
2 \sin(n(y +1))

Cette formule a donc été démontrée pour —1 <y <0 et pour tout x réel, x ¢ Z. Par le
Théoréme 3.3, nous voyons que le premier membre de (30) vérifie la relation de
récurrence triangulaire avec g(x, y)=J(y +1,2x —y +1):

glr,y +1)=(y +2-x)g(x — L, y) + xg(x, y) €1y

pour y > —1 et x ¢ Z. Si nous démontrons que la fonction du second membre vérifie
aussi la relation de récurrence triangulaire, nous aurons étendu la formule (30) a
I'intervalle 0 <y <1 et par suite a toute valeur de y > —1 et de « > 0. Or il en est ainsi
de la fonction F(x, y) (Propriété 2.1) et aussi de

F(x,y) - G, ). (30)

sin(z(y + 1))

cos(m(y + 1))

— o Fxy)

sin((y +1))
puisque cos(z(y + 1))/sin(z(y + 1)) reste invariant par le changement de y en (y + 1).
Pour que le second membre de (30) vérifie la relation de récurrence triangulaire, il
suffit donc en définitive que la fonction G(x, y)/sin(z(y + 1)) la vérifie, c’est a dire que
’on ait:

=G(x,y+1)=(y +2-x)G(x — 1, y) + xG(x, y). (32)

Or, la démonstration de (32) se fait de la méme maniere que celle de la Propriété 2.1,
et cela achéve la démonstration du Théoréme 4.1, pour @ >1, o non entier, et
u+a¢2Z Lorsque @ >1, a non entier, et u + a € 2Z, par le Théoréme 3.1, J(a, u)
est continu en u, et on peut voir que le deuxiéeme membre de (27) est aussi une
fonction continue de u. La relation (27) s’obtient donc par prolongement par
continuité.
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Cas a EnTIER. On peut calculer, pour |u|#1,

1+u
1—u

1 in¢ 1
SI(L, u)== J: = sin(ur) dt =~ log , (33)
(cf. [14, p. 133]). Par le Théoréme 3.1, J(a, u) est continu en @ =1 pour u +1 ¢ 2Z. 11
est possible de voir que la partie imaginaire du membre de droite de (27) a une limite
quand @ — 1 et que cette limite est

ilo 1+u
2n g

1—u
Pour « entier>1, on peut calculer J(ao, ) par la formule de récurrence (26), ou
prendre la limite, quand a — aq de la formule (27).

THEOREME 4.3. Les deux interpolations réelles des nombres eulériens A(x,y) défini
par (4) et B(x, y) défini par (7) sont égales pour tout y > —1 et tout x réel, d I'exception
lorsque 0 <y <1 des points (x,y), avecx e Nou a —x e N.

DEmonsTRATION. Ce théoréme a d’abord été vérifié numériquement pour deux
valeurs prises au hasard de x et y, soit x =2.07 et y =8.3. C'est cette vérification
numérique qui nous a conduit & définir f,(r) par (6). On a, par (7), (15), (27)‘et (4):

Bx,y)=R(I(y+1,2x—y-1) =R+, 22x—y-1D+J(y+1, 2x+y+1))
=3(F(x,y)+ F(y +1-x))=A(x, y).

5. THEOREME DE WORPITZKY GENERALISE

La premiére formule de Worpitzky s’écrit 2.z, A(k, n) = n!. Elle est valable pour la
fonction A(x, n) sous la forme

+o n+1
j A(x,n)dx=f A(x,n)dx =n!
—o [0}

En effet, dans [14], il est prouvé que A(x, n) =n! (A(0, x))*"*V oi (A(0, x))*"**V est
la convolée de A(0, x) (n + 1) fois avec elle méme, et cela entraine

+w +o n+1
j A(n, x)=n! (J A(0, x)dx) =nl.
Nous allons démontrer la généralisation a la fonction A(x, y) sous la forme suivante.

THEOREME 5.1. On a

+o

Ax,y)dx=I(y+1), y>-1

DEMONSTRATION. La démonstration va utiliser des éléments de la théorie classique
de la transformation de Fourier que I’on peut trouver par exemple dans le livre de
Chandrasekharan [6]. Observons d’abord que, par le théoréme 4.3, (7) et (13), on a:

Ae ) =BG ) =%("27 w) (4

aveca =y +1 et u=2x —y —1. Nous distinguons deux cas.
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(1) a>1. Alors f,(t) e Li(—=, +) est a variation bornée et continue. Nous
pouvons appliquer le théoréme 5 de [6, §4, p. 28],

lim (—1- -Ejue'i“’ (1) du) = fa(t)

U+ \2TT

et qui, pour t =0 donne
fwf,,(u) du = 2xf,(0) = 2. (35)
11 vient alors, par (34) et (35)
[ Aty ae=n("2 [ TRee-y - @) = r@y = riy+ 1),
ce qui prouve le Théoreme 5.1 lorsque a > 1.
REMARQUE. Lorsque a =2, f.(f) est de classe C? ce qui ent_raine que f, e
L,(—%, +). On peut alors appliquer la formule d’inversion de Fourier (cf. [6, p. 21]),

ce qui donne (35). Lorsque @ <2, nous ne savons pas si f, € L;(—%, +).

(2) 0<@ <1. De (13) et du Théoreme 3.3, nous obtenons la formule de récurrence

a+1l—u a+1l+u
afor1(ut) =—2——ﬁ,(u -1) +—2—ﬁ,(u +1). (36)
Ensuite, de (13), (15) et (23), nous avons la formule de dérivation
d
i) = 4(Falu + 1)~ Fulu 1)), (37)
Enfin, de (13), (15) et (22), nous avons la formule d’intégration
U+1
Jarr(U)=1% Falu) du. (38)
U-1

Par un procédé de descente de a + 1 2 a, nous allons établir que si f, ., est intégrable
sur R, alors l'intégrale [*27,(u) du est convergente et

+x +%0
[ rwae=[ e (39)
Ainsi, la formule (35) prouvée pour a>1, sera aussi valable pour a >0, ce qui
achévera la preuve du Théorgme 5.1.
De (36) et (37), on déduit
a+1 d
af pii(u) =—2—(fu(u D)+ u+1)+ uaf,,ﬂ(u). (40)
En observant que f,(u) est paire en u pour tout a, on obtient, par (37),
U
|| Gt ) =Fw= 1) du= Ftwlzg =0 (41)

En intégrant (40) et en tenant compte de (41), il vient:

o J_Uf,,,,](u)du =(a+ 1)f_ Ffolu—1)du +2Ufa+1(U)—fU Fari@)du  (42)
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et encore
u +U 2U
[ hen@du=[ f-1aur == ) )
N7 U a+1 .

Mais, pour a >0, f,,; € L,(—%, +) et est continument différentiable avec f,., €
L,(—%, +). On peut donc appliquer le théoréme 3B de [6, §3, p. 18], qui exprime que

Ulin:: Ufos(U)=0. (44)
On écrit enfin, avec (38),
[ tw-vae=["" puae=[ f.0du=2hori). (45)

La relation (44) implique limy_, 4 fav1(U) =0, et (43), (44) et (45) démontrent (39).

THEOREME 5.2. On a, pour y > —1:
+x
J' F(x,y)dx=TI(y +1).
0

DEMONSTRATION.  La formule (35) a été démontrée pour tout a > 0. Par (13}, il suit:

+x
j I(a, u) du =2I'(a), a>0.

Or, on a, par (15),

+U +U

+U
J(a, u)du =f J(a, —u)du=13 Ia, u)du,
"y -v "y
d’ol
+U
lim J(a, u)du =T'(a). (46)
U—+=x -U

Explicitons la partie réelle, avec (27), en choisissant U > a:

+U +U + (U+a)2
‘Hf J(a,u)du=5f F(“ "‘,a—l)du=f F(x, & — 1) dx
U

-U 2 —(U+a)2

(U+a)2
=f F(x, @ —1)dx (47)
4]

puisque F(x, y) =0 pour x <0. En posant a« =y + 1, (46) et (47) achévent la preuve du
Théoréme 5.2.

6. APPLICATION

Nous pouvons déduire du Théoréme 5.1, la démonstration du résultat ci-dessous,
récemment obtenu par Zhang de fagon indépendante (cf. [19]).

THEOREME 6.1. Pour tout y réel > —1, on a

2 F(k,y)=T(y+1) (48)
ou F est défini par (3).
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DEMONSTRATION. Lorsque y est entier, y =n, la formule classique de Worpitzky
donne F(k,n)=A(k,n), etl'on a

> A(k,n)=n!.
k=1
Supposons d’abord y > 0. Par (27) et (22), il vient
k k
F(x,y—1)dx=2R| J(y,2x—y)dx
k-1 k-1
2k-y—1 2 1
=M Jy,u)du=~-J(y +1,2k -y —2)=-F(k,y). (49)
2k —y—3 y y

On déduit alors de (49):
K K
S Fk )=y [ Fery-1ds, (50)
k=1 0

et (48) s’ensuit en utilisant le Théoréme 5.2.
On peut calculer les sommes partielles de la série (48). Posons c,, = 27, F(k, y). On
a _

2e(.2 () o

=1 Ospsm-—1 14

=3 3 (" )u-pr-

k=1 O=sp=k—1

=20 )= 3 ar(2)em-py

O<p=m-—1

Lorsque y =n est entier, on a ¢, =n! et (51) redonne I'identité de Tepper (cf. [8,
p- 47)).

Supposons maintenant —1 <y <0. Nous appliquons le théoréme suivant d’analyse
(cf. [10, th. 41, p. 98]): soit deux suites a, et b,, la suite ¢, = X} _¢a,b,—, est appelée la
suite résultante ou de composition des deux suites a, et b,. Alors: si r, 5, a et b sont
réels tels que r > —1,s>—1 et a, ~an’, b, ~bn’, on a

_ T+ DG +1)

r+s+1

€n T(r+s+2)
Ici nous avons:
y\_n™
wov()5
n/ I'(-y)

par (28) et b, = n” (avec by=0), donc
r=—-y—-1>-1, s=y>-1, a=1/I'(-y), b=1.
Par conséquent le théoréme cité donne:

r'(-y)r

ce qui achéve la preuve du Théoréme 6.1. ]

Notons que la convergence de la série (48) entraine lim,_, ., F(k, y) = 0 et ceci pour
tout y >—1. Lorsque —1<y <0, par (3), la fonction x+> F(x, y) n’est bornée sur
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aucun intervalle de longueur =1. Lorsque y >0, on a lim,, , ;. F(x, y) =0. Cela découle
du Théoréme 4.1, et de la propriété lim,_, ... J(a, #) =0, qui s’obtient en appliquant le
théoréme de Riemann Lebesgue a 'intégrale (14).
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