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Abstract: Let us denote by 7(n) and o(n} the number and the sum of the divisors of » and by
 BEuler's function. We give effective upper bounds for a";g— in terms of w(n), and for g% in

terms of T(n).
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1. Introduction

Soit n un entier positif. Nous utilisons les fonctions arithmétiques classiques:

T(T?.):Z]., a(n):Zd, win) = z 1, =(z)= Z 1

d|n din pin plz
p premier P premier

tandis que ¢ désigne la fonction d’Euler. On note pi le k-iéme nombre premier et
¥ = 0.57721566 la constante d'Euler.

Dans cet article, nous nous intéressons aux grandes valeurs des fonctions '-’-(n—”l
et —ft~. L'ordre maximum de ces deux fonctions est e7loglogn (cf. [4, Th. 323

et Th. 328]).
De fagon plus précise, Rosser et Schoenfeld ont montré dans [12]

a(n) n 2.50837
——_—t L < a7 -/ > .
n S o) <e loglogn-}-loglogn, n>3 (1.1)

tandis qu’il est prouvé dans [7] qu’il existe une infinité de nombres n pour lesquels
ﬁ > e loglogn. Notons que e” = 1.7810724.
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Le comportement de ﬂnﬁl est différent: dans [11], il est démontré que hypothése
de Riemann est équivalente &

¥n > 5041, a(n) < e"loglog n.
[l .
Nous prouverons
Théoréme 1.1. Pourn >3, on a
L < €7 loglogp(n) + 3.65278 . .. ‘ (1.2)

e(n)

avec égalité pour n = 6, pour n > 211, on a

< 3loglogp(n) (1.3)
w(n)
etpourn =27, ona
n 2.95503...
— < eloglogp(n) + —— 14
iy = BB g ) (4
avec égalité pourn =30030=2x3 x5 x 7% 11 x 13.
L'inégalité (1.2) répond & une question posée par A. Schinzel dans [13].
Dans 'article [14, formule (17)], G. Tenenbaum démontre la relation
o(n)
— « loglog(27(n)). (1.5)
Le théoréme suivant donne une forme effective 4 cette inégalité.
Theoréme 1.2. Onr a pour tout n > 2,
a(n)
— < 2.59790.. .loglog (37(n}) (1.6}
avec égalité pour n = M; def 283%5%7211213* H p, et
17<p<113
o(n) "
——= < e"loglog (er(n)} + e” logloglog {e®r{n)) + 0.941444079. .. (1.7}

n
quec égalité pour

d .
n=MEL8335Ts [ ot [ #»° J[ # 1l »
11<p<19 23<p<47?  53<p<2TT 281<p<45439
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Les coefficients 3 dans (1.6) et e et €* dans (1.7) pourraient &tre modifiés.
Ces quantités ont été choisies assez grandes de fagon que les valeurs prises par la
fonction log log pour les petites valeurs de la variable ne soient pas prépondérantes.

La démonstration des formules des théorémes 1.1 et 1.2 se fait de la fagon
suivante: on commence par les prouver pour n ou 7(n) suffisamment grand. Il
reste alors un nombre fini de valeurs de n ou 7(n) 4 examiner. Mais ce nombre de
valeurs est trés grand, ce qui interdit une étude systématique par ordinateur. On
construit alors une sous-famille beaucoup plus petite de nombres pour lesquels il
suffira de faire les calculs.

Pour le théoréme 1.1, cette sous-famille est constituée par les nombres Nj, =
[1<i<k p;- Pour le théoréme 1.2, ce sont les nombres (o, 7)-superchampions définis
au paragraphe 3 et gui ressemblent aux nombres hautement composés supérieurs
introduits par Ramanujan (cf. [8, 9]).

Dans I'article [12], Rosser et Schoenfeld démontrent un peu plus que ja formule
(1.1). En fait, ils montrent que cette formule dans laquelle la constante 2.50637
est remplacée par 5/2 est vérifiée pour tout nombre n > 3 3 P'exception de n =
223092870 = 2% 3x5xTx11x13%x17x19%23. On peut obtenir un résultat similaire
powr les majorations des théorémes 1.1 et 1.2. Nous le ferons expliciterent pour
(1.6).

Théoréme 1.3. LYinégalité

e(n) < 2597

— < 000 loglog (37(n)) (1.8)

est vérifide pour tout n > 2 & Uexception de 12 nombres.

La démonstration du théoréme 1.3 sera donnée au paragraphe 5. Elle utilise la
notion de bénéfice qui précise le comportement d’un nombre ordinaire par rapport
& un nombre {o, 7)-superchampion.

2. Démonstration du théoréme 1.1

Nous notons Ny = 2 x 3 x ... X pg le produit des k premiers nombres premiers.
Démontrons d’abord trois lemmes.

2.1. Trois lemmes

Lemme 2.1. Soit k > 1 et un entier n vérifiant Np < n < Nyp1. Alors on 2

T Nk P
—— < = — . 2.1
o e T, M T 2.1)
Soité>1etn>Ng ona
pm) >eNe)= [[ (o-1). (2.2)

2<p<pe
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Démonstration. Soit n = ¢f¢3” .. .q?" la décompesition en facteurs premiers

de n. Puisque n < Niy1, le nombre j = w(n) vérifie j < ket 'on a

no_ d 1 d 1N Ng
pln) 1 1—1/g = L1 1/p o (N) = oV (23)

i=1

i=

De plus, la premiére inégalité de (2.3) est stricte car n # Ny et 'on ne peut avoir
j=ketqg =p; pour 1 <4< k. Ceci démontre la relation (2.1).

Prouvons maintenant (2.2). Puisque n > Ny, il existe k > £ tel que Ny £ 7 <
N1,

Sik=~¢onalNg=Ng <n < Negp et (2.1) entraine ﬁ; < ﬁ\,‘!—), 501t
w(n) > -0(Ne) > p(Ne}.

Sik > £, (2.1) entraine 75 < ng\rk , et l'on a p(n} = le(p(Nk) = o(Ng) >
@(Ne). L

Remarque. Les nombres M tels que m > M = @(m) > (M) ont été
appelés “sparsely totient” et étudiés par Masser et Shiu (ef. [5]). La formule (2.2)
montre que les nombres N; sont “sparsely totient”.

Lemme 2.2. Soit k > 1 et f : [p(Ni),+00) — R une fonction strictement
crotssante vérifiant

Ny
m < fle(Ng)).

Soit n vérifiant Ny <n < Npyy, ona

n

iy <SG

Démonstration. Par le lemme 2.1 et nos hypothéses, on a @(n) > p(Ng) et

n N
m < m < Flie(Ni)) < flp(n)) . u
Lemme 2.3. Pourn 7, on a g(n) 2 /1.

Démonstration. Utilisons la minoration trés simple (cf. [10, p. 319 ]} :

nlog2 )
log(2n)

w(n) =

11 est facile de voir gque pour ¢ réel, ¢t > 40, on a ﬁ?"é% > /i, puis on vérifie le
lemme pour 7 < n < 39. |
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2.2. Les grandes valeurs de n: n > Ny,

Posons & = 2.51 et g(t) = ¢7 loglogt + ﬁ. La fonction g est croissante pour

t > 27 > exp(exp(vbe=7)).
Soit n > Ng = 30030. Le lemme 2.1 entraine ¢{n) = ¢{Ng) = 5760 tandis que,
par le lemme 2.3, on a

loglogn < loglogw(n) + log 2.
Par {1.1) et la croissance de g, il suit

< g(n) < € (loglogw(n) + log2) + b

@(n) log log (n) + log 2
b
< e? U -
< e’loglogw(n) + ¥ log2 + oz Tog 5760 + 1og 2
< e”loglogw(n) +2.12. (2.4)
On déduit de I'inégalité (2.4)
n 2.12 2.12
—— < logl T —— | <logl Y —
pln) ~ oglog(n) [e + log log{p(n)] < loglogep(n) {e + log log5760]
ce qui montre, pour n = 30030,
n
—— < Bloglogw(n). 2.5
) g log (n) (2.5)

Pour » > 36030, il vient alors en posant

u = loglogp(n) = loglog 5760 > 2.15,
log log log (n) + log 3)
log o(n)
log loglog ¢(n) + log 3 hu)
= L e
log p(n) u

logn < logy(n) (1 +

loglogn < loglog(n) +
avec
h{u)} = u(logu + log 3)e™ ™.
Par la croissance de la fonction g et (1.1), la majoration ci-dessus implique
n h{u) b b+ eTh(w)
— e [ut L |+ < eMu 4 DL .
(p(n)_e (u ” )+u+h(u)/u_eu+ ” (2.6)

Or la fonction u — h(u) est décroissante pour » > 1.64, et 'on a e7h{u) < 0.43
pour u = 3.55.

Pourn > Nig =[] <43 pyonaparlelemme 2.1, p(n) > p(N1g) = 1.85... 10'°,
u = loglog p{n) > log logw(N14) > 3.55 et (2.6) implique

2.94

n
—— < " loglogp(n) + Toglog (n)’

LP(TL) n 2 N14. {27)
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2.3. Les petites valeurs de n
Démeonstration de (1.2)

La formule (2.4) a été &tablie pour = > 30030. Pour démontrer (1.2), il suffit de
caleuler G(n} = @-?TTT —¢*loglog @(n) pour 3 < n < 30029,
Mais on peut se contenter de caleuler

n = 3 4 5 No=6 N3;=30 Ny=210 N3=2310
G{ny=| 2.15 265 067 3.65 2.45 1.96 1.57
et d’appliquer le lemme 2.2 4 la fonction
6
f(t) = e {loglogt — loglog w(8)) + ) = ¢ loglogt + G(6).

Pour k € {2,3,4,5}, on a b~ — f(1#(Ni)) = G(Ni) — G(6) < 0 et il en résulte
oty < flp(n)) = eV loglogp(n) + G(6) pour Nz = 6 < n < Ng = 30030.

Démonstration de (1.3}

La formule (2.5) prouve {1.3) pour n > Ng. Comme MT)M-:&WF;) =2.64...
le lemme 2.2 appliqué & la fonction f{t) = 3loglog? démontre {1.3) pour N; =

2310 < n < Ng = 30030,
Il reste & caleuler ;7 ~ 3 loglog iw{n) pour n < 2309. Cette quantité est non

définie pour n € {1,2} et positive pour
n € {3,4,5,6,8,10,12, 14,18, 20, 24, 30, 36, 42, 60, 66, 84, 90, 120, 210}.

Pour n > 3, le maximum de ;(;log”,)—oga;; est atteint pour n = 12 et vaut
9.184538...

Démonstration de (1.4}

Ny

(V)

E=| 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
c,= | 2.66 2.86 296 2.92 294 293 282 277 268 2.59 255

Posons ¢ = loglog w(Ny) — eTloglog (,a(Nk)]. On calcule

et 'on pose

c= max o= ¢s7rs2.9550377.
4<k<14

La fonction f(f) = e"loglogt + 77 est croissante pour ¢ > 38 > e"'m.
Comme w(N4) = ©(210) = 48, on applique le lemme 2.2 4 la fonction f pour
4 < k < 14; cela prouve (1.4) pour Ny < n < Nj5 et, compte tenu de (2.7}, pour
n > Ny=210.
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11 reste & vérifier (1.4) pour n < 209. Les exceptions sont n € {1,2,3,4,6};
Pour ces valeurs de n, on a @{n) = 1 ou 2 et loglog w(n) est soit non défini soit
négatif.

3. Les nombres (o, 7)-superchampions

a(n
ar(n)t

Soit £ un nombre réél positif. Il résulte de (1.5) que lima_oo = (0 et que

o{n)

a(mr est borné.
Deéfinition 3.1. On dit que N est un nombre {g,7)-superchampion sl eziste
€ > 0 tel que, pour foutn > 1, on ait
o(n) _ o)
nr{n)s = Nt(N)*
Cette définition suit 'exemple de Ramanujan qui dans [8, §32] a introduit

les nombres hautement compeosés supérieurs. Notons gu’elle entraine la propriété
suivante:

(3.1)

aln) . o(N)
< e et .
) <T(N) = et S5 (3.2)
En effet, par la définition 3.1, on a pour tout n > 1 vérifiant 7(n) < 7(NV)
a(n) . o(N) (7(n) £ < o)
n — N \7{N}/ = N

La fonction %E%)L, est multiplicative; pour trouver son maximum, on recherche

a{p™

d’abord pour chaque p premier le maximum de la fonction o — T

Lemme 3.1. Posons pour p premier et o entier, o > 1,

log(1+m) mlog(1+;&—é;) B logg;:;;:_;

og(1+1) log(+D) leg(iil) O¥

P(p, o) =

et Y(p,0) = +oo. La fonction ¥{p, &) est strictement décroissante en p et en cv.
Ona

lim ¥{p,a) =0 et lim ¥{p,a) =0.
ptoe a—oo

Soit ap un nombre en lequel la fonction o — ;,a—‘:(%';al)? atteint son mozimum. Alors,
on a
Yipop+1) < e < (p,op). (3.4)

Démonstration. La décroissance en p et les limites sont faciles 4 &tablir. Pour
prouver la décroissance en «, nous utiliserons les inégalités

1 1y 1
<k z ol .
l+t<0g(1+t)<t’ t>0
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On a ¢¥(p,1) < ¥(p,0) = +co. Supposons maintenant « > 2; il vient

i
(p+p*+...+p)log(l + 1/a)
: 1 1
Tplogll +1ja) 1+p+... +p*!

Plp, a) <

1 1
< — | 1
plog(i+1/a) og( +p+p2+...+p°‘1)

log (1 + a_ii) log (1 + ;l—f)

s+ T Vg T Y

= "J'){P, a— ]-)
et I'on a

2
1 2 1
(I+—) >l+-214—
fa o a—1

ce qui achéve la preuve de la décroissance de ¥(p, &) en .
On pose ensuite 8(p,0) = 0 et, pour & > 1,

o(p®)
p

0(p.2) =10g “Z) — ctogrp®) =tog (14 3+ - ) = slogfar +1). (59

pa:
Poura>1,0ona
O(p,0x 1) = p.) = g (1+ 3 ) (€ = ¥lp.0) (36)

et {3.4) en résulte compte tenu de la décroissance en « de la fonction . |

Lemme 3.2. Soit N un nombre (o, 7)—superchampion de paramétre ¢ {eutrement
dit la fonction n v ﬁ:(—:‘;}; atteint son marimum en N ). Un diviseur premier p de
N vérifie p < 251_1. Sip > q sont deur nombres premiers, on a

Up{V) < vg(NV).

Démonstration. Par le lemme 3.1, le nombre N s'éecrit N = Hp P olt, pour
chaque nombre premier p, o, vérifie (3.4).

Linégalité p > w17 est équivalente 4 £ > IC’—E%M = 1p(p,1), ce qui, par
{3.4), implique oy, = 0.

Par la décroissance en p de ¢(p,a) annoncée dans le lemme 3.1 et par (3.4),
ona

bp,ap +1) <€ < W(p,ap) < Ylg. op)

ce qui, encore par (3.4), entraine ay > ap. | |
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3.1. Détermination des nombres (o, 7)—superchampions

Posons

& = {¥(p,al,a=12,..} e &= U Ep | U {+oc). (3.7)

P premier

D’aprés le théoréme des six exponentielles {cf. [15, p. 14]), si p,g,r sont trois
nombres premiers distincts, les ensembles &, £, et £, ont une intersection vide (cf.
[1, p. 455] et [3, p. T1]).

En fait, si p et g sont deux nombres premiers distincts, il est vraisemblable que
lon a € N &, = 0. Dans les calculs effectués dans cet article, tous les nombres
e > 9{2248723,1) =~ 0.00000064156 et vérifiant ¢ € £ appartiennent & un seul
ensemble &,

Pour mesurer la proximité de deux éléments distincts &' et &” de £, il est
commode de calculer |gi{e’} - g:1(€”)| avec g1(e) = 5*. Notons que l'on a
@i{t(p, 1)} = p. Pour £” > &' = (2248723, 1}, nous avens trouvé

min(g; (e') — g1(e™)} = g1 (x0(71453,1)) — g1{1{349,2)) = 0.0381 .
Ordonnons les éléments de I'ensemble £:
E={eg=+00>e1>e> ...}

Le lemme suivant, qui est voisin de la proposition 4 de [3], détermine les nombres
{&, 7)-superchampions:
Lemme 3.3. (i) Soit i > 0 et g; > € > gip1. Le mazimum de lo fonction

est atteint en un seul nombre

N(’-) = H pa,,

n nr(n)¢

Pe<wy
avec ap, défini de fagon unique par (3.4).
(ii) Sic =e; et si £ appartient & un seul ensemble £, la fonction n — n‘:_(':lg,

atteint son mazimum en deuz points N1 gt NG = pN(=1)

(i} Sic=¢; et sie € EgNEy, ln fonction n— ;1%((%%-,- atteint

son mezimum en quatre points NO—1 gNUG-D ryG=1) of NG) = gr (-1,
Démonstration. La démonstration s’appuie sur les lemmes 3.1 et 3.2. On ob-
servera que si € = ¢; = ¥(p, ), il y a dans (3.4) deux valeurs possibles pour ay,
oy = eta,=oa—1 |

On lit dans la table ci-dessous que les deux nombres 2 et 120 sont (v, 7)-super-
champions pour les paramétres 1/2 et 1/5 respectivement; de la relation (3.1), on
déduit alors les inégalités valables pour n > 1,

aln) _o(2) [r{n) 3
- < - ;@)u = m\/'r(n) < 1.081 /7(n) (3.8)



324  Jean-Louis Nicolas

i NG ﬂﬁw (N £

0 111 1| g =400 >e>e; =log(3/2)/log2 = 0.585

1 2| 15 2 £1 2 & 2 €9 = log{4/3)/log2 = 0.415

P 61 2 4 gg = € > €3 = log(7/6)/ log(3/2) = 0.380

3 12 { 2.333 6 g3 > € > g4 = log(6/5)/log2 = 0.263

4 60| 2.8 12 | &4 2 £ > g5 = log(15/14)/ log{4/3) = 0.240

5 120 | 3 16 | &5 =& > eg = log(13/12)/ log(3/2) = 0.197

6 360 | 3.25 24 €g > € > ey = log(8/7)/ log2 = 0.193

7| 2520 | 3.714 48 | &7 = & = £3 = log(31/30)/ log(5/4) = 0.147

8| 5040 | 3.838 60 | e > £ > ep = log(12/11)/ log2 = 0.126

9| 55440 | 4.187 120 £g 2 £ > €10 = log(14/13)/ log 2 = 0.107
et ‘

a(n) _ a(120) ( 7(n) \** _, (r(m)\*’ 02
—— < = — < 1.72 . 3.9

n = 120 (1‘(120) g ) sLT2087(R) (39)
Définition 3.2. Soit € > 0. On note N} (resp. N7 ) le plus grand (resp. petit)
nombre (o, T)-superchampion de paramétre ¢.

Remarque. D'aprés le lemme (3.3), si e ¢ £ (cas (1)), or a N = N-. Si
g=g¢; €& {cas (ii) et cas (ifi)), on a NF = N® et N7 = Nli-1),

Le nombre N est un diviseur de N1}, Si un nombre (@, 7)-superchampion
N vérifie N > N}, alors, N est un multiple de N+,

3.2. Aspect géométrique

A chaque entier n > 1, associons dans un systéme d'axes zOy le point (log 7{n),
log(o(n)/n)) appelé image de n. La droite D{e,n) de pente ¢ et passant par
I'image de n coupe P'axe Oy au point ¢'ordonnée log ﬂ:—) —elogT(n).

1l résulte des calculs précédents que l'ensemble des images des entiers # > 1
a une enveloppe convexe qui est une ligne polygonale dont les pentes des cotés
sont les éléments de £ et dont les sommets sonut les images des nombres (o, 7)-
superchampions {cf. F1a. 1).

Soit € > 0 fixe.

Sic ¢ £, la plus haute droite D(e,n) va passer par un seul des sommets de
Penveloppe convexe.

Si e € £ et si € n’appartient qu's un seul &, {cas (i) du lemme 3.3), la plus
haute droite D(g,n) va joindre deux sommets consécutifs de 1'enveloppe convexe.

Sig € £GNE, (cas (iil) trés peu probable du lemme 3.3), la plus haute droite
D(e, n) contiendra les images de quatre nombres (o, 7)-superchampions.
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1,2 —
£
£ 0,8 —
]
&
=2 f
0
_ga 6,4 —
0,0 s i:

log(tau(N})

Figure 1: Les images des nombres 1 < n < 55440,

4, Démonstration du théoréme 1.2

4.1. Deux lemmes

Lemme 4.1, Soit F:|ug, u;] C R — R} une fonction logerithmiguement concave.
Soite € & (cf. (3.7}) et N' et N" deux nombres (o, 7)—superchampions de méme
poeramétre £ (cf. lemme 3.3). Soit n un nombre entier vérifiant

™ < r(N') < 7{n) € T(N") < e™.

Alors, on a

o(n) o(V) o(N")
n Fllog(r(m))) = ™ (N' Fllog(r(V))) * W7 Faog(r(N"n)) :

Démonstration. La démonstration s'inspire de celle de la proposition 1 de [11].
Soit ¥ ¢ {N',N"}. On a par (3.1)

log ? —elogT{n} <log U(Jirv) —elog 7(N) {4.1)
et
lo @ — log Flog 7(n}) < g(log7(n}) + log agg) —elogr(V)  (42)
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en posant g(u) = eu—log F{u). La fonction g est convexe sur lintervalle [ug, u1] 2
[log 7{N'}, log r(N")]. On choisit NV = N’ ou N = N pour que

gllog 7(n)) < max (g(log 7(N")), g(log 7(N"))) = gllog 7(N))

et I'inégalité {4.2) entraine

N
log %ﬂ ~log Flog7(n)) < gllog m(V)) + log %_) —elog T(IN)
clog )
& N F{log(r(N)))
ce qui compléte la preuve du lemme 4.1. »

Lemme 4.2. Soit a1, as, a3, ¢, G5 des nombres réels vérifient a1 > 0,02 = G,a3 2
0, a4 > 1,05 = e. La fonction

Flu) = a; log{ag + u) + azloglog(as -+ 1} + a3
est logarithmiguement concave pour w > 0.
Démonstration. On calcule F/(u), F”(u) et I'on montre que, pour w > 0, on a
F(u) >0, F'{u} > 0 et F"(u) < 0 ce qui entraine F(u)F!(u) — F2(u) < 0. ]
4.2. Les grandes valeurs de w(n)

Lemme 4.3. Soit kg = 15985 et n tel quew(n) =k > ks. On e

gF(HE) < ;—??) < 2.32 loglog T(n}). (4.3)

Soit n tel que w(n) = k = k; = 166000, on a

a(n) < < loglog 7{n) + €" logloglog 7{n) + 0.94 . (4.4)
n = ¢(n)
Démonstration. La démonstration de ce lemme est une forme effective de la
preuve de (1.5) dans [14, formule (17}].
On définit M, par px = k(logk + loglogk — Ax) de sorte que, par le théoréme
A de [6], on a pour & > ko,

M = logk + loglogk — %’“ > 0.0427. (4.5)

Nous utiliserons également la majoration (4.10) de [12] et le théoréme 6.12 de [2]:

N P -
Al pl;[pk 1%¢ (tog px. + 8(k)) {4.6) i
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avec

(4.7)

-2 i < 108

(ORI

ozpr 5L Pk > 10~

De la définition de A, on déduit pour k > kp = 15983,
loglogk — Mg

<klogk{l 4 22—

Pr = rlog ( + toxk :
loglogk — A

I < logk +loglog &
og pr = logk +loglog & + Tog &

< logk +loglogk + B(k) {4.8)

avec, par (4.5)
loglog k — 0.9427

kY=
Bk) e (49)
Soit maintenant n = g3 ¢5” ... gp* un nombre tel que w(n) = k. On a, comme en
(2.3),
a(n) < _ ﬁ 1 < ﬁ 1 N
n Teln) A1-1/60T 131-1/p @(Ne)
et, par (4.6),
a(n) n
AL R L
w S o S e”(log px + 6(k}). (4.10)

Ainsi, {4.8) et (4.10) entrainent pour k& = w{n) > kg = 15985

oln) o ™

n = (n)
Démonstration de {4.3). Comme pg, = 175939, on a, par (4.7}, pour &k > kg,

< e¥(logk + loglog k + Ak} + 8(k)). (4.11)

2 0.2 0.2
a(k) < e =
(k) < max ( 175939 log(iﬂs)) log(10%) 0.010857. ..
et linégalité (4.11) implique pour k > kg
n log log ko + B(ko} + 0.01086 '
— <e¥logk (1 - < 2. .
o) g log ko <2.23 logk
Mais 7(n) > 2#(n) = 2k > 2k done
;—% < 2.23 (loglog 7(n) — loglog 2)
< 2.23 loglog r(n) (1 + 037
loglog T{n)

0.37
< 2.23 logk —
< og tog 7(n) (1 * og logsz)

= 2.31776... loglog r(n)
ce qui prouve {4.3).
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Deémonstration de (4.4). Puisque 7(n) > 2#0) on a k = w(n) < L"—Fo;(—;) et il
suit

log log 2
logk < loglogw{n) —loglog2 = loglogr{n) {1 - log—log;_{n_)
log log 2
——— 2 < loglogl n) + n(k
loglog k < loglog log T{n) oglog () = oglogleg7(n) 4 n(k)
avec n{k) = T—;;‘l%é‘%ﬁ et (4.11) entraine
2 < €' loglog T(n) + ¢” log log log T(n} + (k)
w(n)

avec
o(k) = € (~loglog2 + n(k) + B(k) -+ 6(k))
Pour k > kg = w(108) + 1 = 5761456, on a pr = Pk, = 10° + 7, chacune des
fonctions n(k), B(k) et 6(k) est décroissante et
o(k) < p(ks) = 0.921296...
Et pour k; = 166000 < k < kg, comme py, = 2248723, 0n a
o(k) < o(k1) = 0.939945. ..

ce qui prouve {4.4).

4.3. Preuve de (1.6): les petites valeurs de T(n)

Soit toujours ko = 15985, py, = 175939. On pose & = log (1 + i) [log?2

et P'on génére les nombres (o, 7)-superchampions N vérifiant 2 < N < N:[o, (cf.
définition 3.2); pour chacun d’entre eux, on calcule

o(N)
ANY = N e lorBr N

Soit £ = log(1 + 1/113)/log2 2= 0.012711; le maximum de f1(V) est atteint
pour

N =M, =N}, =283%°7"117138° [ »
17<p<113

et vaut 2.597907 ...

On pose F(u) = log(u + log3). Par le lemme 4.2, F(u) est logarithmiquement
concave pour u > 0. Par la remarque 3.1, il existe 7o tel que N{‘:u) = N{o) En
appliquant te lemme 4.1 pour tous les couples (N1, NU+D) verifiant 2 < N B <
NG+) < N, = NU0), on obtient (1.6) pour tout n tel que 7(2) =2 < {n) <
T(N:('OJ).
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4.4. Preuve de (1.6): les grandes valeurs de r(n)

Supposons maintenant 7{n) > T(N:;D)) = 7{(NG}), Par (3.4), pr, divise N(";O} =
NGa) Soit N gt N+ les deux nombres (7, 7)-superchampions tels que (/N )
< r{n) < T{NE1) (cf. lemme 3.3 et remarque 3.1). On doit avoir ¢ > ip et, par le
lemme 3.2, les nombres premiers p < py, divisent N et NG+ ainsi w(NE) > &y
et w{NU+1) > ko, Par (4.3), on a alors f1{VE) < 2.32, f,(NOHD) < 2.32, ce qui
entraine par le lemme 4.1, fi(n) < 2.32 et achéve la preuve de {1.6).

4.5. Preuve de (1.7): les petites valeurs de r(n)

La preuve de (1.7) est trés voisine. On pose k; = 166000, py, = 2248723, ¢ =
log(1+1/pr, )/ log 2 = 0.00000064156 et pour chaque nombre (¢, T)-superchampion
N vérifiant 2 < N < N:{z), on calcule

fo(N) = O'Iir\f) — &7 loglog(er (V) — e" loglog log(e®7 (V).

Soit £13) = log(1 +1/45439)/ log 2 = 0.0000317498; le maximum de f,(N) pour
N < N:(;) est atteint pour

_ ATt ol8ql1TH0 4 3 2
N=Mp=Np=2"3"s" [] »* J[ # J[ »* JI »
11<p<19 23<pc4T 53Lp2TT 281<p<45439

et vaut u = fo{Ma) = (.9414440795.
Par le lemme 4.2, la fonction

F(u) = ¢ log{l +u) + e loglogle +u) + (4.12)
est logarithmiquement concave. D’aprés notre caleul, pour chaque nombre (o,7)-
superchampion, 2 < N < N:('g,, on a W(%%-"{Tvﬁ < 1 et par le lemme 4.1, cela
entraine que pour tout n vérifiant 7(2) = 2 < 7(n) < T(N:('ﬂ J,ona W;!olg%ﬁ <1,
c'est-d-dire (1.7}
4.6. Preuve de (1.7): les grandes valeurs de v{n)

Soit maintenant N un nombre (o, T}-superchampion supérieur ou égal a N:('g,.
Comme dans le paragraphe 4.4, on a w{IN} > k; et donc, par (4.4) et (4.12),

N
%) < e loglog 7(N) + ¥ logloglog T(N) + 0.94 < F{log 7(N)). (4.13)
Supposons 7(n) > 7{N},). On définit comme en 4.4 les deux nombres (o, 7)-
superchampions N et NU+1 tels que T(N®) < 7(n) < #(NGt)). On a
w(N(i+1}) > w(NE) > w(N:[n) > k1. Par (4.13), il vient

a(N)

wevO sy NF(log () ~ |
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d’oit 'on déduit, par le lemme 4.1, que ﬂﬂﬂ < F(logT{n}), et (1.7) est démontrée.
Notons que, pour N = My, les valeurs de 1%\[—2 = 19.0983 et TE{LNF == 19.1096
sont trés voisines.

5. Démonstration du théoréme 1.3

5.1. La méthode des bénéfices

Définition 5.1. Soit € > 0 et soit N lun des nombres (o, T} -superchompions
qui mazimisent la fonction n — n‘i ’;),. Pour n > 1, on appelle bénéfice de n la
quantité (qui dépend de €)

o(N) o) _ oN)N _ T g

oy Bty - B omm )

ben (n) = log
Compte tem de (3.1), on a
ben(n} = 0. {5.2)

Soit n = [, pP et N =[], p™* (o pour chaque p premier, o, vérifie (3.4)).
Ona

ben () = Z ben, (n) (6.3
avec
o(p*) /P (™)

=log ———+—— —clog —5+
ben, (n) og J(pﬁp)/jﬂﬁ” g T(pﬁl’)

1+i4. +34 op+1

zlog(‘_ﬁ’——pl-t)—Elog(ﬁp+l)
45+t 5% 4
1" nrl:FI 1

= log (—w——”; )—elog(apl-l)- (5.4)
1= gt Be

Lemme 5.1. (i) Les nombres o et € étant liés par (3.4), le quantité beny (n)
définie par (5.4) vérifie beny (n) = 0 pour tout f = 0. De p_lus, la fonction
B, > beng (n) est croissante {ou sens large) pour Bp = op, décroissante (ou sens
large) pour Bp < o, nulle pour By = ap et tend vers Uinfini avec Bp.

(ii) Pour ¢ fizé et Y(p, 1} <&, par (3.4) on a ap = 0. Lorsque 8, = 1, beng (n} =
elog2 — log(1 + 1/p) est une fonction croissanie en p qui tend vers £log2 quand
p — 0.

Démonstration. Supposons Gp = . A laide des fonctions v et & définies en
{3.3) et en (3.5), on a par (3.6)
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Bp
beny (n) = 8(p, ap) — 8(p. Bp) = »_ O{p,a—1)—8(p,a)
a=oy+l
Bp

= 3 log (1 + %) e — ¥(p,a)] (5.5)

a=ap+1

ce qui, par la décroissance de la fonction ¥ (cf. lemme 3.1) et (3.4) prouve
ben,, (n) > 0 et la croissance de beny {n) par rapport & By
Si0< B, <ay, ona

i

benp (n) = Z log (1 + i) [¢(p.a) — €] (5.6)

a=f,+1

et T'on conclut de la méme fagon pour montrer la décroissance de benp (n) par
rapport & Bp.

Lorsque p, & et o, sont fixés, la formule (5.4) montre que beny (n} tend vers
linfini avee Bp. )

La preuve de (ii) est facile. [ ]

Corollaire 5.1. Soit ¢ fizé et B un nombre réel, 0 < B < glog2. L’ensemble des
nombres entiers n vérifiant ben (n) < B (ot ben(n) est défini par (5.1)) est fini.

Démonstration. Soit n un nombre vérifiant ben (r} < B. Par le lemme 5.1 (i),
on a ben, (v) = 0 et par (5.3}, on a, pour chaque nombre premier p, ben, (n) <
ben (n) < B < glog2. Toujours par le lemme 5.1, cela implique, lorsque op = 0,
qu'il existe po tel que B, = 0 pour p > po.

Ainsi, les nombres premiers supérieurs & pg ne divisent pas n.

Soit maintenant p < po. Le lemume 5.1 (i) et 'hypothése ben, (n) < B montrent
qu'il n’y a qu'un nombre fini d’exposants 3, possibles. |

Remarque. La démonstration du corollaire 5.1 est effective et permet, lorsque B
est petit, de déterminer I’ensemble A(B) des nombres n vérifiant ben (n) < B.

Cependant il semble trés difficile d'obtenir une estimation de Card(N(B)} en
fonction de B.

Nous pouvons maintenant préciser le lemme 4.1.

Lemme 5.2. 5i l'on rajoute dans le lemme 4.1 la condition
ben(n) > B (5.7)

alors la conclusion devient

a(n) -8 a(N') a(N")
nFog(r() — (N' F(log(r(N"))) * N¥ F(log(‘r(N”)))) '



332  Jean-Louis Nicotas

Dérmonstration. Compte tenu de {5.1) et de (5.7), Iinégalité (4.1) se réécrit:

tog Z2 — e log ) = log 2372 — elogr(N) ~ ben m)

< log J(]irv) —elogT(N) — B. (5.8
Ainsi, (4.2) devient

log %n) —log F(log 7(n)) < g(log7(n)) +log J(]irv) —elogm({N)-B

et la démonstration se termine comme celle du lemme 4.1. [ |

5.2. Démonstration du théoréme 1.3

Les caleuls effectués pour démontrer la formule {1.6) du théoréme 1.2 montrent
que les seuls nombres (7, 7)-superchampions N tels que

oy a5t
AN = Fioglog3r(V)) = 1000

sont les nombres N = N® (cf. lemme 3.3} avec 46 < ¢ < 50. La table ci-dessous
donne la valeur de ces nombres en fonction de

My = NU) = 2835537711213 [ .
17<p<113

Notons que pour 45 < i < 51, & = ¢{p¥,1) = log{l + 1/p®}/ log2.

i £ pt N/, FL(V)
45 0.0132 109 1/113 2.596216
46 0.0127 113 . 1 2.597907
47 0.0113 127 127 2.597801
48 0.0110 131 127 x 131 2.597746
49 0.0105 137 127 % 131 x 137 2.597461
50 0.0103 139 127 x 131 x 137 x 139 2.597502
51 0.0097 149 127 x 131 x 137 x 139 x 149 2.596862

Ainsi, par le lemme 4.1, (1.8) est satisfaite pour tous les nombres n vérifiant
2 < 7(n) < r(NU8)) = 1 +(M;) our(n) = T(N®D) = 32 7(M).

Ensuite, on pose B = log (3%5-) ~ 0.0011545 de telle sorte que, par {1.6), pour
tout n > 2, on ait
a(n) 2957

e f x 26="o

-3 __.—B
€A = e BT < 1000
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ce qui, par le lemme 5.2, prouvera (1.8) pour les n restants qui ont un bénéfice
supérieur 4 B.

Finalement, pour chacune des 6 valeurs de € = £; avec 45 < ¢ < 50, on
détermine les n dont le bénéfice est inférieur & B (cf. coroliaire 5.1). Parmi ces
nombres n, seuls 12 présentent une valeur de fi{n) supérieure & 2.597. Ils sont
énumérés par valeur décroissante de fi(n) dans le tablean ci-dessous.

n/M r{n)/T(M) fi{n)
1 1 2.597907
127 2 2.597801
127 x 131 4 2.597746
127 x 131 x 137 x 139 16 2.597502
127 % 131 x 137 8 2.597461
2 x 127 x 131 40/9 2.597331
2 10/9 2.597290
2 x 127 20/9 2.597288
2x 127 x 131 x 137 x 139 160,/9 2.6597269
127 x 131 % 139 8 2.597190
131 2 2.597181
2 % 127 »x 131 x 137 80/9 2.597140

Si 'on désigne par #(x) le cardinal de 1'ensemble des nombres n pour lesquels
_ a{n . .
Fi(n} = Giiosstny 2 % nous avons calculé les valeurs suivantes.

£ 2597 2506 2595 2594 2593 2582  2.501 2.590
v(x) 12 45 179 586 1680 4760 12653 32187

My=2°5371%8217 [ »
185p<2t1

et considérons la suite des nombres n, = % oflt p parcourt les nombres premiers

supérieurs a 211. On a 7(np) = 7(M3), fi(n,) = %%”fx(Ms) et

211
1. = man = & v
Jm fi{ng) 510 F1(M3) = 2.580303

Ainsi, pour z < 2.58, la quantité »(x) est infinie.
Il est vraisemblable que 'on a

limsup o(n) 211 o(M;)

msu W@T(n)) =50 s loglog(37(M3)) = 2.580303...
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