L'Enseignement Mathématique, t. 50 (2004), p. 147-182

NOMBRE DE SOLUTIONS DANS UNE BINADE
DE L'EQUATION A*+ B*=C?*+C

par Jean-Michel MULLER, Jean-Louis NICOLAS et Xavier-Francois ROBLOT*)

ABSTRACT. Let us derote by Q(#,A) the number of solutions of the diophantine
equation A® 4+ B* = C° 4+ C satisfying N < A € B < C < W -1 We
prove that there exists a constant (A} such that, for X\ fixed and N — o0,
OV, ) = AN + 02 (NP logN). When A = 2, 0(2*",2) counts the number
of solutions of A%+ B? = ¢ + € with the same number, », of binary digits; these
solutions are interesting in the problem of computing the function (a,5) — aZ + &2
in radix-2 floating-point arithmetic.

By elementary arguments, Q(N, A) can be expressed in terms of four sums of the

type
Sy =Y ( 3 1)
4<d <y LCALS(d)

d odd  dA?=-l (med )

where u and v are real numbers and f: fr,v] — R is a function. These sums are
estimated by a classical, but deep, method of number theory, using Fourier analysis
and Kloosterman sums. This method is effeciive, and, in the case A = 2, a precise
upper bound for |Q(N, A} - a(AN| is given.

I, INTRODUCTION

1.1 PRESENTATION DU PROBLEME

Le probléme informatique original est le suivant (cf. [I5], chap.9): on
désire conmstruite des systémes (programmes ou circuits intégrés) capables
de calculer la fonction {a@,b) — va?+ b avec “arrondi correct”, pour a
et b compris entre 1 et 2, lorsque le résultat est lut aussi entre 1 et 2.
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Par “arrondi correct” on entend que le résultat fourni doit toujours &tre le
nombre exactement représentable en virgule flottanie en base 2 avec a bits
de mantisse (on dira “nombre machine” pour faire court} le plus proche du
résultat exact. Pour ceci, il faut savoir avec quelle précision on doit approcher
va® + b lors de calculs intermédiaires pour &tre certain qu’arrondir au plus
prés 'approximation est équivalent % arrondir au plus prés le résultat exact.
Appelons “nombre milieu” le milieu de deux nombres machine consécutifs.
La fonction “arrondi au plus pes™ est une fonction constante par morceaux
et croissante, dont les points de discontinuité sont les nombres milieu. Dans
cette optique, il apparait intéressant d’étudier les nombres machines a et &
compris entre 1 et 2 tels que &® +5° soit le plus proche du carré d’un nombre
milien. En définissant A = 2" 'a et B = 2*~lp, nous sommes ramenés i
trouver des entiers A, B et € compris entre 27! et 2" — 1 tels que

AL LB = (CH 127 +e,

ot {e| est le plus petit possible. Il est clair que |¢| vaut au meins 1/4. Nous
cherchons 2 savoir si le cas |¢| = 1/4 se produit.

Notre probléme est donc de déterminer si pour toute valeur de n il existe
des nombres entiers A, B et ¢ compris entre 2'~! et 27 — | satisfaisant
I’équaticon diophantienne

(LD ALB=C4cC.

Désignons par (2%, 2) (cette notation sera justifiée dans 1'énoncé du théoréme
| ci-dessous) le nombre de solutions de (1.1) telles que

(1.2) YBcasBscgyt 1,

On trouvera dans la table 1 la valeur de Q(2%,2) pour 4 < &k < 41 (on
a 2(1,2) = 1 et, pour 1 € k <3, Q(25,2) = 0). Cette table montre
que O(2F,2)/2% semble tendre vers une limite. L’objet de cet article est de
démontrer:

THEOREME 1. Soit A > /2 un nombre réel fixé, Pour N entier, on
désigne par QN,X) le nombre de solutions de I'équation diophantienne (1.1)
vérifiant

(1.3) NgAgBSCS/\N—%.
Si l'on pose .
1 NV
(1.4) ald) = i 22 arcsin(—) + log(1 + v2) _logA+ VAT~ D
4 7 A T s
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on a
(1.5) O, X) = a(ON + RN, A)
avec, lorsque N — oo,

(1.6) RN, X = O {N"/%logN) .
Pour =2, ona

1 log(1+v2)  log(2 ++3)
6 + T T

et, pour N > 1000,

= 0.02801587455727 . ..

(L7 o=

(1.8} RN, 2)| < N'3(51 Tog N + 211) + N'73(39 log N + 238) +29.

Lorsque A = 2, nous avons voulu donner une majoration effective du reste
R(N,2). Cette majoration n’est pas ti&s bonne, et le membre de droite de (1.8)
n’est inférieur au terme principal a{MN de (1.5) que pour N > 1.32 - 10%2.
Au prix de calculs encore plus techniques, il serait possible de I’améliorer un
peu. Par exemple, dans la majoration (2.23} des sommes de Kloosterman, on
peut remplacer (cf. {13]. chap.4) 7(m) = Zt.,'ml par 29U ol wim) est le
nombre de facteurs premiers de m, ce qui permettrait de diminoer le membre
de droite de (1.8). Mais, pour ne pas trop alourdir la présentation, nous avons
effectué assez grossiérement la plupart des majorations. Cependant, il sembie
difficile, par cette méthode, d’obtenir pour ﬁ(N ,2} une majoration 100 fois
meilleure que (1.8).

1.2 LES DIVISEURS DE 4A* +1

Ecrivons €%+ C = (C + 3)* — § ; par le changement de variable
(1.9) X=24, Y=2B, Z=2C+1,
I"équation {1.1) devient
(1.10) X4+t =2-1.

En considérant {1.10} modulo 4, on voit que toute solution X, ¥,Z de (1.10)
est telle que Z est impair et X et ¥ sont pairs. Donc, toute solution de (1.10)
engendre, par (1.9), une solution de (1.1} et les deux équations diophantiennes
(1.1) et (1.10) sont équivalentes.
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En écrivant {1.10) sous la forme
1= -V =Z-Z+Y},

on voit que Z—Y = d est un diviseur de X? 4 1. Réciproquement, & un
diviseur 4 de X% + 1, la résolution du sysme

7-v=d
Z+Y=X"+1/d

1 /X241 1 /442 +1
“5( 7 *‘I) . B‘Z( a ﬂi)

1 /X241 sott L /4AY -1

Notons que, dans (1.11), B et C sont entiers; en effet les facteurs premiers
de 4A% + | sont tous congrus 2 1 (mod 4) {car —1 est un carré modulo un
tel facteur premier) et o, qui divise 4A% + 1, est aussi congru & 1 (mod 4).

Ii y a done, par (1.11), une bijection entre les diviseurs 4 de 44°+1 et les
solutions de (1.1}, pour A fixé. Dans cette bijection, la condition B < C de
(1.3) se traduit par d > 1 et la condition A < B par 44 —44d +1 —d? >0,
soit

fournit

(L hE)

o L
A§B5C4=>A2fz(d)d=f§(d+\/2d2—1) et d>1

= 1<d<f(A)=vBATH 124,

(1.12)

Paralltlement, la condition € < AN — 1/2 de (1.3) se traduit par
442 + g2 — 4\Nd + 1 < 0; autrement dit, le point (A, d) doit ére & I'intérieur
de la demi ellipse 4A% 4 (d — 2AN)? = 4)32N?* —1, A > 0. Ceci implique
0 < d< 4MN et A< AN. Daatre part, par (1.11), 1a condition B > 0
entraine d <24 < 2MN,et Pon a

CSAN—I/2<=>A§f1(d)‘g%\/¢i(_4A—m
=5 d > A = 20N — VAXIN? — 447 — 1.

Les courbes représentatives des fonctions f'(4) et £ 1(4) se coupent au
point (Ag, %)

Ag = %\/8)\2N2—2,

1
wo = £ (A0) = fi(Ao) = 2AN — 5V/BAZN? — 2.

(1.13)

(1.14)
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Ainsi,I la condition (1.3) équivaut & choisir le point (4,d) tel que N < A < Ag
et fr (A <d <ANA). S A< V2, par (L.14), Ao < N et N, A) ~0.
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FIGURE 1

Les valeurs possibles pour (A, d)

On suppose donc A > +/Z et 'on a

.15 o= 3 >
NEA<A, dj44’ +1
[T wgdss @

Permutons ’ordre des sommations. Les valeurs extrémes prises par d sont
(1.16) ug = f7UNY = 20 — AT — v 1
et ug défiml par (1.14), car les fonctions fl_l(A) et fz’l(A) sont croissantes sur

Vintervaltle [¥,Ag]. D autre part, pour d fixé, A doit vérifier A > max(N, ()
et, en posant - !

(1n upo= NN = VBN + 1 - 2N,

Iégalité (1.15) devient
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USRS SED SR EID DD D
up <y NLACH( w Ld<w 1N§A<)“3(<.')
(1.18} 4AT 4 1=0 (mod o) 4A+ 1 =0 (mod o)

= OV, \) + (N, N)

avec
OIS D SEND SENNED SHED DI
wm<d<yy  NZALAD w <d<vy  NLASAH)
447 +1=0 {mod o) 44T 1 =0 (med o)
et

(1.20) NN = Y > 1.

i Ld<yy A==fa(d)
4A% | =0 (mod o)

Définissons

(1213 Swvif)= Y. ( > 1) :
u<d<y P <AL
J impair  4ai=—1 {mod )

Légalitéd (1.19) s™écrit
(1.22) OV, A) = S0, 201 /) — S, vor N — 1) — Saes, w03 f2) + S(eas, voi N = 1)
ol N —1 désigne ia fonction constante égale & N - |, Par (1.22), I'évaluation
de O(N, ) se raméne A Pévaluation de sommes S, vif)-
1.3 LES SOMMES S(u,v;f)

Nous démontrerons au paragraphe 3 le

THEOREME 2. Soient u, v deux nombres réels satisfaisant T <u<wv et
[ une fonction contindment dérivable de [u,v] dans R. On pose

(1.23) 171 = 1Al = 2% |,
(1.24) Fin :@
et

2 ' 2
(1.25) M = M, v = ltF @) + 5= u[élfzg?hF @+ 5
Alors la somme S(u,v;f) définie en (1.21} peut s'écrire

(1.26) SQt,vi fy = Solw, v f )y — Si{u, vif)
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avec

d) f(d)

(1.27) Sow,vif) = > %
w<d<y
o impair

oit p est défini par (2,11} et S/(u, v, f) sarisfait U'indgalité

(1.28) 516, 01 < 5 (logu + 47/ A

La démonstration du théoréme 2 suit le chapitre 2 du livre de C. Hooley

[L1], ob, pour prouver que le plus grand facteur premier de [](n? + 1) est,
’ n<y

pour x assez grand, supérieur & x!'/1®, PPauteur évalue une somme voisine de
S(u,v;x). L'exposant 11/10 est amélioré dans [4]. Un résultat plus général
est démontré dans [10], ol #? 4+ | est remplacé par n* + D, avec n® + D
irréductible. Ce résultat pourrait étre adapté pour compter ies solutions de
I'éguation diophantienne X* + D = Z? — ¥? dans un intervalle donné.

1.4 LES SOLUTIONS A =B

Si l'on impose A = B dans (1.1}, on a, par (1.9), X = Y, et I’équation
équivalente (1.10) s’écrit
222X =1;
c’est une équation de Pell-Fermat, dont les solutions sont X,, Z, avec
Zo+VEX, =(3+2v/2)". On a

_ G+ - (3-2VD (34 W3y
(129) Xy = o <5

et, pour v > 1,

x, - B2 (1 _ (3—2»/5)”)

2v2 3+2v2

(1.30) v2 2
S5 G+2v2y (1 _ 3—2\/5) S B+2v2y
T2 3+2v2) 3

Par la définition (1.20) de (N, A), Ia condition A = f(d) est, par (1.12),
équivalente 3 A = B. Comme la fonction f définie en (1.12) est croissante,
la fonction (¥, A) compte le nombre de solutions de ["équation (i.1) avec
A =B telles que A soit compris entre £(u)) = N et Hluw) = Ag < ’\%, par
(1.17) et (1.14). On a done, par (1.29) et (1.30}
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log 2
(L31) 0<eW, )= Z 1< Z P
INEXaS2ho NS, <AVIN log(3 +2v2)

et, en particulier, pour A =2,

{1.32) 0<e(N, )<L,

i.5 LES SOLUTIONS PARAMETRIQUES

On peut donner une représentation paramétrique des solutions de I’équation
(1.10} (ef. [S], th. 38 et 39 et [6], p.210). En effet, si «,f5,7,8 sont des
entiers vérifiant

(1.33) ad — fy=1

il est facile de voir que

X =af+¢,
i
(1.34) Y=ty - § -8,
1
Z=3(@+7+p +8%)

est une solution de (1.10).

Réciproquement, pour voir que touie solution de (1.10) est de cette forme,
écrivons la décomposition en facteurs premiers X* + 1 = Hjmlpj , ol les
nombres premiers p; sont congrus & 1 modulo 4. Dans 'anneau G des entiers
de Gauss {c’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes a4+ bi ol @ et b
sont dans Z}, chaque p; se factorise sous la forme p; = w/7;. Le nombre
X - i se factorise dans G sous la forme

J
(1.35) X+f=if‘ij"f, 0<k<3.
=1

En effet, les deux nombres #; et 75 ne peuvent apparajtre simultanément dans
(1.35), sinon p; = =;m; diviserait (dans Z) X et 1, ce qui est impossible.

Soit d un div1seur de X* + 1. La décomposition en facteurs premiers de
d s'écrit d = ]fL 1PJ’ avec 0 < f3; € «;. Posons

J J
(1.36) A=t =p+is, =[P =a-n.
=1 Jj=1

On a, par (1.35),

NOMEBRE DE SCLUTIONS DE LEQUATION A2 + 82 =2 4 ¢ 155

(137)  X+i=0A = (+i)Xa— i) = af+ 70 + i(ad — fv)

qui nous donnre (1.33) et la valeur de X dans (1.34). On obtient la valeur de
Y et Z dans (1.34) en prenant la norme dans (1.36):

X*+1

2 2 2
= :3" (5“
=5 +6, <

= A =+

¢t en reportant dans (1.11).

Seit 8 € Z. On pose

a=[00+8, [=4043 ~y=5 &=2.

On vérifie (1.33) et en substituant dans {1.34}, on obtient

X =406° +620 +34, ¥ =420"+680+38, Z=580"+928 5l
d’on, par (1.9),
(1.38) A =200"+3104+17, B=216°4+349+19, € =296°+460+25.
Pour # > 0, la solution (1,38) vérifie 208 < A et c +1/2 < 298 + 12

Elle sera comptée dans Q(N, A) pour 1/20 <8< — 1. On obtient ainsi
la minoration

A 1
(1.39) O(N, A} > (\/;w\/%)\/ﬁ—z.

Lorsque A = 2, (1.39) entraine, pour & > 2630 > (0039)2,
{1.40) ON,2) > 0.039YN -2 > 0.

Linégalité (1.40) et la table 1 montrent que Iéguation (1.1) a, pour tout
k > 4, des solutions vérifiant (1.2).

1.6 STRUCTURE DE L'ARTICLE

Dans le §2, nous redémontrons des résultats classiques utiles dans la suite,
notamment sur la fonction arithmétique p (définie par (2.11)) et les sommes
de Kloosterman. Nous donnons également deux algorithmes de construction
de la table 1. Dans le §3, nous démontrons le théoréme 2, et dans le §4, e
théoréme 1.

Nous remercions chaleursusement A. Schinzel pour nous avoir indiqué le
livre de C. Hooley [11] ainsi que la solution paramétrique (1.34). Nous avons
plaisir & remercier E. Fouvry, R. Heath-Brown, J. Rivat pour leurs remarques
positives ainsi que 1’arbitre qui a proposé une amélioration du lemme 4. Nous
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remercions également les systemes de calcul formel MAPLE [14] et PARVGP
[17] que nous avons largement utilisés, ainsi que le Max Planck Institut de
Bonn ol une partie des idées de cet article a été développée pendant que le
deuxieme auteur était invité en mai 2002

2. RESULTATS GENERAUX

2.1 SOMMES DE DEUX CARRES

Soit & un entier positif impair. On désigne par S; ['ensemble des
représentations primitives de 4 par la forme quadratique ~ +4s%, avec r > 0
et sy €2

2.1 Sy={(r,s), reN* seZ, rrt+4¢ =d, (r,25) =1},

et par £, I'ensemble des classes d'équivalence modulo d satisfaisant la congru-
ence 4% = —1 (mod d) :

(2.2) Es={ve@ldzy, 4*=-1 (modd)}.

Nous alfons redémontrer le résultat classique {cf. [19], articles 86 et 90 et
(11], p.33):

PROPOSITION 1. L'application © définie pur ©(r,s) = r~'s (mod ), o
rV désigne Uinverse de r dans (ZJdZY est une bijection de Sy dans &y.
On peut éerire v = O(r, s} sous la forme

(2.3

{mod 1)

v 4 5

SE Tt
d roor(rt +4s%)
oit {'dn a noté &s un inverse de 4s modulo r ou bien sous la forme

(2.4) =l

,
T (mod I
AT 5T heyan 4

ok, cette fois, nous notons ¥ un inverse de r modulo 4s.

Démonstration. (1) © est bien définte. 51 r n’était pas premier avec o,
soit p un facteur premier commun 4 r et . Comme d est impair, p # 2, et
p divise 45 = d —r?, donc p divise s, et r et 5 ne seraient pas premiers
entre eux. Ainsi r~' est bien défini et 2 + 42 = d entraine 4572 = —
{mod d) donc r~'s & £ par {2.2).
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(ii) © est surjective, Soit v € &;. On obtient r et s tels que O(r,s) = v
par 'algorithme de Cornacchia (cf. [16], [2], [1]): on développe 27",’ en fraction
continue et 'on choisit la réduite % telle que g, < Vd < gyt Les deux
nombres R = g, et § = 2uvg, — dp, vérifient R? + 5% = 4, R,S)y=1 et
SR~ = 2 (mod o).

Comme d = R? + 5% est impair, i'un des nombres R et § est pair, I’auire
est impair. Si § est pair, on pose s = §/2, r = R. On a (r,5) € & et
O(r,5) =sr~' = v (mod d). Si R est pair, on pose s = —R/2, r=5; on a
(r,s) € Sy et

Br,s)=rls=-5"'RN2 = —é(2u)_| = —%(—21;) =r (modd).
(i) @ est injective. Soit deux éléments {r,s) et {+,s") de S, vérifiant
Or, s} = O@,5), cest-a-dire
(2.5) Fs—r' =0 (mod d).
On a
26 &= 4T+ 4 = (o A A0 s — )R

Mais (2.6) et (2.3} entrainent que rs - rs’ =0 c'est-h-dire
. o

@7 2=y

r r

(car r et ¢, impairs, ne sont pas nuls) et ['on a
d=r"4+45" = r? 4 457 = A1 + 4®) = r(1 + 4u?)
ce qui implique r = ¢' puis, par (2.7), s = &

I reste & prouver (2.3) et (2.4) Soit (r,s) € S ; comme (r,25) = 1, il
existe 73,7, € Z, tels que

(2.8} ro;p—4dsp = 1.
Posons
(2.9) v =rzz+ 52, .-

En prenant les modules dans la relation

(r 4+ 250z + 2220) = (rzy — dsz2) + 2rzz + sz di

on obtient
42 4+1=0 (mod d).
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Enfin, de (2.8) et {2.9), il suit
(2.10) rv=Fo+s(l+dsm)=s+nd=s (modd)
donc v = O(r,s5). Il vient ensuite, par (2.8) et (2.9),

rotsy  Pn sz s+ 7 +4590

v
d P ray  rpleasd) (4 4sd)
:3’%+m—lias—,_)z4%+—r(r—”§_ﬁ4—ﬂ—) (mod 1)
ce qui démontre (2.3). De méme, on peut écrire
v 4rsm+ ds’y  -r+ (r* + 450z
d - As(r2 445 T 4s(rt +48Y)
:i'___;m_=i___r,r* (mod 1)

As  As(r +457) T 4y 4s(rE 4 45%)
ce qui prouve (2.4). [}

Nous désignerons par p(n) le nombre de solutions de la congruence
(2.11% P=-1 (modn).
On a pour p premier et o > 1

sip=2eta=1
sip=2eta>2
sip=3 (mod4)
sip=1 (mod4)

(2.12) pp™) =

[ I e B

et par le théoréme des restes des chinois, la fonction arithmétique p est
multiplicative. Par la proposition 1, pour o impair, on a

(2.13) pldy = Card(Ey) = Card(Sy) .

2.2 CONSTRUCTION DE LA TABLE

Une premigre méthode consiste & utiliser la formule (1.15). Par (1.14),
on a
AN 1
2 8’
Pour chaque valeur de A vérifiant I'inégalité (2.14), on factorise 44 + 1, et
’on recherche ses diviseurs. Pour chaque diviseur d de 44T + 1, on calcule

(2.14) N<dA< A=
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B et C par (1.11) et si (1.3} est satisfaite, on compte ceite solution. Cette
méthode a pour inconvénient la factorisation de 4A% + 1 qui, pour A grand,
devient cofiteuse.

Un meilleur algorithme est basé sur la proposition 1. Par une remarque
déja faite juste aprés (1.11), les facteurs premiers de d, diviseur de 44% + 1,
sont tous congrus & | modulo 4, ce qui implique par (2.12), que p(d) > 0.
Par la proposition 1 et (2.13), il s’ensuit que 4 admet p(d) repésentations
primitives

(2.15) d=r"+45, ¢20=1, r>1, s€Z.

Par (1.18), on sait que & est compris entre g, défini par (1.16), et vy, défini
par (1.14). Par une double boucle en r et 5, on engendre les nombres ¢ de
la forme (2.15) et vérifiant wg < d < v9. Observons que chaque d va 8tre
engendré p(d) fois.

Ensuite, pour chaque valeur du couple (r,s), on calcule v par (2.8)
et (2.9) et 'on recherche les nombres A satisfaisant A = » (mod d) et
(2.14). (Notons que, pour A = 2, it y a au plus un tel A car, par (1.16),
d > upy > /2N? — 1/8 —N.) Comme dans la premiére méthode, i partir de A
et d, on calcule B et C par (1.11) et on incrémente le compteur de solutions
si (1.3) est satisfaite.

Cet algorithme est lindaire en N. Il a été implémenté en PARI/C. Le temps
d’exécution est de moins d'une seconde pour 220, d’une dizaine de minutes
pour 2% et de plus de deux semaines pour 2%,

2.3 LEMMES ANALYTIQUES
LEMME 1. Soit m(n} = de; 1. Pour tout x> 1, on a
> Tn) < xflogx + 1.
1<agx
Démonstration. On a
x 1
= = [-J <x5 2,
D= 30 3 =305 <5
I€<n<x 1<n<x dln d<x d<x
Puis on utilise 'inégalité
l * dr
2.16 - <1 — = .
(2.16) Z 7= + .[1 - 1+ logx O

a<x
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TABLE | LEMME 2. Soit h un nombre entier non nul et 7(n) = 37, 1. Pour tou
x> 1, ona
k N =2 ow,2) | oW, 2N | 0,2 - (DN > i m}'? < xlogx + D)
4 16 1 | 0.06250000 0.55 15ngs
5 32 2 | 0.06250000 .10 oit W) est défini par
6 64 2 | 0.03125000 0.21 @
7 128 3| 002343750 -0.59 217 _ i
8 256 7 | 0.02734075 —0.17 17 k) % vd
9 512 21 | 0.04101062 6.66
10 1024 29 | 0.02832031 0.31 Démonsitration.  En utilisant 1'inégalité r{dd’} < r(d)r(d"). valable pour
H 2048 60 | 0.02929688 2.62 tout couple d’entiers d et ¢ et le lemme |, il vient
12 4096 122 | 0.02978516 7.25
13 8192 245 | 002990723 15.49 D T <3 TVAY ) <3 Vir) Y r(d)
14 16384 460 | 0.02807617 0.99 I€nx din nsa dlh o <xfd
15 32768 944 | 0.02880850 25.98 y Al
t6 65536 1806 | 0.02755737 ~30.05 <319, (05 (%) + 1) < slogx + . U
17 131072 3639 | 0.02776337 ~33.10 o vd d
13 262144 7347 | 0.02802658 2.81
19 524288 14756 | 0.02814484 67.61
20 1048576 39576 | 002820587 199.23 LeMME 3. Soir (k) défini par (2.17). Pour tout x> 1, on a
21 2097152 58698 | 0.02798939 —55.55
2 4194304 117372 | 0.02798367 —135.09 > v < s
23 2388608 235082 | 0.02802396 67.81 Ishgx
24 16777216 470241 | 0.02802855 212.62 Démonstration. On a
25 33554432 939804 | 0.02800834 —252.76 -
26 67108864 1880297 | 0.02801861 183,48 _ d) T(d) | x T(d) 2
v 134217728 3761402 | 0.02802463 1174.97 l;)rw(h) - IQZ( 2 vd Z Vd [EJ X2 = X6/
Shs <h<x dih d<x d=1
28 268435456 7521153 | 0.02801844 698.94
29 536870912 15040659 | 0.02801541i —249.12 et {(3/2Y =68245.... [
30 1073741824 30080525 | 0.02801467 —1291.25
31 2147483648 60153965 | 0.0280¢1137 —9667.50 LEMME 4. Soit r(n) le nombre de fagons d’écrire n comme somme de
32 4294967296 120332158 | 0.02801701 4803.01 dews carvés. Pour tout x réel, x> |, on a
33 8589934592 240660303 | 0.02801655 5773.02 =
34 17179869184 481315101 | 0.02801622 6041.03 Z r(m) = mx + Ry(x) avec IRio] <4V +3.
35 34359738368 962578706 | 0.02801473 —39413.94 1<nex
36 68719476736 | 1925208869 | 0.02801547 —27370.87 . .
37 | 137438053472 | 3850396279 | 0.02801532 —76200.75 Démonstration.  Le théoreme 341 de (9] donne
38 | 274877906944 | 7701008772 | 0.02801610 63812.49 20
39 | 549755813888 | 15401833428 | 0.02801577 —56491.01 Y ormy=a3 (-1} [LJ _
40 | 1099511627776 | 30803795356 | 0.02801589 15517.96 P iz Zk+1
41 | 2199023255552 | 61607438724 | 0.02801582 —120952.07 " .
Par le critére des sommes alternées, en choisissant X pair et X' impair, on a
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(2.18) 42(—1 {2k+1J Z rin) <4Z(—l) [2k+lJ

I1<n<x

Remplagons la partie entiére par son expression en fonction du polynme de
Bernouili B)(r) =t — |¢] — 1/2; en utilisant & nouveau le critére des sommes
alternées et la majoration |Bi(r)] < 1/2, il vient

K
o] _x el * g ;)_l
kZO( ﬂuHJ Z( )(2k+1 '(2k+l 2
o ¥+

(2.19) S L 1““8( al )
3T 2 ;; 2%+ 1 +Z( ) T+ 1

T 1 X K+1 T X K

STttt T tmasta

En choisissant K = 2|/x/2+ 1/4| de telle sorte que 2K + 3 > 4(\/x/2 +
1/4 — 1)+ 3 =2/%, (2.19) donne

K
. i< Ty 1/4.
(2.20) g( ) [2k+1J ZEHVi+1/
En choisissant K’ =2 |\/x/2+3/4| — 1, on montre similairement
o
TS T X KA+l m —3/4,
@21 ZT:( b [2k+1J*4x 2K + 3 7 2 g VE=3/

et le lemme résulte de (2.18), (2.20) et (2.21).
W. Sierpiiiski a amélioré la majoration de [Rl(x)|, cf. [18]. Le record est
actuellement détenu par (12). O

LEMME 5. Soit p la fonction multiplicative définie par (2.11) er (2.12).
Alors, pour tout x> 1, on a

. I 7
® Y=Y pm= ix-uez(x) avec [Ryn)] < (ﬂ)\/},

2
1<n<x
W Y@= 3 p=x+ B avee [R00] < Qlogx+ 12)VE,
1<n<x
n impair

et pour x> 7, on a

(i) rm< 2,
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Démonstration. (i) On sait que la fonction —r(n) définie dans le lemme
4 est muluphcatwe et que —r(2“) =lsia>l, —r(p“) =0sip=3 (mod 4)
et o impair, (p“) =13 p=3(mod4) et ov pair, Er(p‘l) =a+1 s

=1 (mod 4) (cf. [9], théorgdme 278)

Désignons par u la fonction de Mébius. Un raisonnement classique mantre
que la fonction -+ Edzln wH{d)r(n/d?) est également multiplicative et que sa
valeur sur les puissances de nombres premiers coincide avec cefle de g. On
a donc

l 2
plmy =2 > utdyrin/d?).

da
Par le lemme 4, on a

Y(x) = Z Z#(d)r(n/dz)_ 32 Md) > )

n(:c &2\ d<‘/_§ & Sxfdt
3x o
=5 3w (4R (5)) = 32 + Rt
d< R
avec (d)
p; ~
Rty = 4 ra +4 & (d?) ‘
d> /% d< R

Par le lemme 4 et (2.16), on obtient
- mx {1 oo gy 1 VE
R < 22 = b I vy
|Rot)] < (x+fﬁ Iz)+4dZ(4d +3)

<+ s+ s (5T

(i) Compte tenu de la valeur de p(2%) dans (2.12), on a

doem= 3 pm= > o)

1€n<x 1<agy 1€n< /2
n paic n=2 {med 4) n impair
= D Am= 3 sl
1€<n<x/2 |<n<xf2

1 pair

En réitérant I'argument, on obtient

Y0 =3 wy(5),
=0

ot k est Pentier défini par 2¥ < x < 2¢+!_ En appliquant (i), il vient
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Y (o) = Z(—;)f (w, + Ry (%)) =+ Ry
j=0 -
avec
Ryx) = — = Z 0 +Z(“I)JR7 (5)
; k1 j=0
On a
logx+7 togx+7
fol< s 3 e () S5 (S
=

=2+V2) (I—Og;—”) Vx < (2logx + 12)Vx.

210gr+ i2

(itiy La fonction est décroissante pour + > | et elle est

inférieure & 1/10 pour ¢ > 13000() (iii} résulte donc de ({it) pour x > 130000,

Le calcul numérique de Y*(x} pour x entier inférieur 2 130000 complete la
preuve de (i), [

LEMME 6. Soient deux nombres réels u et v satisfaisant 1 < u < v.
Soit F une fonction continfiment dérivable de {u,v] dans R, et p défini par
(2.11). On pose |[F|| = [|Fll, ) = max,g<u |FD]. Alors on a

| G o
S o) Fid) = - f Fesyde + Rotu, v; F)
usd<u T
d impair
avec

~ 2
Rz P < 2toga-+ 1235 (21 + Sl )
Démonstration. Par le lemme 5 (ii), on a, en utilisant 'intgrale de Stieltjes,

S oty Fid) = f " Py ) = & f Fldt + Rofut,v; F)
u<d<u u T u
d impair

avec, par intégration par parties,

Rolue, v, Fy = f F(Od{R:(0)) = F)R3(v) — Fla)Ra(u) — f F'(DRy(ndt
at

[Ro(u, w3 F)| < 2||F||(2log v + 120/ + [|F[[(2 log v + 12)f Vidt

et comme [7+/rdr < [’ vidt = 20%/? cela achéve la preuve du lemme 6.
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24 SoMMES DE KLOOSTERMAN

Soit a € Z, b € Z et m un ender positif. Si ¢ est premier avec m,
on notera £ un entier vérifiant ¢ = | (mod m). La somme de Kloosterman
K(a,b;m) est définie par

. 2in(al + bl)
{2.22) K(a,b;m) = Z exp —
< <o

(£am)=1

Gréce aux travaux de A, Weil, on sait majorer cette somme, et I’on a I'inégalité
(cf. {21], [11], p.35 ou [13], p.61)

(2.23) |Kla,bim)| < TOmp/mi(a,b,m)}'?, abmeZ m>1,

olt T(m} = 37 | désigne le nombre de diviseurs de m et (a,b,n) le pged
dim
des trois nombres a,b et m. On peut déduire de (2.23) une majoration de la

semme de Kloosterman incompléte :

LEMME 7 (cf. [11], Lemma 6, p. 36 et [3], p. 433). Soir m > 1 un entier et
be 2. Soit £ et £ deux nombres entiers vérifiant 1 <E<mer 1 <& <m.
On a

> ex Zimbe < r{mi/m{(b, m)} Ly (m)
gxege’
{€,my=1

(2.24)

ou

(2.25) yim) =1+ — log 4—— = L1.153...4+0.6366.. . logm.

Démonstration.  Si € < £, la somme dans (2.24) est nulle et le lemme
est démontré; on peut donc supposer £ < £'.

En observant que le crochet ci-dessous vaut 1 si n = £ (mod m) (ce qui
équivaut & n = £) et 0 sinon, il vient

T exp 21‘;{72: T exp 21‘:11;2 5 { % 3 ezm.'(:'.—enJ

ggee 0<E<m E<n<E! | Cam
m=l {£,m)=1
E K( b 1) E CX —-—-j
a, ¥ M
l ¥ 1
t<a<m E<n<€’

ce qui, en utilisant (2.23), entraine
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2imb? |2 1 2iman
226) | > exp - ‘ < r(mym{(b,m}' Y - > exp -
fxege’ I<agn g<ngg’

{&,m=1

La quantité dans 1’accolade vaut, pour ¢ = m, [§' — £+ 1|/m < L, et pour
[ <a<m, elle vaut

. ap .
exp 2mal exp ..l‘iT(((j +1}

1
= [T
HLSLN =

m(cxpg‘;—fq— )

La somme en a de {2.26) est donc majorée par

m~—1

1 1
. 1+ — - .
(2.27) + " ; sin X4

i

Mais une fonction f convexe sur l'intervalle [a — 1/2,a 4+ 1/2] satisfait
Fla) < f::rl'/; f(e)dt. En remarquant que la fonction f— =Lz est convexe
sur Pintervalle [1/2,m —1/2], on a

m—1 /2 ¢ ym—1/2
! < f —TLdz =0 [Eog tan E—]
| b

= sin T2 7 f sin &£ 2Zmlip

m—1

(2.28) p

2m T 2m 4m
= —1 t— < — log—
T 08¢0 dm T o g1r

et (2.24) résulte de (2.26), (2.27) et (2.28). [

LeMME 8 (cf. [11], p.38). Nous conservons les notations du lemme 7.
Soit une fonction complexe ©(f) continiiment dérivable définie sur 'intervalle
réel [0,m]. On suppose que, pour tout + € [0,m], on a |®B()| < My et
@) < M. Alors, on a

2iwbl
Y. o0 —— ()| < Tomm{(b, )} Pvm)IE — €IM1 + Mo}
fese
(g,m=1
Démonstration. Comme dans le lemme 7, nous pouvons supposer £ < £
11 est commode de poser, pour 0 < ¢ <m,

2imb?

(2.29) gy = ) exp-—
esi
(£p)=1

et, par le lemme 7, on a

b
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(2.30) lg(t)| < Tmm{(b,m)} Py .

Par la méthode de la sommation d’Abel, on écrit:

. 7 13
2inhl
37 exp (0 = gOBE) + D (gl6) — (€ — D)D)

m

£gese =g+1
(23 1) (£.m=1t
g1
=3 g(ONDE) — D+ 1)) + gl&yD(E").
e=¢

On applique le théoréme des accroissements finis & ®(f + 1) — D), et le
lemme suit de (2.31) et (2.30). (I

3. DEMONSTRATION DU THEQREME 2

3.1 LE POLYNOME DE BERNOULLI

Soit d # I un nombre impair; avec la définition de &; donnée par (2.2),
en choisissant  entre 1 et d— 1, on a

6.0 o=y 3 1:zqﬂd)d_”J+i).

ESALSd) v € &  1SALS(d) vEEy
4at=—1 (med o) CA=w (mod d)

On remplace dans (3.1) la partie entiére par son expression en fonction du
polyndme de Bernoulli: B\(f) =t — [¢| — 1/2; il vient

fld)—vy  fdy v 1
32) ) 1=Z(—B| +Wﬁm+“)_
1A/ e ( d ) d 42

4A%=—1 (mod d)

En associant les deux €léments v et 4 — v de £ (qui sont distinets, car d
est impair), les deux derniers termes de (3.2) disparaissent, et, par (2.13), on
obtient
fd) pld) fd)—-v
33 = 808 (_ ) _
@ IEREELTLES S
1<A<f(d) veky
4A*=—1 (mod 4)

On peut ainsi écrire (1.26) ot Spfu, v;f) a été défini en (1.27) et

3.4 swen= 3 3a(R0).

usd<v ve&y
4 impair

Il nous faut maintenant majorer |$;(u, v;f}|.
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3.2 LA FORMULE DE J. VAALER

Pour majorer §;(u,v;f) nous commengons par approcher la fonction
n . P it
B(#) par un polyndme trigonométrique. Nous noterons e(#) = %™, et nous
utiliserons le lemme ci-dessous de J. Vaaler.

LEMME 9. Soit weN, hecZ, | < |k Sw et

def || [h {4 |2
def T— ) + 1.
(3.5) O<b,hy=m 7 (l l)cot( - 1) i <

Alors, en posant
" 1 by,
(3.6 BL() = —5— > == elh)
1< <w
on peut écrire
3.7 Bi{n) = BL(0) + RL()

avec, pour toutf 1 € R,

1 | sin® 7{w + 1)
* < — = .
(3:3) |RL() < 2w+2 0<%< ! w+ 1 )e(hr) 2w + 1¥ sin? 7z

Démonstration. Pour t ¢ Z, (3.8) est Uinégalité (7.14) de Vaaler (cf. [20],
cf. aussi le théordme A.6 de [7] et [B]). Pour ¢ € Z, les deux membres de
(3.8) sont égaux & 1/2, et le résultat est encore vrai. O

En utilisant (3.7}, pour une valeur de w que I’on précisera plus tard, (3.4)
devient
(3.9 Si{a, v f) = Salee, w3 F) + S, v f )
avec, par (3.6},

S vify= 3 ZBZ(J@%)

usd<v rely

d impair
o 1 buth) hfd) o

=5 - el ——— el —
2m15%5w h “;u ( d )1;&‘( d)
d impair
et
(3.11) Ss(u, vif) = Z Z R (f(d)d— u) .
u<ld<v wvg&,

d impair
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Par (3.8), on a

(3.12) [S30, U3 f)] < Salee, 03 f)
en posant
, I 5] hfd) hus
3. vif) = L (2 (-2,
(3:13) Satw, i f) = 7 > (1 m+|) > L( d )Z‘( d)
0k <w n<d<e vEE,
o impair

It est commode de poser, pour & # (0,

(3.14} P =Plhyuvf)= Z e(h_-’}@) Ze(_@)

uSdSy wizEy
o impair

de telle sorte que {3.10) et (3.13) deviennent

(3.15) S vify = =5 3 bwlgh)f’(h,zt,v,f}

1<k Se

et

(3.18) Salu, v f) =

2wi+2( 3o+ Y (1—%)13(/““,93)).

u<d<y 1<]h] €w
d impair

Il nous faut maintenant majorer |P(f, u, v, f)|.

3.3 EVALUATION DE P{h,u,v,f)

Pour évaluer P&, u,v,f), nous utiliserons la bijection & entre S; et &y
étudiée dans la proposition |. Par cette bijection, on déduit de (3.14)

hFr? + 480 vh
r? + 45? r? 4 452

(3.17 Plh,u,v,f) = > e (

WS st <y
¢ impair, #2>0, (r5)=1
ol v = O(r,5) est donné par I'une des formules (2.3) ou (2.4). Nous coupons
la somme (3.17) en quatre parties suivant que |s| < » ou |5l >r et 5> 0
ou s < 0. (Remarquons que |s| =+ ou s =0 entrainerait r = (r,5) = 1 ce
qui est incompatible avec r? +4s? > u, pour u > 5.) Ainsi dans la somme
Py, on impose | < s < r ce qui entraine

u<rtqoast < 502 et Parttad <y

et encore
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(3.18} /S <r <,
pour r fixé dans Pintervaile (3.18), les inégalités u < r>+4s* <wvetl <s<r
entrainent ’existence (cf. Fig. 2) de deux nombres entiers & = £{r) et

£l =&)(r) vérifiant 1 €& <r—-let 1 €L <r—1 et tels que
<4<y et P<s<r &= £ <s<E.

Les valeurs de & et £ sont données par:

)
Si=1si r>u et fi:"ﬁua{r sir<u
, . U v — rZ . v
L =r—1i SIP’S\/; et £|=\‘ 7 J 81r>\/;.

P3
4t =y

P 4ds =u

FIGURE 2
Découpage en quatre zones

On a ainsi 4 partir de (3.17) et (2.3)

e
(3.19) Py = Pi(hu,v,fy= Y > e( ”‘)cb.(s)
Vals<r< /o <5<y

r impaic (r3)=I
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avec, par {1.24),
2imhs
N = ; 2 2
() = exp(2nth(r + 457y — W)
On caleule [a dérivée logarithmique de @, :

<I)| ( 217?11

y r? - 45t
(8 SF(.?‘ +4S)— (—Zum)

et I'on a, en observant que |+ — 4s2{ <P+ 45t et Ars| < r? 4 452,

@
qTI(S)

h
@il = | T < 2T

2 + 4| F 0 + 45D + )

On pose b = —h4, oiy, rappelons-te, 4 est un inverse de 4 modulo ». On a
(&) = (h,r) (car r est impair), |€] — & < r et le lemme 8 donne

—hiz
S e (—S) @is)
;
& <sg]
(r.a=1

< T, N PMR, 5

avec, par (1.23),

Mih,r) = 271']1'11(2|1rF'(t)” + 5) 1.

En notant que # > 7 et en utilisant (1.25), il vient

1 1
Mt ) < dalp] (67 @) + -+ 7= ) < dalil M,

En reportant dans (3.19) on obtient

(3.20) 1P <dnlhim DT VA 0.
Vuls<r< /e

r impair

Dans la somme P, on met les termes de (3.17) avec —r <s< —1. On a

Py=Pyhuufy= Y >,

ufs<r<Ju £ Ss€-5

r impair (r5)=1

D DD i i (-9,

Vufi<rays SS9

r impair (rs)=1

a0

(3.21)

Par application du lemme 8, on trouve pour |P;| la méme majoration que
pour |P], et Fon a, par (3.20):
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(3.22) [P+ 1Py < 8xlhlM > {0} .
VaiS<r<Ju
r impair

La somme P; contient les termes de la somme (3.17), avec v donné par
(2.4), satisfaisant | < r < 5. II existe deux nombres entiers & et & tels que

(3.23) 1<E&<s et 1<g<s

tels que

—hF
(B28)  P=Puvfl= Y. I (?ﬂ ®200)
Jafscic ¥ B S e < g
) (rAn=|
avec y
: imhr
() = exp(2imhf(? + 470+ 5
On a comme précédemment,
@
q—);(r)

! ‘o 1
[4(r)| = < ir{%'((r"- + 4 FIO7 + 47 + E) .

On applique le lemme 8 avec m =4s et b = ~h;par{3.23),0na |& — &| < s
et il sensuit

—hF
Z € (K)dh(r}
£<r<t;
(rdsi=1
Par (3.24), on déduit que

P3| < wihipt DT rlmym{h, m)} P y(m)

A fufs<m<fv
4|m

< wAMT(AVAS{ U 45y} Py(ds)

La méme majoration est valable pour la somme P4, ol I’on compte les termes
de 3.17y avec s <O et 1 <r < —5, et Fon déduit de (3.22)

|Pl = |P1+ Pz + P+ Pa] < BmlRiM S~ rlmy/m{(h,m)} oy(m).
<2y
Par (2.25) et le lemme 2, il suit

IP| < 8nr|RIMyQ2VEWVZU' ST r(m){(h,m)}' 2
m<2 /v

< 8|h\Mﬁ(logv + 74 2log %)(logv + 24 2log 2003 ( )

< 8|h|MV2(log v -+ 420> (| )
ol Y(|A]) est défini en (2.17).

(3.25)
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3.4 CHOIX DE w

Par (3.15) et (3.5), on a

2w
11 <w

| 1
iS00 00 € 5= > W“J'

et par (3.16) et le lemime 5 (iii), on a

3u 1
Sa(u, v ) < E
Id(t[vf)r_]4(u+!)+2w+2 17t
1<pi g

3v 1 1
< U4 “ip
Swintz 2 P
1< i<

de sorte que, par (3.9) et (3.12) on a

[S10, 03 )] < | Salet, v fH + |Saln, vif)]

3v 1 /1 1
S+ [+ —|P|.
dw+1) 2 (w )I<§<w |/:|| !

Par (3.25) et le lemme 3, en tenant compte des valeurs négatives de k, il suit

; 3v 1 - 2 3/4
(3.26)  1Siu,vif)| < T (ﬂ + 1) BVIM(log v + 4034 (Tur) .

On pose

1/8
(3.27) wo = 37 Y
14V av/ZM(x 1 1) logu +4

et 1’on choisit w

(3.28) w = |wo) -

Par (3.26), il vient

3
[SiC,3.)] € +56\/’5(l + 1)(10g'u + 42 g M
14!.:.}0 T

= 44/3v2(1 + 1 /m)(log v + 4’ SV M

et comme 4\/3\/5(1 + 1/my = 9.4599. .., cela achéve la démonstration du

théoréme 2. J
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4, DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Dans ce paragraphe, pour les calculs numériques, nous supposerons

(4.1 A=2 et N> 1000
Compte tenu de (1.26) nous écrivons (1.22)

(4.2) QIN, 2) = QolN, 2 — QiN, )
avec, pour i =0 ou 1,

(4.3) QN X) = Siluo, vo; /i}—Silug, vor N 1) 8oy, wo o)+ SiCur, v N 1) .
Nous évaluerons successivement Qo(NV,A) et O (N, A); mais il nous faut

d’abord définir quelques nouvelles variables.

4.1 LES QUANTITES APPROCHEES

Nous utiliserons les trois quantités linéaires en N
(44) T=M2-VIN, TH=20A— VAN, % =2+2-1N,

comme des approximations des nombres wy, o et uy définis en (1.14), (1.16)
et (1.17). En utilisant les relations

(4.5) Va<vari<vat ‘o, a>0t20
2v/a

et

(46) Va- ——mf(z——)
g\/a,hwé:\/aw:g\/a, a>0,0<r<a

on obtient les inégalités (rappelons que A >+/Z et N> 1)

@.7) %SW=DN—%&MM—2

1 I
<P A e < T o= < Tp 1< 20N,
=YWt an T
(4.8) Ty < up = 22N — /4(A2 — DN? — |
1 1
LU+ ——————— <Up+ = <o+ 1.
RPN/ TR T
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et

(4.9) W< = VBNTH 12N < +
Nous approcherons les fonctions

@10)  fil)= IO —D =1 et fln) = % (:+ \/2?'——1)
définies en (1.13) et (1.12) par

@ o= @R D o« o= 22

Par (4.6), ona, pour 1 <t <4MWN -1, N>l et A>+/2

<EF|+1.

1
4VIN

- 1 - 1 - 1 -
4.12 . —_——— e —— 3
G12) /i0—7 <A =5 e L3 s SN SA0

et, toujours par (4.6), on a, pour £ > 1

(4.13) fz(t)— - <= (r+ V21 - T) SAO <HO.

4.2 LES TERMES SECONDAIRES DE RESTE
Pour estimer Qg(V, A} défini par {4.3), on utilise (1.27) et le lemme 6

(4.14) Solu, v /)= 3 %:J(u,v;ﬁ-{-ﬁo(u,v;ﬂ

sSdsy
ol I'on a posé F(r) zf(t);:pz
(4.15) TG, v0if) = :r f F(d = f 1D 4
Nous écrirons
(4.16) Qo(N, X) = Q2(N, ) + O5(N, )
avec

417y OV, A) = Jug, vo; i) — I (g, w03 N— 1) —J Gy, vos o) -+ (e, ugy N— 1)
et

- ~ N—1
(N, A} = Rolup, vo; F1) — Ro (Ho,vo; ; )
(4.18)

. - N-1
"RO(“I,UO;FZ)‘f“RO(“luU{]; ; )

Dans ce paragraphe nous majorerons les quatre termes de reste ﬁo(u,u; F)
et la valeur absolue de leur somme (3(N, ) tandis que, dans le paragraphe
suivant, nous traiterons les termes principaux J(u, v f) et Qy(N, X)),
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LE PREMIER TERME Ro(ug, vo; F1). Posons par (4.10)

o) (f) VIGIWN — 1) — 1

(4.19) Fi(ey = >
Avec [’aide de MAPLE, nous deerOI]S.

—2ANT+ 1 —2ANr+ |
(4.20) 1) =

WA D =T 4D
APANGIMWN — e =3/ + 38 + 2

2004AN — 1) — 1)3/?
Pour A > v2, N2 1 et +>1,o0na 2N > | et, par (4.20), on voit
que Fi(f) < 0. La quantité 3AN — ¢ — 3/¢ est minimale en 1 = /3 et vaut
3AN = 24/3 > 0; par (4.21), F/'(1) > 0 pour tout £ > 0 et donc

(4.21) Fi(n =

(4.22) Fi(t) = m est décroissante et convexe pour 1 < ¢ < 1.
Par (4.8) et (4.4), si l on choisit N > X, on a uy > iy = ﬁ > 3_’)‘: >1;

par (4.22), F| est décroissante sur {¢, vo] et par (1.16} on obtient

ﬁ(uo) N N _A+var-1 \/x\’
w Eo
tandis que, par (4.22), (4.20), (1.16), (4.8) et (4.4}, on a
20N — 1 2N — 1

@23y |Rf =R, < 1.87

luo.vo] —

I = F g0 = —F1(0) =

4L(%fl(tt0) - 4uaN
(4.24)
W A A _A+VID
MEN T 2wy 2w 4N N
Par le lemme 6, on obtient, pour A =2
(4.25) lk‘o(uo, o Fl)l < (2log g + 121/ (3.74 + 1.25%9) .

LE DEUXIEME TERME Ro (u0,v0; Y1), On a en utilisant (4.8) et (4.4)

N — -1 N N A+VAT
(4.26) N-1 =N < — S;—=———+ < 1.87
litg,vn] ko Ho Ho 2
et
H N-1 kN—1<N<£ (A+\/,\171)2<349
N | P [ Rl A 4N N
Par le lemme 6, il suit pour A =2
~ N —
4.27) Ry (uo,vo; I)} < (2logw + 12)y/w (3.74+ 2.33%) .
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LE TROISIEME TERME Ro(u1,vp; F2). Par (4.10), on a pour 7 > 1

; 1/14+ V282
(4.28) Py = 20 _ ( + V22 ) H V2
t 2 t
et donc
1 ++2
(4.29) “FZH = ”Fz”hn,vu] < 2 = L2l
Pour r>1,0ona22—121 et
| |
Fil) = o < |
=55 12
Donc, par (4.9) et {4.4)
i 1 | 0.73
{4.30) Fili=iF I <
iF20 = F2ll,, o < 2 ST T Ao 5
Par e lemme 6, il suit pour A =2
4.31) ’k‘o(u. ,’UQ;FQJI < (Zlogwy + 12) /3 (2.42 +°-49ﬁ%) .

LE QUATRIEME TERME Ro(u;,vp: ¥=1). On a par (4.9} et (4.4)

N—] N N 1 l
[, va) L oy i) 2(\/5—1 2
N -1 N - N N 1 1.46
~ = <SS 114
‘ P 17w AV2-1PN N

Par le lemme 6, on a pour A =2

P — 1
Ry (ul,vo;N )

On a donc, par (4.18), en ajoutant les inégalités (4.25), (4.27), (4.31} et
{4.33),

(4.33)

< (2logwy + 12)v/5o (2.42 + 0.93%) .

g Yo
N, 2)| < ‘ 562 40490
|Qs(, )|ﬁ(2102w+12)\/?0(!232+456N+049AQ)

Maintenant par (4.7) et (4.4}, on a, pour N > 1000 et A =2,

.1
{(4.34) vogvo+m=/\(2—\/?_,)N(I+ < 118N,

1
4X2 ~ \/E)NZ)
ce qui entraine logrg < logN+log 1.18 < log N +0.17 et w/N? < 1.18/N <
0.002. On obtient ainsi

(4.35) [Q3(N, 2)| < (39 log N + 238)V/N .
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4.3 LES TERMES PRINCIPAUX
Considérons un guadruplet de nombres réels {&#, 4,7, v} satisfaisant

N ~ ~ -
(4.36) X§E§11§u+]<v§vgv+1§2/\]\’

et un couple de fonctions {f,f} continues de I'intervalle [i,v] dans R et
satisfaisant

(437) “f f”l" e et | g < H}‘Hm <M1+ VAN,
Alors on a

(4.38) [@dr:/:@duj

avec

ff(t) f(l) /f(t)d +f AU

et par (4.36} et (4.37)

M <]00—+z\(l+\/_)N(logA+log )

QAN o ov-—
< log +,\(1+\f}N( — )
{4.39) NfA v
< 1og(ZAT) + ML+ V2N (NL//\JF N;A)

=log(2AM + 2231+ v2) € 2140 (pour A =2).

Nous appliquerons quatre fois 1'égalité (4.38) complétée par 1'inégalité
{4.39). Observons d’abord que, par (4.8), (4.7}, (4.9) et (4.4), les quadruplets
(%o, up, o, va} et {Ty,u,, %, v} satisfont (4.36): 'inégalité H+1 <H +1 <

To est vérifide, & partir de (4.4), pour N > 5-&“3% Observons ensuite que
les couples de fonctions {f[,fz}, {ffa} et {N—1,N} vérifient (4.37) sur
Uintervalle [, o) en utilisant (4.11), (4.12), (4.13) et (4.7).

Alors, par (4.15) et (4.38), (4.17) s’écrit

(4.40) Oz, A) = W( "0, wa [ fz(t)d +f Ndz)+Q4

oy t

avec, par (4.39),

4
(a.41) |04] = 10N, )] < ~21.40 < 28.

NOMBRE DE SOLUTIONS DE L'EQUATION A? + B2 = (2 + C 179

Par (4.4), (4.11) et le changement de variable y = \/4—’}—’& ~ 1, on calcule

B F A2— V2w A+VETST 2
4AN d
f_'(i)d,:i/ 2R ldr= 4N A
Tiy { 2 WA — VATV ! 1472 (l +y)

= /\N(Z — arcsin ~) N +v2)

en notant que arctan()\+\/)\2 =1 {Tr — arcsin ) qui, en substituant /2
4 A, donpe arctan(l + /2 =
Par (4.4) et (4.11), (4.40) se réécrit

(4.42) O2(N, A) = (AN + Qa(N, N)

ol oA} a ét€ défini en (1.4).
On peut remarquer, par (4.40), que

1 [[ dvd
(AN = —/ drat
m 3 !
AN

ott D est le domaine des points (x, f) satisfaisant ¥ < x < ;) et situés entre

I’ellipse £ — 40Nt +4x* = 0 et la droite ¢ = 2(\/5— 1)x. En intégrant d’abord
en f, on obtient

2UVI—1)x
@(N f / f 2 2(‘/5* x4
2(AN—/NINETE - NNT xz)

4.4 LE TERME PRINCIPAL DE RESTE

Pour estimer Q;(N, A) défini par (4.3), nous appliquerons quatre fois le
théoreme 2. Pour cela, nous supposerons que N > 7 de facon que, par (4.8),
(4.9) et (4.4), on ait wp >t > 7 et u > > 7. Rappelons que M(u,v;f)
est défini en (1.25).

LE PREMIER TERME Muy, v0;£1). On pose F\(f) = fi{r)/t. A partir de
(4.20), on calcule

ANR(ZAN — 1 = 3/0) 4 22 + 1
2EAIN — 1) — 102

d
E(FFJ(!)) =

La quantité 2AN — ¢+ — 3/¢ est positive pour A > /2, N > 2 et pour tout
t > 0. En remarquant que F1(£) est négative et en utilisant (4.24), il vient

A
(l2F] (Mpugon) = —40F( (1) < 3
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1 s’ensuit par (1.25) que, pour A =2

{4.43) M, vs i) < 1+ = = 1.4 < (1.19)*.

IR

LE DEUXIEME TERME Mf{ug, ug;N — 1), Posons f(5) = N — 1, F(1) =
(N—T1}/r;ona tF(ry=—%= et par (1.25) et (4.26)

N1 2
(4.44) Mg, v, N — 1} = H ; “ + =
lfﬂh!hll
A+VATTT 2
< % +3<227< (1.51%.

LE TROISIEME TERME M(u),ug;/5). On pose Fa(f) = f{1)/r. On a par
(4.30) et (4.7)

2AN A ﬂ

< = <
Wl = g/2 - 12N T O8(v2 — 12N? 42— 12N T N
et, pour N > {000,

I[Z31G]

{4.45) My, voif) < %@ + % < 0.41 < (0.64)%.

LE QUATRIEME TERME M{u),vq; N — 1). Posons f(f) = N — 1, F{#) =
(N = 1)/t 0na iF (1) = ==L et par (1.25) et (4.32)

(4.46) M(u.,vo;N—l)z”u“ L2
! [LTR) 5
1+v2 2
g¥+§<1.61<(1.27)2.

En conclusion, on peut majorer |Q{¥,2}} défini par (4.3} a U'aide de (1.28)
et, en ajoutant {4.43), (4.44), (4.43) et (4.46), on obtient

(4.47) |0\, D) < 9.5(log vp + A/ 5(1.19 + 1.51 + 0.64 + 1.27)
= 43.8(log v + 4}’ ® .
En utilisant (4.34), (4.47) entraine

(4.48) |Q1(N,2)] < 43.8(log(1.18N) + 4)(1.18N)/® < (211 + 51 log NIN"/E
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4.5 RECAPITULATION
Par (1.18), (4.2), (4.16) et (4.42), il vient
ON, A) = a( NN + RV, A)
avec
(4.49) RN, X) = —Q1(N, )+ O3V, ) + Qq(N, X} + (N, A)

et (1.8) résulte de (4.48), (4.35), (4.41) et (1.32).

La méthode utilisée pour obtenir (4.48), (4.35) et (4.41) mentre que,
pour tout A fixd, A > V2, on a Q(N, ) = O\(N"¥(lagN)), Qa(N,X) =
OA(N'2(log NY), Qa(N,A) = Ox(1), et, par (1.31), on a &N, X) = Ox(1);
ainsi, par (4.49), (1.6) est démontré, ce qui acheve la preuve du théoréme 1.
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