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[. INTRODUCTION.

Désignons par &{n) = 2} a e nombre de diviseurs de n comptés avec
p%in

leur multipiicité. On définit :

A{x,k) = {ngx | 9n) = &k}
N(x,k) = Card#{x,k)
F(x,k) = {ns x| a(n)=k}

_S{x,k) = Card S{x,k).

Dans tout cet article on écrira £ a la place de log log x.

En 1900, E. LANDAU a démontré conme corollaire du théoréme des nombres

premiers que, pour k fixé,
N(x,k) v X {log log x}k_1 _ X gk-1
? log x (k=1}! log x (k-1)!

(cf. [Lanl, § 56) . Cette formule avait &té& conjecturée par Gauss (cf. [E111, Intro-

duction). En 1917, Hardy et Ramanujan dans leur célébre mémoire "The normal number

of prime factors of a number n" ont donné une majoration de N(x,k) (cf. [Raml).
En 1953, L.G. Sathe (cf. [Satl) explicitait une fonction f telle que, pour

k<({2-e)2 , on ait :

Qk-l X
N{x,k) ~ f(k/2) (K-T)TTog %

étendant ainsi un résultat de P. Erdds qui avait considéré le cas k-g = 0(v1) ;
(cf. [Erdl).
A la suite de 1'article de L.G. Sathe, A. Selberg démontrait la formule

(cf. [Sell) :



(1) o AU Ry (Tog 027 + 0(x(Tog x)REE2) o

nsx

e T (- )’ (1-2/p)""

est une fonction holomorphe dans [2z] <2, et ol 1e "0" est uniforme dans tout
disque Jz|<R, avec R<2.

La formule (1) permettait & A. Selberg de retrouver le résultat de L.G. Sathe,
et de préciser le comportement de N(x,k)- lorsque (2-e)2<k<B%. I1 signale notam-
ment que | |
N(x,k) ~ C{x Tog x)/2¥
pour (2+e)fsk<B%, oi B est un nombre réel arbitraire.

La formule (1) a &té généralisée de plusieurs fagons par H. Delange (cf. [Del]).

En 1978, G. Kolesnik et E.G. Strauss, ont donné (cf. [Kol]) une estimation
asymptotique de N(x,k) sbus Ta forme d'une somme double, mais dont les termes sont
difficilement comparables. P. Erdos et Sarkidzy ont démontré dans [Sar] : |
“)

uniformément pour tout x et k. Et K. Norton (cf. [Nor 3]) a donné

S(x,k) = 0{(x Tog x)k*/2

S(x,k) = 0({x log x)/i/2%)

ainsi que

S(x,k} >> {x log x)Z-k(eflog log log x)3

pour 2% - /§§5l<s(1-s)(1og x)/log 2 et x assez grand.

Nous démontrerons :

THEOREME, Pour fout e>0 et pour tout n>0, on a uniformément powr X = e
et (2+e)esks(log x)/log 2 - n
N(x,k) = C(x/2%)Tog(x/2)(1 + 0(10g Tog(3x/2¥))"1/%

avece :
C= (/8T (1+1/(p(p-2))) = 0,378694.
p>2

La démonstration du théoréme repose sur la formule :

K
(2) CUNGGK) = Y N x2KTT )
_ - m=0



ol N'(&,m) = cardin<y, n impair, Q(n) = m} .
La formule {2} s'obtient en regroupant les neA(x,k) qui sont divisibles exactement
par la méme puissance de 2.
On évalue ensuite N'(y,m) grace & une extension de la formule de Selberg
(cf. lemme 2), qui permet d‘&valuer Y zﬂ(n). On remarque enfin que dans la
nslnééd 2
sommation de la formule (1) les termes les pTus importants sont ceux pour Tesquels

m est voisin de 22 ; en quelque sorte, 1'élément normal de A(X,k), lorsque

kz(2+e)L , s'écrit n = 2%' avec n impair et Q(n') ~ 2.

1
log 2

voir que, si k> (log x)/log 3, alors tout &lément de H(x,k) est certainement

Cette démonstration marche lorsque k= (log x)( - €). I] est facile de

pair, et méme divisible par une certaine puissance de 2, ce qui permet de nous

ramener au cas précédent,

IT.  QUELQUES LEMMES.

e b i — v -

LEMME 1. Soit a un nombre réel fxe. On a, Lorsque X — + oo :

m
e % %T = 0(1/x)
m2x+x3/4+a
et
_ I
e % o %T = 0(1/x).
MsX-X / +4a

Démonstration. On utilise les majorations suivantes : (cf. [Hall, p. 149)

. m
2 ﬁh < (%5) : 0 < x < m,
m=m : 0
o m
Z 2(---<(§5 - 0 <m < x
7 = 3 s
m=m, m: | 1
On pose m, = x(I+u) avec u = x"1/4¥#ax-1, et en utilisant le développement 1imite

(L} (1-Tog(1+u)) = 1-u%/2 + o(u?)
on obtient pour la premiére quantité la majoration
_ 2
exp(-x 7 (1 + o(1))).

La deuxiéme majoration est similaire.



LEMME 2. (Formule de Selberg pour les nombres impairs).

On a :
= MW L1 - By Fz)(log 17 + x0(10g x)Re 22
nz?sgod 2 |
oll £e "0 " est uniforme pour |z} <R < 2, et La 5onci{on (1-2/2) F(z) est holo-

moaphe powr  lz| < 3.

Démonstration. H. Delange a donné ([Dell, p. 136) une formule de Selberg pour une

progression arithmétique quelconque. Cependant, on peut donner ici une démonstra-
tion rapide. On a :

: ZQ(H) - : 21+Q(n')

n<x n'sx/2
n pair
et par (1) : . Re .2
z- e z-
= 2{3 zF(z) (log 5) + 0(5(1og 3)) }
2 X z-1 Re z-2-

=7 5 F(z)(1og x) + 0(x(1og x)

En observant que :

D LRI L
n<x n<x n<x
n=1 mod 2 n pair

et en appliquant (1), on démontre le Temme.

LEMME 3. Soit f(z) une fonction holomonphe dans |z| <R et vernigfiant
f(0) #0 . Soit t >0 et |

f(z)etz'= q, t a3z +o.. + akzk + ...
Alons on a, pour Kk <tR : o
| k £k K
la, - f(k/t) t7/ki] < 2M (ET)(;?)

oi M= sup |f"(z)].
lz|<R

Démonstration. On écrit, pour k #0 :

tz
f(z)e dz

a, = 5
- k = Zin kil
Yy 2

od y est le cercle de centre 0 et de rayon r = k/t. On a ensuite :



f(z) = £(r) + (z-r) £'(r) + (z-r)% o(2)

et la fonction ¢ est holomorphe pour |z| < R. Un calcul simple montre que :
z

(z-r)% #(z) = f (z-w) (W) dw
r
et que
[o(z)] < M2 .
Cn a alors :
' tz tz 2 tz
_ 1 f(r)e (z-r)f'(r)e {(z-r}" ™" o(z)
% = Zin {J kel 927 J k¥l dz + k+1 dz}.
Y 2 Y z Y 4
La premiére intégrale vaut f(r) tk/k! ; la seconde est nulle; Ta troisiéme est
majorée par __“EL?:? J, avec
2t r ‘

(i
J = J (1-cos e)ekcosede .
=T

Or,

. |
ki 3 .
J=2 j (1-cos 8)e* €95 8y < 2 fz (1-cos 8)e €€ g 4 (m42)
0 - 0
U 1wk 1 — ku
< 2 J ~— e  du+ (m+2) s 2 [ YlI-u e du + (m+2)
0 0.
1-y
K
= 2 ek 732 J eV A dv + (142)
0
< 2 7(3/2) X kY2 4 (me2) < 2K Y2

On obtient donc :

[t}

. k -
la, - fir) tFkip < HE o

k  -3/2
2r k- k :

ray
N

En utilisant la formule de Stirling sous la forme :

ki < kK ek o exp(1/12k) < 2,73 ek ok ,

on achéve Ta démonstration du lemme.

LEMME 4. Soit x(n) ZLa fonction qui vaut 1 54 n esz Ampain, et 0 &4 n
est pch On a alors, pour z hréel, virnifiant 1 < z < 3,
T x(n) AP o (1+ 553)
n<x 3<psx p-z

. et pourn tout p< 3, ona

' -1
N*(x,k) < Cp 51193.%)2__
p



pour tout x =1 et k=1.

Démonstration. On écrit :

x(ny 240

ot h(d) est la fonction multiplicative &

g%g h(d)

valeurs positives ou nulles définies par :

h(p%) = x(p)z*(1-1/2).
On a ensuite : |
| h(d)
7 x(mz®M = 57 5 ) < x 5 )
n<x nsx din d<x
o
sx TT {140 ..+ 0P7) +u }
p<X P p®
04
=x T (L) (1- (5 (B)))
p<X ozl
=x TT (1+ E—%
3<p=x p=
On peut majorer N'(x,k)} en observant :
2N (xk) = T x(n) 22
n<x -
ce qui donne, pour z = p,
N'(xok) = K x TT (148l
3<psx p=e
s Xexp 3o oo
p 3spsx p=p
< X ex L (2 )y (o1 .
T (5 Gy e
Et en utilisant ]a.re1ation
> 1. log log x + 0(1)
pex P

on obtient 1'égalité annoncée.

Remarquons que, par une méthode similaire, K. Norton obtient une majoration

meilleure cf. [Nor 3])

N'(x,k) = o (212
3

2
Ylog Tog x ).



PROPOSITION. (Evaluation de N'(x,k)). On a, pour p < 3,
k-1

(3) S NGk = O )
“uniformiment pour k £ pR. De plus, pour

(4) 28 - 2% <k < 2g4 24374

on a : . .

(5) N 0ok) = B B o1,

" 2 Tog x (k-1}1

ol La constante C est celfe qui figure dans Le théoreme.

Démonstration. Le Temme 2 nous dit que :

(6) > AU xz(1-2/2) F(z) (log x)z—l + Q(x,2)

nz?séod 2
ol Q(x,z) est ho]omorphe pour [z| < 3, et pour chaque R<2, i1 existe M(R} > 0
tel que

(7) [Q(x,2) | < M(R) x(1og x)Re 2-2 pour  x >2 et |z| <R,

Le coefficient de zk dans (6) est N'(x,k). On a donc :

_ N'(x,k) = ak(x) + bk(x)
ol ak(x) et bk(x) sont les coefficients de zk dans les développements en
Série entiére de xz(1-2z/2) F(z) (log x)z_I et de Q(x,z).

D'aprés une inégalité classique de Cauchy, i1 résulte de (7) que pour R<2,
]bk(x)[ < M(R) x(log )()R_2 Rk pour x = 2,

La formule (3) résulte pour k < 94/5 du théoréme de Sathe, car il est
clair que N'(x,k) = N(x,k). Pour 9 /5 <k < p% 5 on choisit R = 9/5, et on pose
r=%k/%. 0On a :

b ()] = M(9/5) x(Tog x)™V/5 (9/5)7k
s M(9/5) x exp(- 1/5 - p log 9/5)z .
On a d'autre part, d'aprés la formule de Stirling :

2
(Ffij >> %T >> (E)

= %

ce qui entrajne



. k-1
1 2
Tog x (k-1y7T >> exp{{-r Tog r+r-1) - (1/2) log 1),

La fonction r = ~rlog r+ r-1+r log (9/5) + 1/5 pour re [9/5, 3] présente

un minimum en r=3. On en déduit :

bk(x) = 0

X 2k~1 )

(Tog x) 18 (k-1)1
L'estimation de ak(x) se fait par le lemme 3, en remarquant que F(0) # 0.

On achéve ainsi de démontrer (3). On obtient (5), en observant que si 1'on pose

Fi(2) = (1-2/2) F(z) = ——2— TT (1-1/p)% (1-2/p)" L.
27 T(z+1) p=3
On a Torsque k vérifie (4)

Frllk-1)/9) = Fi(2) (1+0(2” )
et | - F(2) = c/2.

III.  DEMONSTRATION DU THEOREME LORSQUE "k < Tog x.

On remarque d'abord que I'hypothése k < log x entraine :
Y > x/2k ZXl-]og 2
log x 2 Iog(x/zk) 2 (1-1og 2) log x
log Tog(x/2) = ¢ + 0(1).
On éhoisit p =5/2 et on découpe Ta somme (2) :

N(xK) = S 45,4535,

ol les intervalles de sommation sont :

pour S, : ms 24 - (22)3/4 =m

28 + (22)3/4 = my

A

pour 52 : m <m
pour 53 : My <ms<pl
pour 54 : pl < m s k.
La somme 54 pouvant éventuellement &tre vide.
a) Majoration de 54.

D'aprés le lemme 4, on a:

-



N (x2™ K, m)

w
1

p5L<m'sk
¢ Y= x@™K(1og 1) oM
P og<ms=k

<< 3% (tog ><)p-1 T (2/0)"
2 pL<m

A

<< x2 k(]og x)p"1(2/p)pg = x2_k(1og X)D“1+D log(2/p)

0,95

= 0(x2—k(109 %) ), puisque p = 2,5.

b) Majoration de S,. On a

"
S; = 3. N'(><'2m"k m)
1 -
mSmo
et par (3), | .
. ngm—
S5 =0 L

msm
0

X
log(x/2)

2k

et par le lemme 1-

= 0(__i;E¥LlL") )

S
2k1og log x

1

¢) Majoration de 53. On obtient Ta méme majoration que pour S1 en appli-
quant (3), puis le lemme 1.
d} Estimation de 52. On a:
R m-k
S, = X N'{(x27T, m).

m, <m<im,
On- veut appliquer (5). On doit vérifier que :

3/4

2 Tog Tog(x2™ ) - 2(10g Tog(x2™¥))¥/* << Tog 1og(x2"K) + 2(10g Tog(x2™ k)34,

Ceci résulte de
Tog Tog(x2™ Ky = g + 0(1).

On obtient alors, par (5)

-k, m-1
N (2™ K, ) = X M-k (Tog Tog(x2™ X)) L+ o4y,
(x m) 2‘ _’Og(xzm"_,'E') (m-1)1 (1+0( ))

En posant 21 = log ]og(xZ'k) et 22 = log 1og(x2(2+€)g—k) et en remarquant que

-k - : -
Tog(x2" ) = log(x2 k)(1+0(2/109 X))}, on encadre 82 par deux sommes de la forme :



10.

-1
1 .. C x SV (22;)"
i=1,2: T ( ©) 2 T

2 log(x2 ) | , M <M<y

qui valent, par le lemme 1 :
2%,
C x i ~-1/4
— e (1+0(s 1),
2X109(x27%)
Or
: 29 :
e ! 1092(x2'k)

et
(1og(x2—k)4-(2+e)£-]og Zf
Tog?(x27%) (14 0(2/10g x)).

D>
]

1

On obtient donc : _
S, = = log(x2™*y(1 + o(2” 4y,
2 ok T
et compte tenu des majorations de Sl’ 53, 54, cela démontre Te théorame Torsque

(2+e)2 < k < Tog x.

Iv. DEMONSTRATION DU THEOREME LORSQUE k > log x.

On observe d'abord que, si n eM{X%,k), et si 1'on gcrit n = 2%n' avec
n' dimpair (ce qui entraine 2(n') < (Tog n')/log 3), on a, lorsque k > log x :
k=a+Qn') <a+ (logn')/log3<a+ ]og(x/za)/]og 3
ce qui implique :
a > (k log 3 - log x)/109(3/2)
et donc a 2 a,s €n posant :
a, = [(k Tog 3 - log x}/10g9{3/2)3
ol [ul - désigne la partie entiére de wu. On a donc :
3, = ((k log 3-1og x)/10g(3/2)) -6
avec 0 <9 < 1. Tous les éléments de A (X,k) sont donc multiples de 2a°, et 1'on a :
(8) ©ON(x,k) = N(XZfaO, k-a,).
On.veut appliquer le résultat du paragraphe précédent au membre de droite de (8).

On doit donc vérifier :



11,

~a

(9) k - a, s log(x2 ©)
et ‘
—ao
(10) ‘ (2+€)log log(x2 ") < k-—ao.
Soit A un nombre réel. On a :
: "% A log 3-1
(11) A log(x2 ™) - (k-a0)= To9(372) (Tog x~k log 2}~ 9(1 -2 log 2).

En choisissant A =1 et si k < (log x)/{10og 2) - 2, on constate que le deuxiéme
membre de (11) est positif ce qui entraine (9). En choisissant A = 1/1og 3, le
deuxiéme membre de (11) est maintenant négatif et T'on a :

-2
k - a, ]og(xZ 0) 2 3 log log(x2 0),

_1
. 1og 3 R
cette derniére inégalité ayant lieu si Tog(x2 °) z 6. Or comme

log 2

_ _ log 3
(12) log x - a_log 2 = Tag%gmmogx k1092)+-elog 2
> (3og 2)(1og 3) (109 X k),
log(3/2) Tog 2 ~
on a 1og(x2 0) 2 6 dés que k < ——9—5 4, et cela entraine (10), car on peut se

limiter dans le théoréme 3 ¢ < 1.

Nous avons démontré au paragfaphe III, pour e > 0, 1'existence d'une cons- -

- tante KE telle que, pour x =3 et k vérifiant (2+€)2 < k < log x, on ait :

x2-k1og(x2-k)

€ (log Tog(3x 2 K}y /%

IN(x,k) - Cx2 ™K Tog(x2™8)| <

On applique cette formule au membre de droite de (8) et on constate qu'elle est
encore valable pour k < (log x)/{log 2) - 4, puisque la quantité x2—k ne change

-a
pas quand on remplace x par x2 ° -et k par k—ao. Enfin, Torsque

%gg—— 4 <k < —~S~§ I,

(8) et (12) montrent que N(x,k) est borné, et x2°K aussi, et le théoréme est

démontré en augmentant éventuellement la constante KE.

Remarques. L'exposant 1/4 qui figure dans le terme de reste du théoréme peut étre
remplacé par tout nombre <172, D'autre part la méthode de Selberg permet d'obtenir

un reste meilleur si on se Timite 4 k < BY. Rappelons que cette méthode consiste
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a écrire dans (1) :

avec G holomorphe dans le disque |z] < 3, et a écrire N{x,k} comme une
somme de 3 termes, dont le premier est le coefficient de zk dans

C z-1
X Z'g_"—z- (109 X) .

et vaut donc : '
Cx kol (o)
K T -
27log x  j=0
Le deuxiéme s'évalue en appliquant le Temme 3 4 1a fonction G, et Te troisiéme se
majore par 1'inégalité de Cauchy, comme dans 1a proposition 1. On peut ainsi prou-

ver que :

PROPOSITION 2. Pour tout r>2, et B>r, il existe 6>0 tof que pour tout

k vErnifiant ro < k < BL, on aif :
N(x;k) = C(x Tog x)2hk(14-0(]0g x)_é).
Pour 2 < r <3 on peut choisin pout & n'imponte quelle valeun vénifiant

2 .
¢ < 2+r(log r-log 2-1). Pour 3 <r < Tog 372~ 4,93 on peut choisin

6 <r 10g(3/2) - 1; pour r»

2 .o
Tog 3/2 * " peut choisin & < 1.

e
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