PETITES VALEURS DE LA FONCTION D'EULER

ET HYPOTHESE DE RIEMANN

J.~L. NICOLAS

I. Introduction.

Soit ®(n) = n '[;I' (1-1/p) la fonction d'Euler. L'ordre
PIn

maximum de 1a fonction n/e{n) est connu depuis Landau, qui
en 1903 a démontré :

Théoréme 1.

i

lim = e

n
¥{n} log log n

ol ¥ est 1a constante d'Euler.

La démonstration du théoréme 1 est essentiellement basée
sur la formule de Mertens

T (1-1p) ~ e /109 x .

N
Nous allons donner du théoréme 1 une démonstration un peu
Plus simple que 1a démonstraticon classique, (cf. ILanl,
{Har]. ch. XXI11I1, [Par], P- 24}, et qui met en évidence le
fait que les nombres hautement composés pPour la fonction
n/®(n) sont les nombres b= 2...pk . Produit des k pre-—
Miers nombres premiers : ce qui veut dire qte ces nombres N

. k
Sont caractérisés par la propriété

n <Nk == n/9{n) <Nk/¢(Nk) .
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Pour démontrer cette propriété on cobserve d'aboxrd que la

suite N]/m(NL) est croissante en Lk . Ensuite soit
- g t o o,

N $nfN_ ., et soit n = qll.-.qjj la décomposition en
k-1 k

. ¥p.
facteurs premiers de n , avec q, <q2 (...<qj . On é (ql 7P,
et si J Yk , cela entrainerait n }Nk - 0On adone jik et
i -1

- -1
(1) a/e(n) =TT (1-1/g)70 < | /) /000 )).
i=1 ) i

W

On achéve alors la démonstration du théoréme 1 de la

fagon suivante : soit n vérifiant L {n <Nk , on oa
k-1
1

N _ N |
X kol I 1-1/p.) ~ e logp__, .
oty ¢ a e ien VP k-1

D'autre part, soit 9(x) =} log p la fonction de
P

Tchebycheff. Cn a :
log n ¥ log N _; = 3(pk_1} ~ Pr_1
ce qui entraine .
log log n ¥ (1+0(1)) log P 1
8i 1'on utilise la formuie de Mertens avec reste (cf.
[Pral)

12' (1-1/p) = e /log x + oflexp({-cflag x))
PyX ]
et le théoréme des nombres premiers sous la forme : (EEll '

p. 141)

8(x) = x + 0{x exp{-cVlog X))

la démonstration ci-dessus permet 4'obtenir une meilleure
wajoration de n/®(n) que la démonstration classique de

Landau ; on obtient :
Théoréme 2. On a :

n/e(n) ¢ e’ log log n + O{exp(~-cVlog log n)) .

&
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J.-B. ROSSER et L. SCHOENFELD ont démontré dans [Ros 62]
que pour n ¥3 , on a
(2} n/e(n) € & log leg n + 5/{2 log log n)

excepté pour n = 2230 92870 = 2.3.5.7.11.13.17.19.23 pour
lequel 5/2 doit 8tre remplacéd par 2,50637 . Par ailleurs
avec les résultats de [Ros 75), il est possible d'expliciter

la constante ¢ et le "0 du théoréme 2.
Nous démontrerons ensuite ¢ au paragraphe 2 :

Théoréme 3. Il existe Une infinité de n  pour lesquels

n/e(n) > & log log n

Ce théoréme répond & une question posée dans [Ros 62), aprés
l'énoncé de la formule (2).

Ce théoréme peut &tre préciséd par le théoréme suivant :

Théoréme 4. Soit 8(x) =} log p la premidre fonction de
pix

Tchebycheff. On définit pour xy2 :

flx) = & log 8(x) 171 (1-1/p) .
péx

a) On a pour 2<¢x<¢ 10% . Flx) (1.
b} Si 1'hypothése de Riemann est vraie, on a pour tout
x¥2 , £(x) {1 ; de plus on a :
iim{log £(x)) Vx log x = -2-3

m(log £{x)) Vx log x { -24q

avec a = 24¥~1log 47 = 0,046 .

€) 8i 1'hypothése de Riemann est fausse, il existe une
suite de valeurs de x tendant vers +° pour lesquelles
£(x) )1 et une autre suite de valeurs de x tendant vers
*®  pour lesguelles £{x) <1 . £t si 1'on désigne par ® 1a
borne supérieure des parties réelles des zéros de la fonction
£ de Riemann, alors, pour tout b vérifiant 1—@(1)(1/2 R
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on a log f(x) = Q% (x70), c'est-d-dire Iim x° log f{x) >0
et lim x° log £(x) ¢ 0

On trouvera la démonstration du théoréme 4 dans [Nic].

Corollaire 1. Si 1'hypothése de Riemann est vraie, on a pour

tout k ¥1

(2} Nk/<P(Nk) v e log log N_

Si l'hypothése de Riemann est fausse, il existe une infinité
de k pour lesquels {(2) est vraie et une infinité de k
pour lesquels {2) est faux.

La démonstration du corollaire 1 résulte de ce que pour
pk\(x<pk+1 , on.a ‘
¢(Nk)

Ny

)

(3) E(x) = ¢ log log § {

Corollaire 2. Sous l'hypothése de Riemann, pour tout ¢ )0

"1l existe n, tel que, pour n)no on ait :

n/®(n) ¢ ey(log log n + ﬁgiﬁ__)

Viog n

et il existe une infinité de n vérifiant

n/o(n} ¥ ey(log log n. + &—-q_—gu) .

Ulog n

Démonstration. Soit Xk tel que Nk\<n (Nk_'_l ,» on a d'aprés
(1)

n/o(n) - e log log n & Nk/tp(l\!k) - & log log N

= & log log Nk(-f-z;—k-)-- 1) .
Le théoréme 4 donne alors le résultat en observant gque
log n ~ log Nkmpk .
Théoréme 5. La suite

¥ el )
f(pk) = e log log N R

k
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n'est monotone sur aucun invervalle [ko,+w[ .

La démonstration du théoréme 5 fera l'objet du para-

graphe III.

II. Pémonstration du théoréme 3.

D'aprés la relation (3), il suffit de démontrer qu'il
existe une suite de valeurs de x tendant vers +© pour

lesquelles f£(x) (1.

Proposition 1. On pose S{x) = 9(x)-x et

log t 2

K(x)=g 8(12:)( LSNP yat -
x t log™t

Oon a, pbur tout x ¥3 ,

log £{x) § K(x) + 1/(2(x-1)) .

Démonstration. L'intégrale définissant K(x) est convergen-

te, puisque, d'aprés le théoréme des nombres premiers,

$(x) = 0{x/log x). On applique la formule de Taylor 3 1'ordre

2 4 la fonction t - log log t entre les points x et

B({x). La dérivée seconde est négative. On obtient :
log log 8(x) € log log x + S(x}/(x log x} , x ¥3 .

Il vient ensuite :

);‘; - Sx aferey) . 8y SX 8(t)(log t+1)
pPYx

P 5= t log t x log x 2 t2 1092 +
= _Sfx) .
= ¥ log = + log log x + B, K(x)
en posant B, = Iaé_i - log log 2 + K(2).

En comparant avec la formule classigue (cf. LHar].
ch. 22)

} 1/p = log log x + B, + of(1)
péx :

on sait gue
B, =% +
On définit

Ulx) = log

On a d'une part : U(x} { K(x), et d'autre part :

log

avec

I (log{1-1/p) + 1/p)
P

log 8(x) - Z;: 1/p + B, .

px

P(x} = U(x) +u(x)

u(x) = log(l-1/p) + Lo Y -
I% l%/pysl

= - g;; {

1/p + log(1-2/p))

La proposition 1 se déduit alors de 1la majoration de

ulx) & “Lo(141, 2
$ E;; 5 /p+ 1/ +..0.)

2p

u{x}

¢ 1 { 1 1
N g;; Zp(p-17 ° E;; 2ni{n-1) § 2({x~-17

On observe ensuite, gu'en posant R(x) = ¥(x)-x ol

v{x) = Z ) log p est la deuxiéme fonction de Tchebycheff,

pmﬁc

on a K(x) = J{x) - L{x) , avec

+oo
J(X}=g R(t)( i, 12 }at

2 log t

X t log®t
et
+oo
L3¢ =S Y(t)—29(t) (101 -+ 12 Jat .
X t g log“t

Comme la fonction Y-8 est croissante, on a

L{x) >(\r(x)~9(x))g Aty y B0x)
x

Cn a done, pour x

d'aprés la proposition 1,

t log t x log x °

assez grand Lix) ¥ 1/(2(x-1))

et



log £(x) & J(x)
pour x assez grand. Le théoréme 3 résulte alors de

x_ »2 , la fonction J change de

Proposition 2. Pour tout

O
signe dans l'intervalle [xo,+w[ .

La démonstration de la proposition 2 repose sur le

lemme suivant, dli & Landau :

Lemme 1 (cf. [Ing) ou [E11] ou [wial). soit h:[1,+] — R

une fonction continue par morceaux. Soit

[+
His) = S h{g) a::
1 x
la transformée de Mellin de h . Soit o, l'abscisse de
convergence de H(s) ; on sait gque H(s) est holomorphe pour
Re s >Go . §8'il existe xozrl , tel gue pour }xo hix)

soit de signe constant, alors la fonction H{s) ne peut pas

se prolonger en une fonction holomorphe au voisinage de

s=0_ .
o]

On va appliquer ce lemme avec hix)=J{x) si x%2 et
hix)=0 pour 14%x<2 . On pose, pour Re s’ 1 :

dx

_ a0
Gl(s) = S
2 0x

En intégrant par parties, on obtient

ol

1 1-s R(t) 1 1

(4} G(s) = — {2 J(2) - + )at)
s—-1 2 ts+1 leg t 1092t

- et Ll'expression dans la parenthése s'annule pour s=1 .

Du résultat classique (cf. [Ingl p. 18} =

(=]
i) = _1¢
mdt-——sgts) Res>1
1t
on déduit :
“ R(t) P ve) = ae . (2 ac
2ts+1dt" 21:s+1dt' 1E§+Sl:s'

on

La troisiéme intégrale est une fonction entiére El(s)
peut soit appliguer le théoréme de dérivation d'une fonction
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deéfinie par une intégrale, soit observer gue l'abscisse de
convergence de cette trarsformée de Mellin particuliére est

-0 , Et 1l'on a =

{5) S R(t) at = - 1

s-1

Wi

g:
20s) - Zr +E(s)  Res)i.

On sait & partir de la relation

(1-217%)¢(s) = 12754375 _ 47,

que la fonction ¢ n'a pas de zéros sur 1'axe réel, 0ls 1
et donc aussi dans un ouvert simplement connexe

W=1{s;Re s?1}U{s;:0¢Re s{ 1 et |Im s} (8}

pour un certain & (iles calculs ges zéros de la fonction ¢
autorisent 6&=14). Le 2¢ membre de {5} est holomoxphe au
voisinage de s=1 et dans W , et donc admet dans W une
primitive Gl[s) et une primitive seconde G2(s).

On a donc :

R{t) 1.

82 ts+1 IBE"E dt = —Gl(S) +A Re 71
et *

* R(t)

t 1
S dt = G,(s) +As+n
- S A Re s/ 1
La formule (4) devient alors :

5 = L
{6) G(s} s__I(Gl(S)--Gz(s)i-Ez(s)) ' Re s 71

ou E2(s) est une fonction entiére de s . Ia parenthése
est une fonction holomorphe dans W , nulle en s=1 , donc
le second membre de (6) est holomorphe dans W , et G(s)

se prolonge en une fonction sans singularité pour 0¢s {1

8i J(x) gardait un signe constant pPour x assez
grand, le lemme 1 nous dirait que 1'abscisse de convergence
0, de Gls) wvérifierait abfﬂo et donc G(s) se prolon-
gerait en une fonction holomorphe pour Re 5720 . Or ceci est
impossible, o i i
I ar (6) entrainerait que Gl(S)-Gz(s) est holo-

morphe pour Re s ? 0 , et aussi Gi(s) - G3{s). Et au voisi-
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nage d'un zéro p de multiplicite m de la fonction € ,

on a

m

s-p

=110

113 1 g' — —
GZ(S) ~ " s E(S)

et
m

a 16
a"(s) ~ —=(- = 2(s)}) ~» —
1 ds s C p(s_p)Z

et Gi-—Gﬁ aurait un pdle d'ordre 2 en s=p . On sait
par ailleurs que la fenction { a des zéros de partie

réelle 1/2 .

III. Démonstration du théoréme 5.

Lemme 2. I1 existe une infinité de valeurs de k pour
: {
lesquelles on a : 9(pk) P -

Démonstration. On sait d'aprés Littlewood {cf. [Ell], p- 200)

gu'il existe une suite de valeurs de X tendant vers 1'in-

fini pour lesquelles on a :

B(x) ¢ x-Vx .
Pour un tel x , on définit P Par Py, <x-i§% .
on a :

py - 8(p, ) = (py - log Pk)-'B(x) Y x-1log x- {xV¥x) > 0

pour X assez grand.

Lemme 3. Il existe une infinité de valeurs de Kk pour les-
quelles on a : 9(pk) )pk+1

Démonstration. Littlewood a également démontré qu'il existe
une suite de valeurs de x tendant vers 1'infini pour

lesquelles on a 3

B(x) ¥ x#fx .

Pour un tel x , on définit k par pp, {x (Pk+2 . 0na:

8(p ) ~-p = 8(x) - ' V
K 1 )~ log Pyt1 = P ? VYi-log % ) 0

Démontrons maintenant le théoréme 5

Elpy )

avec -

On a :

"f(P ) = e}"l‘T (1- .
k i/p)
p&pk ’ Ak

A = log 9(pk+1J{1-1/pk+l)._log 8(p) .

Supposons d'abord 8(n

*k+l) <pk+1 . On a -

log a(pk) = 109(3(13]{_,_1} - log Pk+].)

lo
( log 6( 9 Pk+1
p ) -
k+1’ T glp T
EAC= N
= log 9(pk+1)(1 _ 1°9 Py
9(Pk+l)log 6(pk+lj)

1

{ log B(p, )01 - L)

en uvtilisant la croissance de la fonetion
Ce qui nous donne Ak Yo

Observons ici,

Prty

) ub——1u log u
+ clest-3-dir
e flp,,)? £(p, )

- Ceci entraine que

f(x) est croissante pour x < 1ol

Supposons maintenant 8(p
7 k

) >pk+1 . On a alors

log B(p,,.) - 1log ® leg p
k+1 ©g 8{p, ) = log(1+ _E_(_._k"'l
:

1
¢ 28 Py

Py

glp )

Kk

ce qui entrafne AL {o

1
¢ og G(Pk) ¢ log 6(pk+1)
Pr+y Pyiq

r clest-3-gdi
Te f(Pk+1) { f(Pk).

que d'aprés Rosser et S
choenfeld (cf.
P. 360), orn a 8(x) ¢{x pour x {1011 s,
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