Théorie des nombres - Number Theory

J-M, De Koninck & C.

Levesque (¢d,)

© Walter de Gruyter - Berlin - New York 1989

1‘

On définit les fonctions :

Lorsque k = 1, on pose f(n) = F{n) =0.
' On peut voir agsez facilement que la fonction f a une valeur
On écrit :

Grandes valeurs de fonctions liées
aux diviseurs premiers consécutifs
d’un entier

Paul Erdos et Jean-Louis Nicolas:

Abstract
Let n be an integer and n = gf'*-.-gp* with ¢ < i g
its standard factorization into primes. We set w(n} = &k, f(n) =

2igi<r—19/G+1 5 F(r) = w(n}—1- f(n) . Large values of functlons
f and F are studied. More precisely, we say that N is a F-champion
number if n < N = f{n) < f(N) . Several properties of champion
numbers for both functions f and F are given. We also show that
the maximal order of magnitude of F(n) is +/Iogn — C' +o(1) Where
' = 1.70... is a constant, The proof uses classical theorems in opti-
mization and known results about distribution of primes.

Introduction

Soit un nombre entier n et sa décomposition en facteurs premiers

o1 g ]

n=g1"q"...q avecqi<qz<...< g .

w(n) =
k-1
HOEDI R

i=1

F(n Z(l qt/QH-l = w(ﬂ-) -1- f(n.) .

i=1

-Zf(ﬂ ZZ‘I:/‘I:H

n<z n<z

moyenne
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En permutant les deux sommes, et en utilisant une méthode de crible,
on obtient ;

limiz,f(n)=ziz(z H (1—1/:‘))

n<z q 7 p<g p<r<g

oll p,q,r sont des nombres premiers.

Nous nous intéresserons aux grandes valeurs des fonctions f et F. Plus
précisément nous dirons quun nombre n est un champion pour f , ou
f-champion, si

m<n = f(m)<f(n).

Nous démontrons le théoréme suivant :

Théoréme 1, Soit p; le M€ nombre premier, et Ny = pips ... px . Alors,
pour k assez grand, N est up nombre f-champion.

Nous montrerons ensuite que, pour une famille infinie de nombres pre-
miers p , incluant les nombres premiers compris entre 2 et 13, les nombres
Ni/p sont f-champions pour k assez grand.

Enfin, sous une conjecture trés forte sur la différence pyyq — p; , la
conjecture de Cramer : pj+; — p; = O(log2 pi) , nous montrerons que tous
les nombres f-champions assez grands sont de la forme N, ou Ni/p .

Lorsque k est fixé, le probléme d’optimisation en nombres réels lié aux
grandes valeurs de la fonction f, ¢’est-a-dire :

k~1
max Y %/yist
=1

myz.- =1, NS .Sy

a évidemment pour solution y3 = tp = -+ = Yy = nl/® | La condi-
tion supplémentaire que les y; doivent &tre des nombres premiers distincts
change complétement le probléme.

Par contre, ’étude des grandes valeurs de la fonction F est trés lide &

la solution en nombres réels du probléme d’optimisation

k-1
max Y _ (1 — %/vi+1)
i=1
ny.. <, 1<n<p<. Ly

Nous donnerons la solution de ce probléme, et nous en déduirons inégalité
suivante : :
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soit 1 <y <y < ... % y; des nombres réels, on a :

k-1
>t —w/we1) < Vieglviyz . - i),

i=1

d’on il découle immédiatement que

F(n) < v/logn pour toutn > 1.

Nous démontrerons également :

Théoréme 2. Il eziste une constante C' (C' = 1.70...) telle que, lorsque
n -+ +oo on eit ;

(i) Fin) < VIGgT - G +o{1)
et telle que, pour une infinité de n , on ait ;

(i} F(n).> logn —C' +0(1) .

Nous démontrerons ensuite quelques propriétés des nombres F-champions,
en utilisant le fait que (i) du théoréme 2 est vérifiée pour la suite des
nombres F-champions. La structure des nombres F-champions est trés
différente de celle des nombres f-champions.

Des fonctions similaires & f et F ont été introduites, dans Despoir de
mieux cerner la distribution des diviseurs ou des diviseurs premiers d’un
nombre entier.

J.M. De Koninck et A. Ivié ont considéré dans [De K-1] les fonctions h
et H . Soit r{n} = Ed]n letli=di<ds<...< dr(n) = n les diviseurs de
n,ona:

win)—1 r{n)-1 1
hin) =- —_ &t Hin)= —
(n) ; Gl — G (n) =, ,2 diyy —d;

On peut également considérer les fonctions ( of. [Erd 2]):

1 A 1

iz(n) = et H{n)=

1<i<jZw(n) 9 — % t<i<ij<r{n) dj - &

et les fonctions ;

r{n}—1 r(n)-1
o) = 3 difdes, Gm)= 5. (1-difdipr) |
i=1 i=1

L’étude de g et G est lide an résultat de Vose ( cf. [Vose] et [Ten]).
Contrairement 4 ce qui se passe pour f et F | la structure des nombres
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g-champions et G-champions est assez voisine de la structure des nombres
hautement composés de Ramanujan (c’est-a-dire les nombres 7-champions).
Nous reviendrons dans un autre article sur ces différentes fonctions.

Nous utiliserons fréquemment les inégalités :

(1) 1-1/z<logz <1~ 1/z+(z—~1)*/2; =>1,

(2) zlog2 Slog(l+a)<z; 0<z<1.

On peut en particulier obtenir facilement un résultat moins fort que
le théoréme 2 : soit z = exp{y/Togn) . Le nombre de diviseurs premiers
de n qui sont > z est inférieur & (logn)/logz = /logn . On a donc,

sin = qq%...¢¢% ,avec g1 < @@ < ... < q; et si r est défini par
¢ <2 <gry1 :
k—1
F(n)= 2(1 G/gir1) + 2 (1 — @ /g41) -

=1 de=p

La premiére somme, par (1) est < log{g./q1) < logz . La deuxidme
somme est inférieure & k—r < y/Togn , et Pon obtient ainsi F(n) < 2\/logn..

Remerciements. Nous avons plaisir & remercier ici C. Malivert et J. Blot
de 1’équipe de recherche en optimisation de 'Université de Limoges qui
nous ont aidés dans la résclution des problémes d’optimisation conduisant
a la démonstration du théoréme 2.

NOTATIONS. p; désignera toujours le i*™€ nombre premier. p (sans in-
dices), ¢, ¢; désigneront des nombres premiers. On désignera par ¢~ et ¢*
les nombres premiers immédiatement inférieur ou supérieur 4 ¢ > 3 . On
aura ainsi 117 =7 et pf = ps = 13 .

La fonction |z| , le plancher de =
Z,n<zx.

En plus des notations o et O de Landau, nous utiliserons les notations
< et = :

, désigne le plus grand entier n €

f <« g signifie f=0{g) et fxgsignifie fKgetf>g.

2. Quelques lemmes sur les nombres premiers

Lemme 1. On a pourp; > 2, p;/piy1 > 3/5.

Iwal). 1l a été récemment amélioré par Mozzochi ( ¢f. [Moz]) qu
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Démonstration. Soit 8(z) = 20,<,logp . D’aprés les théorém
de [Ros-Sch 1], on a, pour z > 101,

0.84 < 8(z)/z < 1.02 .

On en déduit que §(1.25z) > 1.05z > #{z) , et donc pour p; >
Piy1 < 1.25p; . Il reste & calculer p;/p;11 pour p; < 101 .

Lemme 2. Soit11/20<7<1,0na:
w{z+z7) - w(z) > " [logz ,

avec :fr(:r)

Ep(z

Démonstration. Ce lemme est dii & Heath-Brown et Iwaniec {

11 1
20 P27 35 — w1 -

Lemme 3. Pour toute >0 ,0na:

z (pl+1

PiSw

2 g 28/184¢

Démonatration. Ce lemme est démontré par Heath-Brown { ¢

©0 ) —_ )2 '
Lemme 4. La série Z (M) est convergente. Sa somn
: D
i=1
sine de 1.6531.

Démonstration. Posons S . On a donc

= Y1<ick(Pivr — p)?

i (Ps‘+1 '."'Ps')z _ i 5; —;5'5-—1

i=1 Bi =1 B

en convenant que Sp = 0 . Cette expression vaut encore :

ol 1 +
ES‘_ ( ) ZS (Ps+1 _ p,)P‘+1 b4 .
= \w ) = P

1p:+1

11/20+e

Le lemme 2 nous donne piy1 — o < p; , et le lemme 3 don

la majoration :
S{ < ’-23/18-&'3 .
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es 9 et 10

101, que

of. [H-B-

remplace

£ [H-B)).

ne est voi-

ne pour
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Notre série est donc comparable & la série
Z {23/18+11/20-3+¢
iz

qui est convergente.

Observons que le méme raisonnement nous donne :

(3) Z (Pi+1 - p¢)2 < Ei—211[180+s —_ O(k—l/ﬁ)
izk Pi izk

Le calcul numérique de la somme des 300 000 premiers termes de notre
série, effectué par J.P. Massias, donne 1.6531.

Malheureusement la majoration ci-dessus n’est pas effective, et on ne
peut savoir la précision de ce calcul numérique.

On peut montrer facilement que si la suite a,, est croissante et vérifie
An

a'nlogn < a, < a'nlogn et Gnyy —an <
logn

avecD<a' <a",ona:

Z (an+1 - an)z < 4Aa"
- a’z(log N)2 ’

N<n<2N ®n

2
sy s . . .. dp41 — 4
et en déduire une majoration du reste de la série E (—'—H—'—n)
In

Be la majoration obtenue par Rosser et Schoenfeld (ef. [Ros-Sch 2]
Théoréme 8)
|6(z) — z| < 8.7 z/log? =

ol 8(z) =X < logp , et de
pn < n(logn +loglogn) ,
on peut déduire -

Prtl — Pn < 174n/logn .

_ 2

On peut, par ce moyen, majorer le reste de la série Z (M) mais
. . . ” : Pn

cette majoration est trés grossiere.

Sous I’hypothése de Riemann, L. Schoenfeld a obtenu ( cf. [Sch]) :
[0(z) — z| < g;r-\/ilof x; = > 599,

qui permet d’évaluer plus raisonnablement la précision du calcul de cette
constante,
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g k) .
Lemme 5. La série Z log Pirt (1 - -—&—) est convergente. Nous dési-
— i Pi1 :
gnerons sa somme par C' . Une valeur approchée probable de C' est : 0.5134.

Démonstration. D’aprés (1), cette série est majorée par

21 (piy1 ~0i\*
S (remmy’,

im1 Pi

‘qui converge d’aprés le lemme précédent. La valeur numérique indiquée est

la somme des 300 000 premiers termes.

n

ot (¢ )iz1
une suite strictement croissante de nombres premiers. On a loysque z —
+oco

. z
Lemme 6. Pour 1 < z < y posons L(z,y) = log% -(1- ;) .

2. L(gi,gi1) > C ~log g1 +log 2+ o(1)

L]
[5-%

ot C est la constante du lemme précédent.

Démonstration. Si g et g;,.; ne sont pas des nombres premiers consécutifs,
et si I’on rajoute p entre g et ¢;43 , on perd

—I{ai,p) — L{p, qiy1) + L{gi, gi+1) = (1 — @i/p) (1 — p/air1) > O .

On a donc
ST Llgwe) + Y, Do) < E L(p;, pis1) = C +o(1)
'h':S' P.';"-'x r.':s-v

et

i q1
5 : L(Pixpi-i—l) < E 10g P_____;:l = log-é— .
- 7 i
p.--'<«u : Fi<q

Lemme 7. On a:
k-1
ZPI'/PH-I = k—1-logpe +1og2+C+ O(k—-lfe)
i=1

log log &
= ’c—logfc—loglog:'wc+1c;gz_1+o(°-g o8 )

logk

ot C désigne la constante du lemme 5.
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Démonstration. On a, avec la notation du lemme 6 :
k-1

k-1
> pilpin k—1-3 (1-pi/pir1)
i=1 i=1
& Pit1
= k—1+) L{pi,pis1) — log -;)—_
i=1 £

o0
= k~1-logpe+log2+ > L(pi,piv1) — 2 Llpi, pis1) -

i=1 ik
On conclut en observant que, par (1), on a
1 (piy1—m\?
Lipi, piy1) < 3 (T

et en appliquant (3).
On obtient la deuxiéme relation en utilisant :

pr = k(log k -+ O(loglog k) .
Lemme 8. Soit 1 <{ < §—2. On définit

$(pi, p5) m( > pk/Pk+1) —-pi/pi -

i<k<i—1
On a alors :
S(pispy) 24 —i—1-(p; — p)?/(20) .
Démonstration. On a :
S{pe,pj)=g5—1i—1— Z (1~ pe/pes1} +1—pifp; -
i<k<i—1
En utilisant {1),

Spops) 25 —i-1- ( >, logpk—ﬂ) +1-pi/p; -
i<k<j-1 Pk

On conclut en observant que la somme vaut log(p;/pi) et en appliquant de

nouveau (1).

Lemme 9. Soit Ny = [[;<;<pPi - Soit n < Np et soit w(n) =k — r avec
r > 1. Soit t le nombre de diviseurs premiers de n qui sont > p; . Alors

on at <+ 3rplogp . Seit £ ,0< £ <1, Alors le nombre s de nombres

premiers 5 p,i qui ne divisent pas n vérifie : s < r/(1—§) .
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Démonstration. Un tel n peut s’éerire :

bk S ,Qﬂt
n= M ILIE g

q1qz " Getr
avec pr < Q1 < ... <@, w21, <@ <...<q
fi<gh<...<¢ <pp,Bi>letg#gpourl<i<uetl<
Onat+r<ket:
t
Qr...Q:

n
1> — 2~ 2p; 1+ 7/px
Nic Pﬁ,—"r k ’]_;_I;( / )
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=7 Spk )
F<t+r.

en utilisant Q; —p, > j . Il vient ensuite en remarquant que y < ¢ <

et en utilisant {2) :
rlogpe >y log(1+3/m) =log2 3 i/
1<75t 1<i<t
it + 1) log2 S t?
2 ;3

v

On a de méme :

1> s Qr...Qe >p;r+s(1—€) _

Mo Z Rt s

Ce qui'montre que s < r/(1 - £) .

3. Etude des nombres f-champions

Lemme 10, Soit ¢ > 3 . On suppose que q ne divise pas m , m/
divise m . Alors :

fimg) 2 f(m)+q7/g= f(m) +3/5.

Démonstration. Si tous les facteurs premiers de m sont < ¢, on
f(mgq) = f(m) + ¢ /q . Sinon soit ¢' le plus petit diviseur pre
quisuit ¢.Ona:

fmg)=f(m)+q /a+a/d—a/d 2 f(m)+q /g
Le lemme 1 nous donne q~ /¢ > 3/5 .

Lemnme 11. Soit n un nombre f-champion, et P = P{n) son
Jacteur premier. On a : P~ divise n . Soit q1 et g3 les dewn
nombres premiers ne divisant pasn . Alors st P(n) > 31, on e q1¢

ats que ¢~

a Dégalité
mier de m

plus grand
plus petits
g > P(n) .
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Démonstration. Si P~ ne divisait pas n , on aurait f(nP~/P) > f(n)
et n ne serait pas f-champion.

Supposons d’abord ¢1 = 2, ¢2 = 3 . 5i 5 ne divise pas n , on pose
n' = 30n/P < net

f(n'y=2/3+38/5—-1+ f(n) > f(n) .

51 5 divise n , on pose n' =6n/P < n et on a encore f(n') > f(n), ce qui
contredit le fait que n est f-champion.

Supposons ensuite ¢, =2, g2 > 3. Le lemme 10, appliqué 4 m = 2n/P
et ¢ = ¢» donne, avec n' = 2¢n/P :

f(n'y—f(n)>2/3+3/5-1>0

ce qui implique n' > n .,
Si g1 > 2, on applique deux fois le lemme 10 avec m =n , g = ¢, , puis
m =ng , ¢ = ¢z . On obtient ainsi avec n' = ngyq3 /P ,

6
f(n')—f(n)23—1>0.
Ce qui entraine n' > n et donc q1q2 > P .

Démonstration du théordme 1. Soit k assez grand, et n un nombre
f-champion vérifiant Ny_y < n < Ny . Cela implique w{n) = k ~ r avec
1 < r < (log k)(1+ O(1)) d’aprés le lemme 7. Le nombre n est sans facteur
carré, et s*écrit avec les notations du lemme 9 :

Q1..-Q¢
1. Qiir

Lorsque t = 0, le lemme 10 montre que f(rn) < f(N;) . On peut donc
supposer ¢ > 1 . On définit deux suites (f,)i<s<s ot (fi)1<e<s vérifiant
1a+2 < j; et 5o < 1541, de telle fagon que :

n=N;

Uflpip<p<p)={a;1<i<t+r, a>p"}.
1<s< S

Notons que Pensemble ci-dessus est ’ensemble {g1,..., g++} sauf au plus
g1 ,dans le cas ot 4 < pk 1/3 , ceci par le lemme 11i.
1/3

Lorsque ¢ < pk‘l on pose # =1 ; lorsque g1 > p;
et Pon a:

(4) Z(j;—i,—1)=t+r—9.

1<s<8

,onpose d =0,
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Avec la notation § du lemme 8, on pose oy = 2/3s8l ¢ = 2, 01 =
S{gr,af)siq >3 ,etona:
®sigir FPr

f(n) = £(¥e) = b = Zsm.,p,. - +2Q=1

®sigr =py,0na
Pj, = Pe+1

-
pi, | b, v Qi1
b: Np) -8 —E:S.,. —tee o R o
et: f(n) = f(Ni) - b0y po (p'p’)+Pk+1 Pl @1 o @

Les deux formules coincident lorsque Q1 = pr41 , eb dans tous les cas
ona:

s
(5) J(n) < F{N:) — 801 — 21 S(pi.pi)+t.

On désigne par S’ le plus grand s tel que p;, < pgl .Pour s> 841,
on a par (4} et le lemme 9 :

Go— iy St 1 1< pyf PO < pR/otel)

et done, par le lemme 2,

5 /9+0(1
P —m <pp
On a donc, avec le lemme 8 :
5 s 2
Pj, — Pil
> S(P..B) = Z(g,—1,+1)_ 3 (»s :)__
s=5'+1 s=8'+1 e 2P,

Or, dans la derniére somme 1l y a au plus S termes, S <t +r < piﬁﬂm ,

et chacun de ces termes est majoré par

1 —s/o+oly) 1 _g/1040(1)
) (" = zpk .

On a done

5 g
3 S(mi,pi) = Y, UGe—is+1)+0(1).

s=8"41 s=5"+1
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Le lemme 9 avec £ = 9/10 montre que §' = o(1) et que, pour s <8
#s —is = O(1) . Le lemme 2 nous indique alors que pj;, - pi, = /2°+°(1)

iy
et comme p;, > p1/3+°(1)

Sl
Zs(Pi.:Pj.) > Zj-!_fs‘i‘l Z(PJ-

=1 g=1 2;?,.
S!

> de—is+1+0(1).
a=1

on a :

IV

On 2 donc, avec {4) :

8
> S(i,.pi) 2 t+r—0+o0(1).

s=1

Observons maintenant que a1 > 2/3 . En effet, si ¢ # 2,
or=1-(1-¢{/g)(1 —a1/q’) =1 - (2/5)°

par le lemme 1. La formule (5) donne alors :

(6)  F(n) < F(Ni)+0(1 = 01) — r +0(1) < F(N) — r+1/3-+0(1) .

Et comme r > 1, 0n a f{n} < f(N) , et donc N, est f—champion..
On voit également que si r > 2, on a f(n) < f(Nk-1) et n n'est pas

f-champion. Les normbres f-champions compris entre Ni_1 et Ny ont donc -

k — 1 facteurs premiers,

Définition. Pour p=2,0n pose ¢(2) =1/3 ,et pour p> 3 :

(7) Y(p)=1-S(p ,p*) = (P_p_) (p+ _p) -

P pt

On dit qu'un nombre premier p est “bon” si pour ¢ > p, on a #(g) <

¥(p} . Les “bons” nombres premiers < 1 000 sont :
2,3,5,7,11,13, 23,37, 53,89, 113, 127, 211, 203, 331, 337, 409, 479, 541, 631,
787,839.

Il n’est pas difficile de démontrer que 'ensemble des bons nombres pre-
miers est de densité 0 dans 'ensemble des nombres premiers, en utilisant
le résultat de P. Erdos ( ¢f. [Erd 1]) amélioré par H. Maier { ¢f. [Maier]).

On cobserve que, si p < p; ,ona:

F{Ne/p) = f(N:) — 1+ 4(p) .

1l est clair que, si p n'est pas bon, Ni/p n’est pas f-champion pour k
suffisamment grand.
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Proposition 1. Soit p un “bon” nombre premier. Pour k assez grand
Ny /p est f-champion.

La démonstration est trés voisine de celle du théoréme 1 : on considére
un nombre n qui est f-champion et qui vérifie Ny < n < Ny /p .
D’aprés la démonstration du théoréme 1, un tel nombre s’égrit :

Q1...Gh
q1...Gi+1

Sit=0,etq >p,onabien f{n) < f{N./p) puisque p est; “bon”. Si
t>1,onan> Ny/q1,et done ¢ > p. La formule (8) est encore valable
avec 6y = 1 — ¢(q1) et r =1, et 'on obtient :

f(n} < f(Ne)— 1+ 9{(qn) +o(1) .

Or, limp_ ;00 %(p) = 0 . Par conséquent $(p) — maxgs, ¢(q) =|e; > 0, et
Pon a:

n=Ng

f(n) S S(Ne/p) —gp +0(1)

ce qui assure que pour k assez grand, Ny /p est f-champion.

. Proposition 2. Supposons vérifiée la conjecture de Cramer ( cf. [Cra]

et [Rie] p.85), pry1 — px < log® py, . Alors les nombres f-champions assez
grands sont de la forme Ny ou Ny /p , avec p < p1/2+o(1)

Démonstration. Soit n un nombre f-champion vérifiant Ny |[< n < N .
Nous avons vu que win) = k — 1 . On définit 1,Q3,...,Q¢| les grands
diviseurs premiers consécutifsden :ona Qf = Qyypour1 <i<t—1,
Q; est le plus grand facteur premier de n , Q7 ne divise pas n . D’aprés
le lemme 11, on a ¢ > 2 . On désigne par q¢1, ¢z, .. -,¢; les grands nombres
premiers consécutifs < @ et ne divisant pas n . On a: g} = Q1 et g7
divise n . Comme n n’est pas de la forme N, ,5> 1.
Distinguons deux cas :

q1492-.-4s

ler cas: s <t—1.0nconsidéire '’ = —""""_n Onlan <n,
o Qa1 ...y
donc f(n') < f(n) , et avec les notations du lemme 8,
— Qt—s Qt—l
0< — f'(n) = —S(¢7, @) + +- .
1) = () (6 Q1) Qt-st1 Qt
Le lemme 8 donne : 7
2 _ -2
0<— (Ql 91) +su_fz_ ..... .E.(.(.%.__q_l)_._ﬁ

o A Qt—s+1 - QT 2(gr)* Q
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La conjecture de Cramer nous donne :
Q1 — g7 < {s+1)log” Q1 < (s + 1)log” Q
et l'on en déduit :

{s +1)?

4z

(8) (1) < Qilog* Q¢ .

Supposons s > 2 , et soit jtel que 2< j<s.0na:

(9) q1q2—--‘?:f >1-
Qi—j+2. -G
En effet, si ce n’était pas vrai, on pose n'" = bﬁgﬂa‘n ; on aurait
t—i+2 - &t

n" < n < Ng et w(n") = w(n)+ 1=k, ce qui est impossible.
Appliquons le lemme 9 avec kg = 7(@1) ,

Qe @y
q1..-4s

ng

On a, d’aprés (9), ng < Ny, , w{ng) = kg — 1, et 1’on en déduit :

(10) §5t—1<4/3Q1log@ < V/3QlogQ; .
Lorsque s > 5, (10) et (8) donnent :
g < Qi (1og @.)°/*

et (9) donne avec § = 5 en utilisant le iemnme 1 :

- 4/5
g > Q
d’ol une impossibilité pour Q; assez grand.
Lorsque 3 < s < 4, (8} donne ¢f < Q:/ log? Q; et (9) donne avec
J=3,41 > Qfla , d’olt impossibilité pour ¢, assez grand.
Lorsque s = 2 , (8) donne

X Qtllz log” Q: .

Le laezmme 11 nous assure que tous les nombres premiers p vérifiant p <
¢Q,’“ log™2 @y divisent n . Choisissons p ~ log® Q¢ , et considérons

xilﬂn'(n

P )

n
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Ona:

I

—1+¥{p) + S(gr, 0 ) — Qe-1/Qs
$(p) — (& — a1 )*/2(a1)* -
Le lemme 11 nous dit que q142 = Q: , soit g1 > Q:"IZ et par la|conjecture
de Cramer,

flrna) = f{n)

IV

(¢ —a1)? < log* Qs

2(g7)? Q: :

et par ailleurs, ¥(2) > 4/pp™ > log71%Q; , done f(n1) > f(n) ce qui
contredit le fait que n est f-champion, et le cas s = 2 est impossible.

La seule possibilité est donc s == 1 , et dans ce cas, (8) nous|donne :
1/2+0(1
an < Qt/ +o(1)

On raisonne alors comme lorsque s = 2 pour montrer ghie tous les
nombres premiers g < ¢y divisent n . Notre nombre n est donc|ainsi de la

forme Ni/q , avec g1 € p;fz"'o(l) .

2e cas: s > t . Ce cas se traite de fagon similaire : on considére n' =
q192..- ¢

NQ2...Q
t2

(11) (61 ) € =@ log* Q; .

t-1

{9) est toujours valide pour 2 < j < ¢, ainsi que la majoration de ¢ — 1
donnée par (10). Lorsque ¢t > 5 , on conclut comme pour s % 5 dans e
premier cas. Lorsque 2 <t <4, (1 1) montre que ¢1,. .., ¢ sonf trés petits

devant Qq,...,@: , et que Pon a f(r') > f(n) ce qui est impossible.

n , et an lieu de (8), on obtient

Remarque. Les calculs effectuds sur les nombres premiers montrent que
jusqu’a 4 - 1012 la conjecture de Cramer est “vérifiée” { cf. [Rig], p.85). 1l
est possible d’adapter la démonstration de la proposition 2 pour calculer
une table assez longue des nombres f-champions. La seule table que nous
avons construite va jusqu’a 450 000, et donne les nombres f-champions :

N27N3:N4/2: N4JN5;N6/2: NG:N7/2 -

8i la conjecture de Cramer est vraie, la proposition précédente nous dit
qu’il n’y a pas de nombres f-champions entre Niy1/2 et Niyy | Supposons
que ¢ < ¢' < ¢" sont trois nombres premiers consécutifs inférieurs a py, et
qu’il existe § > 0 tel que ¢' — ¢ > pi oot g > p}c % On aura

I(P;-nz Nk+1) > f(Np+1/2) , et il y aura un nombre f-champion entre
q .
Ni+1/2 et Ngyy , 8l priz est voisin de peyy -
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4. Grandes valeurs de la fonction F

Lemme 12. On définit, pour k> 2,

ar= I (-0 .

1<i<k—1

Onaainsi: Ap =1, Ag=2, Ay=27/4, As =453"2=379.. ., etc.

(i) Il eziste un nombre réel o = 0.249. .., tel que, pour k > 2 , on ait:

(k-1 1 g

log A = - W ———
& 4 g lostk—1) - e~ oy

avec 0<f<1.

(i) On a, pour k > 2 :

(k—2)* (k—1)
—g = log A < yaa

(iit) On e, pour k >2
| (Appr/Ap) Y EE) = g/

Démonst.ration. On applique d’abord la formule sommatoire d’Euler -
Mac Laurin 4 la fonction zlogz . { ¢f. [Han), p.287) :

k

., Bk 4ek+1 K2 oo —2m
> dlogg = T logk— a7 )  —Binis
ot 4 4 = m(m+1)(2m+1)

ol ¢ est le logarithme de la ¢onstante de Glaisher,
a = 0.2487544770...

Comme les dérivées successives de zlogx sont de signe constant et al-
terné, le reste est de méme signe et plus petit en valeur absolue que le
premier terme négligé. On obtient :

E
. BE*4ek+1 £? 8
gJIOgJ="T10gk—T+a—W avec0<f <1.

On achéve la preuve de (i}, en observant que :

k(k ~ 1) =
log A = ——-—é—--—-log(k— 1) — lelogj .
J:
i La démonstration de (ii) découle de (i), et (iii) se montre par un calcul
rect.
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Lemme 13. Soitk > 2, Ay comme dans le lemme 12, A un nombre réel
> Ay . On pose :

M({A,k)=k—1~ g(A/Ak)'zf (k(e—1)}
(i) On a : M(A,k) < +logA .
(i) Lorsque A — +co ,
M(A, k) < v/log 4 — 1/2 + O({log log 4)//Iog 4) -
(iti) Si Ay <A< Apyy , on e :
Viog A — 1/2 < M(A,k).
(iv) 53 Uon définit p par :
A/ D =1k,

onel<p<k, el:

1 1 g kol
2< _ — ——— — 3
(1/2+ M(A,k))* <log A+ T log(k — 1)+ + 7 — ~# -

Démonstration. Avec la définition de p donnée dans (iv), onfa:

M(AK) +1/2= (k- 1+0)/2,

=

et :
log A = log Ag — {(k(k — 1})/2)1og(1 — p/k) .

On minore log Ay par (i) du lemme précédent ; il vient :

(1/2 + M(AK))? —log A < % log(k — 1) + & -+ ng-zi—l—) log(L — p/k)+
ple—1) 2
2 + 4

On majore o par 1/4 , et log{1 — z) par —z — z2/2 — 5°/3 , et cela donne
(iv). |

Lorsque k=2, M(4,2)=1-1/4A,et (i) et (ii) se vérifient aisément.
On peut donc supposer k > 3 . Dans lintervalle [0,k] , la fonction p :

k-1 » inimum atteint en pp = ui vaut ——1———k—->
642 ’ 4kaunm1mm ! - 14 12 (k—1) —

-% pour k > 3 ; (iv) donne alors :

(12) (1/2 4+ M(A,K))? < log A+ (1/12)tog(k — 1) +5/18 .
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Or,on a:
(Vieg A+1/2)* = logA+iogA+1/4
> logA++logAr+1/4>log A+ % +§
> logA+4{1/12)log(k — 1} +5/16

pour k > 3 . Cela démontre (i).
Le lemme 12, (ii) donne

k—1=0(/log Ag)
et I'inégalité {12) donne :
(1/2 + M(A,k))? < log A+ Oflog log A),
d’ot Pon déduit (ii). On peut, en fait, obtenir un développement asympto-
tique plus précis.
Enfin, lorsque k est fixé, (iv) définit p comme une fonction p(4) .
Lorsque A croit de Ax &4 +oo , p(A) croit de 0 & k . Le lemme 12 (iii)

nous dit que, pour Ay < A < Agyg ,on a0 < p < 1. On procéde alors
comue ci-dessus :

IOgA—(]./z-]-M(A,k))z :logAk_k(i?‘h'_lllog(l—p/k)_ (k—;+p)2 -

On majore log Ay par (k — 1)2/4 , on utilise :

—log(l~p/k) < p/k+%(1+%+z—z+---)
< pfk+ 0" /(2k(k ~ 0)) < p/k + p? /(2Kk(k — 1))

(puisque p < 1), et 'on obtient (iii).

Probléme d’optimisation N° 1. Soitk > 2, et A réel, A > 0. La
solution du probléme

min ) exp(z;/5)

1<5<k—-1
Z zj +logA=0, z; €R .
1<i<k—1

P(4, k)

est donnée par

A= L(,‘i)-?/(k[k—m

k—1\VA
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o} =glog(jA), 1<j<k-1,
et la valeur du minimum est :

k-1 ks AN —2/(k(k-1))
M(A,k) = (—21;\ ~3(5)

ot Ay est défint dans le lemme 12,

Démonstration. La contrainte et la fonction & minimiser sonf convexes,

il y 2 donc un minimum que 'on peut obtenir par la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange : on doit avoir

z 1:1:'-/]‘=-.-:)\'

e I =2 = —g 7
J

On en déduit la valeur des x} en fonction de A , et en reportant dans la

contrainte, la valeur de A .

Lemme 14. Soit A > 0 et A et M(A, k) définis comme dans le lemme
13. On a, pour tout k> 2 :

B (4 ) ) < 1 ® (A Ayt |

Ceite inégalité est stricle, sauf lorsque A = Apyy . Pour A fizé, la guite
M(A,k) est croissante.

Démonstration. Sil’on compléte la solution optimale du probléme P (A, k)
en faisant x; = 0, on obtient une solution possible du probléme P (4, k+1),
ce qui démontre I'inégalité. En calculant z} dans P(4,k+ 1) , on voit que
I'inégalité est stricte sauf si A = Agy1 . Lorsque A = Agyq , la relation (iii)
du lemme 12 montre qu'il y a égalité.

Probléme d’optimisation N° 2. " Seitk>2, A>1,
min fi(z) = D exp(z;/7)
1<5<k-1
gz} = Z z; = —log A
1€7<k-1
;<0 ; 1<i<k-1.

PT{A, k)

On définit r > 2 par A, < A< Arp '
Sir >k, lu solution du probléme 2 est celle du prebléme 1, La valeur

du mintmum est

M (A k) = M(4,k) = (g) (%)-zl(k(k—l)) ‘
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Sir <k, la solution de P~(A, k) est donnée par : =i,...,z)_| sont
solution de P~(A,r) et z},...,55_, =0 . On a ainsi
( A )—2/(f("—1))

.M‘(A,k):k—r—k%

A

Démonstration. On applique la méthode des multiplicateurs de Kuhn et
Tucker ( cf. [Pch-Dajf, p.25). Il existe des multiplicateurs A € R, 45 > 0
avec pxf = 0 et tels que

fi(z) = dgq(z) — Z BT
1<i<k-1
soit minimum en z* .
On peut voir que les 2} nuls sont ceux d’indice ¢ grand : si P’on avait
z; = 0, z} < 0 avec{ > j, en permutant les valeurs de z; et z on
diminuerait f , car :
Fl 1 <14 %l

La solution est donc du type :
2},...,85_, <0 et 2'=-..=zf ;=0 avecl<s<k.

Pour un s fix§, 2 < 5 < k , on résoud comme dans le probléeme 1, et on
trouve :

1 (_{f._) —2{(s(s~1))
s—1VA,
z; =glog(jA); 1<j<s—1.
La condition d’admissibilité est z; <0, pour 1< 7 < s—1", soit
{(s—1)A <1, s0it A, < A, cest-a-dire 2 < 5 < r . Pour chacune de ces
valeurs de a , on calcule le minimum de f;(z} correspondant et on frouve :

A=

8¢ Ay—2/(s(s-1))
A=k—s4+ E(Z) .

Or, le lernme 14 montre que ceci est minimum lorsque s est le plus grand
possible, c'est-a-dire s =r . '

Proposition 3. Pour k fizé > 2, et- A > 0, lo solution M(A,k) du
probléme 1 est une fonction décroissante en A .

Pourk fird > 2 et A > 1, la solution M™{A, k) du probléme 2 est une
fonction décroissante en A .

Pour A > 1 fixé, on définit r par A, < A < Arqy .

La suite (ug)k»>z définie par up =k — 1 — M7 (A, k) est une suite crois-
sante en k , constante pour k > r , et majorée per \/log A .
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Démonstration. Soit 4 < A', et soit z° = (z},...,2_,} la solution de
P(A,k) . Alors, si Pon pose %3 = zj+log A/A' < 2] , &= (&1,2}),...,T;_y)

est une solution possible de P(A',k) et f1(Z) < fi(z*) .
La méme preuve est valable pour P~ (4,k) .
Supposons 2 < k < r . Nous savons que

_ K A-2/(k(k-1))
M (A,k):-i(A—k)

et il résulte du lemme 14 que

up Suzg <. ZS U

Supposons maintenant que k > r . La solution du probléme d’optimisa-

tion N° 2 nous indique que

wp=r—1- (%) (%) —2/(r{r-1))

et I’on applique le lemme 13, (i).

== M(A, r)

Probldme d’optimisation N° 3. Soitk>2e¢ B>1. La

probléme :
mex Y. (1-4/vi1)
1€i<k~1
Ps(B, k) lswm<yus...8n
yiy2...yx = B

estk—1— M~ (B,k) <+logB .
Démonstration. Sil’on fixe .yl < BY* | par le changement d
z; =i log{yx—i /Vk—i+1)

on se raméne au probleme P~ (B/yf, k) , et le maximum poun
k—1-M" (B/yf, k) . D’aprs la proposition précédente, ceci es
lorsque y; = 1, et < /log B .

Remarque. II résulte également de la proposition 3 que la
probléme 3 reste la méme si 'on remplace la dernitre conty

Yive... 49 < B .

Proposition 4. Soit k > 2 et des nombres réels > 0 vérifiant :

1<ty < €. S8

solution du

e variable

4y fixé est
b maximurm

solution du
ainte par :
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Or a Pinégalité

3 (1= tiftigs) < 103( 1I ti)-

1gi<k~1 1<i<k

Démonstration. On pose, dans le probléme d’optimisation précédent
Y =1t .

C. Pomerance nous a donné une démonstration directe de cette inégalité,
par récurrence sur k , et utilisant le calcul de la différentielle de la fonction

k-1
1/Z]ogt.- - Z(l —ti/tir1)
=1

Probléme d’optimisation N° 4. Soitk > 2,

z* < B . La solution du probléme :

max- > (1- %/ti1)

B> 1etz>1 vérifiant

‘ 1<i<k-1
Pu(B,k,2) <SS Sw
viyz.. -4 = B

veut My(B,k,z) =k —1— M~ (B/2*,k) .
Lorsque B —» 400 , que log z = O(log B)Y/%® et que BfzF — +o0 , on
a:

(13) Ms(B,k,z) < +/log B—logz—1/2+0(1) .

Démonstration. Ce probléme se raméne & Py(B/z*, k) par le changement
de variables ¢ = y; /2 .

Lorsque B/z < Ak , on définit r par A, < B/z < Apy1 ,etlona:
My(B,k,z} = M(B/#*,¥) < M(B/Y 1)
puisque k& > r . Lorsque B/z* > A; ,on a:
Ms(B, k,z) = M(B/Z* k) .
Pour démontrer {13), on doit donc prouver :
(14) M(B/z*,k) < \/log B - logz — 1/2 +o(1)

lorsque B/zF — 400 , logz = oflog BY/1® et B/z* > Ay .
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ler cas: k < (1/2)v/Iog B . La définition de M(A, k) donnée dans le
lemme 13 indique M(A4, k) < k et (14) en découle.

2¢ cas: k > 2v/Tog B — (log B)"/?° . Le lemme 13, (ii) donne :
| M(B/#*,k) < (log B—klogz)"/* - 1/2+0(1)

klogz
< VigB(1-~ Tlog B) —1/2+o(1)
< flogB—logz— 1/2+ ———=3mp log = +lo{1)
- 2(log B)3/%°

et comme log‘z = oflog B)lfm , cela démontre (14).

3e cas: (1/2)\/logB<k< 24/log B — (log B)"/?® _ On a donc :

k=+/logB .
On pose A= B/z* , et avec les notations du lemme 13, (iv),
2log B
— - < —— <
log(1 — p/k) = k(k )(IOEA log Ay} < -1 S 8+ o(1)

et il s’en suit que
—log{l ~ p/k) < p/k .
On a alors, par le lemme 12, (i) :

logA—logA; = logB —klogz —log A
= log B — k?/4+ Oflog B)*™°

(vTog B — k/2)(v/1og B + k/2) + O(log B)*/*°

et le terme en O est négligeable devant le premier terme. Il s’en suit que
p=/Iog B — k/2 > (log B!/ .

On applique alors le lemme 13, (iv) :

(1/2 + M(A,k))* <logA—R

avec R 3 p*/k . On en déduit :
- klogz R )1/2
1/2+ M(AK) < VigB(1 ( e - T
s klog = R )
logB(l— 2log B 2logB
Vieg B—logz+ \/_.__[logz(\/log —%/2) - R/2].

IA




192 P. ErRDOs ET J.L. NICOLAS

Dans le crochet, le premier terme est de P'ordre de plogz et B> p*/k . On

a p*/k > (log B)‘*/ 20 % log z , ce crochet est donc négatif, et cela montre
(14).

Démongtration du théoréme 2, (i). On écrit

n=q" . g g < gz <..-<g.

On choisit # un nombre premier compris entre (1/2)logn et logn . On
détermine s tel que ¢,_1 <2< g, - '

ler cas: =z divise n . On a alors 2 = ¢, . Il vient :

a—1 k—1
F(n)= 2(1 — ¢ /qie1) + E(l - ¢i/gir) =51+ 52 .
=1 i=3
Le lemme 6 donne :
a—1
S1 = log(gs/a1) — 3 L%, 4iw1) < logz ~ C —log2+o(1) .
s=1

Quant & Sy , elle est majorée par la solution du probléme d’optimisation
N° 4 :
Sy £ Myln,k—s,2) < +/logn —logz—1/2+o(1) .
Au total,
F(n) =81 + 82 < +logn—C'+0(1)
avec C' =C +log241/2 = 1.70... .

2e cas: z ne divise pas n . On pose alors n' = nz . La démonstration du
ler cas montre :

F{n') < Viegn' — €' + o1} < /logn — C' + o(1)
et : z2—q ¢ — 2
FlnY=F 1— (22122 5 P,
(v) = F(m) +1- () (F—) > F@w)
ce qui achéve la démonstration.

Démonstration du théordme 2, (ii).  Elle résulte de la proposition
suivante:

Proposition 5. Seit N tendant vers Uinfini. I existe n < N tel que

F(n) > IogN¥ — C' +of1) . -
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Démonstration. On définit d’abord k en fonction de N par : Ay < N <
Apyy , ot Ag est défini dans le lemme 12. On définit ensuite p par :

(N/A ) HEED =1 — o/,

et I’on sait par le lemme 12 (iii) que 0 < p < 1.
La solution du probléme d’optimisation N° 1, P(N, k) est donnée par :
A= (1/(k—1))(1— p/k) et z} = jlog(5A) pour 1 < 7 < k—1. La solution
du probléme d’optimisation N° 3 Ps(N, k) vaut M(N, k) , et est|définie par
w1 =1, etyjp1/y; = exp(—2t.;/(k—5)) = 1/{(%k - 4)*) . On a|donc, pour
2<€5<k '

k- 1yi-t KT
(15) yJ':(k_p) (k—1)..(k-7+1)°
pour 1 <57<k—1:

E—1 _ g1 (k= Dk k
(16) - el ey e ey

Yi
et d’aprés le lemme 13,
k-1
07 MR = 51— yi/urer = VIEN — 1/2+0(1)
i=1
Comme 0 < p € 1, il résulte de (15) :

(k — 22 . Ll
[CED PR TS Rkl CES VI (3= Y

et, en utilisant (1), on a pour F < k/2 :

| -1 . a
. ji=1 , J
(18) logy; < —_z;log(l—t/k) < “E-fc'_—‘_ﬁ—z— ,
= R
et
&= i-2y_ (i-3)(i-2)
(19) logyjz—zzlog(l—k_z) > o _
=

Nous allons construire une famille de nombres premiers, alussi proches
que possible des nombres y; , dont le produit sera Pentier n cherché.
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On choisit r = |/3klogk| + 4 . On a, par (19)
(20) logy, > .(L:Ml log k.
2k
Pour tout j > r ,on a:
k-1 k k-1 o i-1
(B 1) s (B ) -yl

1/3”;1%/ 3log & 2/3>y2/3 '

Yi+1 — Y5

v

Pour r £ § £ k , on désigne par P; le nombre premier qui précéde
immédiatement y; . On a, d’aprés le lemme 2: P;jq > y; . I vient en-
suite:

B yi(1 + Oy %)) . ~
P_’ + = 1—111 f” (1+0(y; iy =
I+1 yj+1(1 + O(yj_*_1 )) Y41

yJ - + O(y;lls)

On doit maintenant majorer :

rejsk—1 i>0 1—1{1- ;:i

> y;1/3 < yr-1/sz (_E__‘___})J/3 T ( 1 )1 ..

En utilisant 'inégalité El - z]lls <1-z/3,valable pour 0 < z < 1, ceci

k- O(1/+/logk} . On a donec :
> (1= y/u) + O(1/Vicek) .

r<jsk—1

est inférieur a : y“ll 3

(21) >

r<f<h1

—Bi/Ppa) =

On déduii ensuite de (18) :

(r—a)? T 3 (log k)*/2
logy, < 2% +O(Z)+O( ) —2—logk+0(———————\/]; ) .
1l s’ensuit que :
(22) P, <y <B¥* + O(k(log k)*/?) = (1 +o(1))5%/* .

On choisit ensuite comme facteurs premiers de n tous les nombres pre-
miers py =2, p3,...,ps < k% . On a par le lemme 7

(23) Z (l - Ps’/P£+1) =logpsy1 — log2 - C 4+ 0(3—1/6) .
12i<s
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1l reste i choisir les facteurs premiers de n enfre p, et F, .
On choisit gg = p.41 , puis, par récurrence, on détermine
Vintervalle {g; (1 1/log? k), g: (1 -+ 2/ log® k)] . On détermine ¢ ¢

P, <g41.0Ona:
P> g 2 qo{l1+1/log? k)

c’est-a-dire :
tlog(1 + 1/log” k) < log(Pr/q0) = (5/4++o(1)) logk ,
et :
= O(log® k) .
L'inégalité {1) nous donne alors pour 1 ¢ <t -1 :
$it1 — &

1
1= gifgiy1 < log(gie1/4) <1 - @/qiz1 + -2-( p”
1

=1 g
et comme » (M) = O(t/log*k) = O(1/log k) ,on a:

i=1 &
(2¢) g(l — §i/@41) = log{ge/q0) + o(1) = log(P [Pse1) +
i=0

On a également :

t
(25) > log g < tlog P, = Olog* k) .
i=1
On pose :
s+1
n= (Hp.)(Hq. (IIP)
i=1 i=1 =

Par (19),0n a:

riﬁlogyf >S5 G- 3%;‘ -3 _(= 2)("6;3)&—4) s

Par le lemme 1, on a :

s+l

3 log g = O(KM*)

i=1

gi+1 dans
el que g: <

)

o(1) .
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et avec (25}, et le choix de P; < y; , on obtient

k
logn < Zlogy. leg N .
=1
D’autre part, on a :
t—1 k=1
F(n)= Z(l pi/pir) + 2 (- /ge))+(L—ge/P)+ ) (1= P/Put) .
1=1 =0 i=r
Comme g; ~ P, , on a par (23), (24) et (21) :
k-1
Fln) = log P, — C ~ log 2 + >0 w/yisa) +o(1)
i=r
Or, ‘
r—1 k P
Z(l - %/via) = Z 1- Tk(—-_l_)_)
=]
1— ) N, =1k —p)
— - 1 k .
L T Y ogk +o(1)
1 résulte de (20) et (22) que log P, = $logk+o0(1) , et Pon a :
k—-1
F(n) =3 (1 — w%/y41) —C —log2+0(1),
=1

ce qui, avec (17) démontre la proposition.

Il est certainement possible d’améliorer le terme o(1} en un reste plus
explicite, qui permettrait d’améliorer la proposition 6 sur les nombres F-
champions, mais les calculs sont technigues.

Proposition 6. Seit N un nombre F-champion, ¢’est-d-dire tel que n <
N = F(n) < F(N) . Un tel nombre est sans facteur carré, et s’écrit
N=@Q1Qz...Qr,avec Q1 < Q2 < ... <@ .

Lorsque N — +oo ,on a:

(z}) F(N)=+/logN —C'+0o(1) .

(ii) k = w(N) = 2./log N(1 + O(1/loglog N)) .

(i6)) Qi = exp((2 + o(1))VIog ) -

{iv) iy o0 (@r/Qi—1) = +00 .

(v) Soit p premier fizé, il existe ng tel que p divise tout nombre N ,
F-champion, supérieur d no .

(vi) Le quantité Q(X) de nombres F-champion < X wérifide : Q(X) >
exp((9/10 + o(1))VIE X) -
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Démeonstration. (i) se déduit immédiatement du théoréme 2 et de la
proposition 5.

Supposons que kg = 2v/Togn — @(n){log )12 | ol limpy— il p(n) =
+o0 , et p(n) = oflog n)*/® , et que w(n) = k < ko , alors F(n) < Ps(n, k),
solution du probléme d’optimisation N°® 3, et donc F{n) < M(n,k) <
M{n, ko) par la proposition 3. Pour étudier M(n, ko) , on fait| A = n et
k = kg dans le lemme 13. On définit g par :

ko(ko

logn — log Ay, = 1) log(1 — p/ko) ,

et ’on déduit du lemme 12, (i) :
p/2 ~\flogn ~ kof2 = Zp(n)(log )2 .
Le lemme 13, (iii) nous donne :
(1/2 + M(n, ko))* < logn — (1+o(1))p*(m)/Tog /12|
1l s’ensuit que
124 M(n, ko) < Vioga(t = (4 + (1) *()/v/IoEm,

D’aprés (i), un tel n ne peut étre F-champion, et 'on a donc w{N) > kg .
Pour majorer w(N) , considérons 1 = gqi142...¢; , et choisissons z =
Viogn . On détermine ¢ par ¢ < z < gey1 - On a d’aprés (1) :

Z(l - ‘It/91+1 < ZIOE(%'H/%) <logz.

i=1
Par ailleurs, la proposition 4 appliquée aux nombres gi+1/z,!..,q1/2 ,
donne :
k—1
Z (1- ‘Is/%-f-l) ylog(n/zk=4} .
i=t+1

On a: t < 7(z) et donc tlogz = O(z) . Il vient ensuite :
F(n) < logz+2++/logn - klogz+ O(z)

1 k
Viegn + (-2- - 4\/1—;5—'-1) loglogn + O(1) .

Cn voit donc qu'il existe a tel que, si & > 2v/ logn(l + o ;g_n) alors

F(n) < /logn—2C" , et donc n ne peut pas étre F—champion Cela achéve
la preuve de (ii).
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De Vinégalité (1), on déduit F(N) < logQy , et (i) donne Q; >

exp(y/log N} .
Soit @ un nombre premier vérifiant Qg log N < @ < 2Qk log N . On a,
par (i), et {i) du théoréme 2 :

VicEN +1-C' +o(1) < F(NQ) < Vg NG - C' +o(1)
d’olt V'on déduit log @ > (2 + o(1))VIcE N , et
(26) log @ 2 1og(Q/(2log N)) > (2 + o(1))VIcE N .
On considére de méme F(N/Qy) = F(N) ~ 1+ Qx-1/Q , et Von a:
VIoEN — 1= C' + Qu_1/Qi + o(1) < Vieg N/Qi — C' +0(1) ,
d'od Ion déduit :
log Q¢ < 2(1 ~ Qr-1/Qi + o(1))Vlog N,

ce qui, avec (26), démontre & la fois (iii) et (iv).
Soit p fixé, et n non multiple de p . Posons e, = (1 —p~ /p)(1 —p/p*) >
0. 11 résulte de la démonstration du lemme 6, que, sin = g1¢2...¢x , on a:

37 L(gi,gi+1) = C +ap —log g +log 2+ 0(1) .
ass

La démonstration du théoréme 2, (i) montre que pour un tel n , on a:
F(n) < ylogn — C' — a, + o(1) , qui, compte tenu de (i), montre que n
n’est pas un nombre F-champion, ce qui prouve {v).

Pour démontrer {vi), on observe d’abord que F(NQ} /Qi) > F(N) , ce
qui entraine que, si ’on désigne par (Hj);»; la suite croissante des nombres
F-champions, on a par le lemme 2 et (iii) :

+ o(t)y/log H; ))
pour j suffisamrnent grand.

Soit X assez grand, et soit Ny, < X/2 < Nj41 -Ona:

Hipk < (X/2)(1+4 exp((~9/10 + o(1))/Tog X72))*

H+1<H(1+exp(

et comme (1 + «){°82)/¥ < 9 on voit que pour k& < ko , avec
3 que p

ko = (log 2) exp((9/10 + o(1))+/1og X/2)

GRANDES VALEURS DE FONCTIONS LIEES AUX DIVISEURS PREMIERS 199

on aura Hj 4 < X , ce qui achéve la preuve de (vi).

Remarque. Il nous est possible de donner d’autres prapriétés des nombres
F-champions. Cependant, nous n’avons pas pu obtenir une majoration

satisfaisante pour @(X)} , et nous ne savons pas prouver pour le moment

Q(X) = o(X?) avec § < 1 . J.-P. Massias a construit une table des nombres
F-champions jusqu’a un million.
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