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CALCUL DE L'ORDRE MAXTMUM
D'UN ELEMENT DU GROUPE SYMETRIQUE 5,

par Jean-Louis NicoLas (!)

Résumé. — Soit Sx le groupe des permutations de n objets. On désigne par g(n) I’ordre
maximal d’un élément de Sn. Cet article expose un algorithme de construction d’une table
des valeurs de g(n). On calcule pour cela des fonctions gx(n) par récurrence sur k, et pour
k assez grand, on démontre : g(n) = gi(n). Dans les programmes, g(n) qui est un entier trop
gros pour pouvoir étre traité comme tel en machine, est considéré comme un réel. On évite
les erreurs de comparaison des nombres en virgule flottante, en constatant que le quotient des
nombres & comparer n’est pas trop proche de 1. Les résultats obtenus sont les suivants :
13 une table de g(n) jusqu’a n = 8 100, avec la décomposition en facteurs premiers de g(n).
2) Une table des valeurs de n pour lesquelles g(n) est différent de g(n — 1) ainsi que les 8 pre-
miers chiffres de g(n) jusqu’a n = 32 000.

Soit S, le groupe des permutations de » éléments. L’ordre d’une permu-
tation ¢ € S, est le plus petit entier m > 1 tel que o™ soit la permutation iden-
tique. E. Landau [1], § 61 définit la fonction :

@ g(n) = max [ordre de o}

GES,
et démontre log g(n) ~ V/nlogn. Dans [2] et [4] nous avons démontré plu-
sieurs propriétés arithmétiques de la fonction g(n).

L’objet de cet article est d’exposer un algorithme de construction d’une
table de valeurs de g(n).

§ 1. CALCUL THEORIQUE

Un élément ¢ € S, se décompose en cycles de fagon unique. Par exemple,
pour n =9,

(123456789

=1 9 52 8 4 637
987612345)( X e

() Ce travail a été rédigé alors que I’auteur était détaché a I’Université de Sherbrooke,
province de Québec, Canada.
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L’ordre d’un élément est donc le p.p.c.m. des longueurs de ses cycles.
Dans I’exemple ci-dessus, 1’ordre est donc 12.

Si ¢ € S,, soient n,, n,, ..., m; les longueurs de ses cycles; on a :
n=mny 4+ n, + ...+ n

Ordre de ¢ = p.p.c.m. (ny, n,, ..., #).

D’autre part une partition de n est un systéme quelconque d’entiers > 1 :
ny, ny, ..., m) tels que # = n; + n, 4 ... + n,. Par exemple, le nombre n = 5
a 7 partitions :

5=44+1=3+2=3414+1=2+2+1
=24+14+141=14+14+1+1+1

Ii est facile de construire une permutation de n objets ayant &k cycles de
longueur (n, n,, ..., m). A5 =2+ 2 4 1, on associe, par exemple :

1 2 3 45
g =
21 4 35

Si n=mn; +n, + ... + n, est une partition quelconque de », il existe
donc un élément de S, dont I’ordre est : p.p.c.m. (1, 1, ..., ;). On a donc :

) gn) = rJ;l(aic [p.p.c.m.(ny, ny, ..., m)]

F(n) désignant I’ensemble des partitions de n.
On a les propriétés suivantes : (voir [1])
— g(n) divise n!

— g(n) est croissante (soit ¢ € S,; ’élément ¢’ € S, ,, qui laisse invariant
(n + 1) et coincide ailleurs avec ¢ a méme ordre que ¢).

— Tableau des valeurs :

9 10 11 12 13

20 30 30 60 60

g (31423 ¢ 13,41351045[235 3,4,5(1,3,4,5
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La troisiéme ligne indique la (ou les) partition(s) de » d’ordre g(n).

— g(n) n’est pas strictement croissante : g(12) = g(13).

— Pour n = 6, n = 11, on constate que plusieurs partitions sont d’ordre
£(n) (on appelle ordre d’une partition ’ordre d’un élément o de S, associé).

— Parmi les partitions d’ordre g(n), il en existe une, telles que les (11,)
soient des puissances de nombres premiers ou des 1. En effet si :

n=mn; +n,+.. +n

L<Cik

etsin, =ab,aveca>1,b>1,(@a, b)=1,a,beN,ona:
ab—@+b)=@—nDb—-1D—1>0
et les partitions :
n=a+b+n+..+np+14+14+..+1=ab-+n+..+n
ab—(a+b)

ont méme ordre, les multiples de ab étant les mémes que ceux de a et b puisque
(a,b) = 1.

Dans la formule (2) on peut donc se restreindre au cas o n; = p" :

©)) g(n) = max IIp"
Tpr<n
le « max » s’étendant 4 tous les systémes de couples p, r (p premier, r € N)
de somme Zp" < n.
Nous allons maintenant définir une fonction arithmétique / a laquelle g(n)
est attachée de fagon simple.

Définition : Soit I : N* — N définie par

I1)=0
l_c_‘

4 L . :
@ I (n p?‘) = ), p¥  avec p; premier et o; entier > 1
i=1 '

i=1

Autrement dit, pour calculer I(n), on écrit la décomposition en facteurs
premiers de n et on ajoute les facteurs ainsi écrits.

Par exemple pour n =36 =22.32, ona : I(n) =4+ 9 = 13.
La fonction arithmétique / est additive :

(m,n) = 1= l(m,n) = I(m) + I(n)

et sa restriction aux nombres p* (p premier, « > 1) est ’application identique.
On a I(n) < n pour tout n et I(n) = n entraine n = p=.
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La formule (3) devient alors :

&) g(n) = max j
1)<

On remarque que cette formule permet de définir g(0) = 1 et que 'on a
pour tout »n :

© Ig(n) < n.

La formule (5) nous servira désormais de définition de g(n).

Les fonctions g,(n)

On désigne par p, le k-iéme nombre premier (p; = 2, p, = 3, ...) et par H,
I’ensemble des nombres entiers qui n’ont pas d’autres diviseurs premiers que
pl’ p2, ""pk' AinSi Hl = { 1, 2, 4, 8, 16, .es },

H,=1{1,2,3,4,6,8,9,12, 16,24, ... }
On définit alors :

Q) &(n) = max j
H<n
JE€H:

On constate que g,(0) = 1 et que, pour » > 1, g,(n) est la puissance de 2
immédiatement inférieure ou égale a n.

Calcul de g,. Ecrivons
H, = l ' Hzi, avec H) = H,, Hzl = 3H,,etc, ...,,

i>o : s . + .
Hi = 3'H, = {3,2-3, 4.3, ..}
On aura :
® g>(n) = max j = max [ maxj
H<n izZol i<y
. jeHs jen:
Sii=0,
max j = max j = g,(n)
W<n <n
j€Hs JEH)
Sii>0,
max j=3'+ max = 3'gi(n—3)
W<n 3+1GY <0
3 j'€H

€Ho
La formule (8) devient :
£2(n) = max [g,(n), 3g,(n — 3), 92,(n —9), ..., 3'g,(n — 3")]
le dernier terme du crochet étant tel que 3* < n.
Exemple g,(18) = max [16,3.8,9. 8] = 72.
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Formule de récurrence. Par la méme méthode, on démontre que, pour
toutk > 2,ona:

© &(n) = max g 1(7), Pigi—1(n — Pi), s Pi&i—1(n — P)]
Cette formule nous permet de calculer de proche en proche les g, ().

Calcul de g(n). Soit p = p, le plus grand nombre premier divisant g(r).
Alors pour k' > k, g,.(n) = g(n). En effet :

g(n) = maxj et g(n) € Hy,
1N<n
donc :

g(n) = max j = g.(n)
G)<n
JjE€HY
La formule (3) ou la formule (6) indiquent : p < n. En fait, on démontre
(voir [2] ou [4] que p~ v/nlogn et il est possible d’adapter la démonstration
pour montrer que p < avVnlogn avec a > 1. Pour dresser la table de g(n)
pour n = 12 N, il suffit donc de calculer g,(n) de n = 14 N avec k assez grand.
Pour N = 32000, v/ Nlog N = 575, on prend k = 140, p, = 809 ce qui
correspond 2 : a = 1,4. En fait le plus grand nombre premier utilisé est
641 = p,,¢ ce qui fait que :

pour n < 32 000 R g(n) = g116(n) = giln) pour k > 116

§ 2. PROGRAMME DE CALCUL POUR g;n)
EN LANGAGE FORTRAN

Au début du programme, la machine a en mémoire les nombres premiers
P(K)de K=12a KMAX et G(N)est égal 3 g,(N)de N =1 a NMAX.

D@12 K=2, KMAX

N = NMAX
5 I=1
Z = P(K)

6 IF(G(N)— Z%G(N — Z))9,9,8

9 GW)= Z%G(N — Z)
8 I=1I+1

Z = Z% P(K)
16 IF(N—Z) 11,11, 6
11 N=N—1

17 IF(N — P(K)) 12, 80, 5
80 IF(K-EQ-2) G(3)=23
12 CONTINUE
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Il est commode de faire décroitre N (Instruction étiquetée 11). En effet, le
calcul étant arrivé & K = K, et N = N,, ’ordinateur a en mémoire pour G(N) :

si. N> Ny  G(N) = gg,(N)
si NS Ny, GN)=gg,—:(N)

En particulier, dans Pinstruction étiquetée 6, G(N — Z) représente
gx-1(N — Z) et G(N) représente le nombre que 1’on augmente petit a petit
(lorsque I augmente) par ’instruction étiquetée 9, pour devenir gg(N).

L’instruction étiquetée 80 est introduite pour compenser la lacune suivante.
Le programme précédent ne tient pas compte du cas n = pj de la formule de
récurrence (9). Si dans cette formule, c’est pjg, _,(0) qui réalise le maximum,
alors g (n) est une puissance exacte de nombre premier. On montre facilement
que ¢a n’arrive pour k > 2 que lorsque k = 2 et n = 3.

Enfin, lorsque pf > NMAX, la formule de récurrence (9) devient :
gi(n) = max [g, (1), P&y 1(n — pi)]

et le programme se simplifie.

§ 3. PROGRAMME G 32000

L’ordinateur utilisé ‘est le C.D.C. 3600 de 1’Institut Blaise-Pascal de la
Faculté des Sciences de Paris. Sa mémoire est de 32 767 mots de 48 bits.

On fixe NMAX = 32000, KMAX = 140, P(140) = 809. On prend G(N)
en virgule flottante. La comparaison étiquetée 6 peut &tre douteuse. On la
remplace par :

6 IF(G(N)— A*Z%G(N—2)) 7,7, 8
7 IF(GIN)— B Z+G(N — Z)) 9,9, 10

On prend initialement 4 = 1.01 et B = 1/4. Si I’on arrive & Dinstruction
étiquetée 7 et si le nombre G(N) — B Zx G(N — Z) est positif, c’est que le
quotient G(N)/Z# G(N — Z) est compris entre B et 4. Dans l’instruction
étiquetée 10 et les suivantes, on imprime les nombres K, N, Z et le quotient
G(N)/Z# G(N— Z) et I’on remplace 4 et B par des valeurs plus voisines de 1.
La valeur finale de A4 est : AMIN = 1,000 009 299 3, ce qui fait que tous les
quotients sont ou bien supérieurs 3 AMIN ou inférieurs 3 1/AMIN.

On détermine également pour chaque 7 la plus petite valeur m,(i) de » telle
que p;, divise g,(n). C’est la plus petite valeur de # pour laquelle I’instruction
étiquetée 9 est utilisée. Il suffit de rajouter aprés I’instruction étiquetée 9 I’ins-

truction suivante :
M({I)=N

et d’imprimer M(I) avant d’augmenter K. C’est ainsi que 1’on voit que les
nombres premiers au-deld de 641 ne servent pas.
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Enfin, cette table permet de déterminer les intervalles sur lesquels g(n) est
constante. En effet, on peut montrer que si les nombres g(n) et g(n — 1) sont

différents, alors _8m) > AMIN. On pose A — 1 + AMIN
gn—1) 2

N et G(N) lorsque G(N) > A% G(N— 1). La table contient ainsi 10 923 valeurs
différentes de g(n). On obtient :

£(32 000) = g(31 999) = 2,785 921 329 . 102¢!

et on imprime

§ 4. PROGRAMME G 8100

Dans ce programme, on limite la table 8 NMAX = 8 100 et KMAX = 90.
(En fait les résultats du programme précédent auraient permis de prendre
KMAX = 63.) Mais on va obtenir la décomposition en facteurs premiers
de g(n). Cette décomposition va &tre inscrite sur trois nombres entiers :
MUI(N), MU2(N), MU3(N). Si la décomposition en facteurs premiers de g(x)
s’écrit :

g(n) = 2M3%, ... pit ...,

On a:

2% < 8100, 32 8100, ... p* < 8 100, d’aprés (6)

’

On adonc:o; < 12,2, <9,..., 04 <

9
p1s = 47  donc %5 < 2, .., %g3
<1

NN

2
Pas = 193 donc Oga 1

s =05 %90

MUI(N) représente le nombre dont les chiffres décimaux sont o, oy, ..., 0ty 4.
MU2(N) sera écrit en base 3 et MU3(N) en base 2. On aura :

14 43 90
MUIN) =Y, o 0™ 5 MU2N)= ) 3% ; MU3(N)= D, 2°°*
k=1

k=15 k=23
Le calcul de ces nombres se fait en posant initialement :
MU1(N) = 1013g,(N) et MU2(N) = MU3(N) = 0.

On sépare la boucle Ken 3 parties : K=22a 14;de 1542 43;de 442 90. Eta
chaque fois que I’on modifie la valeur de G(N) par ’instruction étiquetée 9,
on modifie la valeur de MU1 :

9 GIN)=Z+G(N—2Z)
MUI(N) = MUI(N —Z) + 10% % (14 — K)% [
Lorsque 15 < K < 43, cela devient :
109 G(N) = ZxG(N — Z)
MUI(N)= MUI(N — Z)
MU2(N) = MU2N —Z) + 3% %(43 — K)* 1
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Résultats. — La encore, on n’imprime pas G(N) si G(¥) = G(N— 1)
c’est-a-dire si MU(N) = MU(N — 1) pour i = 1, 2, 3. Au moment de I'im-
pression, on décodifie MU1, MU2, MU3 pour avoir les valeurs de o,. On
trouve ainsi pour n = 8 003, g(n) = 4,465 189 084 . 10120

d1=5, a2=4, OC3=2, d4:2, U»5=2, 0«6:173—“...=¢156=‘71,
xs57 :0, (158:(7.59:1, 0’6021, 151200(62: 1,

et pour k > 62, o; = 0. On remarque que 269 = ps, et 283 = pg; ne divisent
pas g(8 003).

Il me reste a remercier M. le professeur R. de Possel qui a dirigé ce travail

qui constituait mon deuxiéme sujet de thése et M. Tréhel qui a bien voulu
relire mon manuscrit.
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