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Abstract. E. Landau has given an asymptotic estimate for the number of integers
up to = whose prime factors all belong to some arithmetic progressions. In this paper,
by using the Selberg—Delange formula, we evaluate the number of elements of somewhat
more complicated sets. For instance, if w(m) (resp. £2(m)) denotes the number of prime
factors of m without multiplicity (resp. with multiplicity), we give an asymptotic estimate
as T -+ oo of the number of integers m satisfying 2™'m < =, all prime factors of m
are congruent to 3, 5 or 6 modulo 7, 2(m) = i (mod2) (where ¢ = 0 or 1}, and m =
(mod ).

The above quantity has appeared in the paper [3] to estimate the number of elements
up to = of the set A of positive integers containing 1, 2 and 3 and such that the member
p(A, n) of partitions of n with parts in A is even, for all n > 4.

1. Introduction et énoncés des résultats. Nous désignerons par ¢
la fonction d’Euler, par p la fonction de Mébius et par w(n) (resp. £2(n)} le
nombre de facteurs premiers distincts (resp. avec répétition) de 'entjer n.
Nous désignerons par p un nombre premier générique. Pour & entier, & > 1,
on note

(1.1) (Z/kZ)* = {heN:1<h <k, (hk)=1}

Iensemble des classes inversibles modulo k. Soit J C (Z/kZ)* ; on note |J|
le cardinal de J; on a done |J| < (k). Pour j € J, on pose

(1.2) Pi={p:p=7 (modk)}
et
(1.3) Pr=J P

jed

Dans {9, §§176-183], E. Landau a estimé le nombre d'entiers inférieurs & =
et dont tous les diviseurs premiers appartiennent & P;. Plus précisément, il

2000 Mathematics Subject Classification: 11N25, 11N37.

Recherche soutenue par le programme d’échange franco-tunisien n°99/F 1507, par le
contrat MIRA 2002 Théorie des nombres Lyon-Monastir de la Région Rhone-Alpes et par
Je CNRS, Institut Girard Desargues, UMR 5028.

(223)



224 F. BEN SAID ET J.-L. NICOLAS

a montré que

¢ z
. 7;:[: o F(UV‘P( 1} (log z)1-1l/wik)’
pin=pePy

ol I" est la fonction Gamma d’Euler et C une constante dépendant de & et
de J. Ce résultat a été précisé par E. Wirsing ([18]) et par G. Tenenbaum
et J. Wu (17, probléme I1.8.6]).

Dans [15], par une méthode utilisant la variable complexe, A. Selberg a
obtenu une estimation asymptotique des sornmes

(1.5) Z 2, Z u(n)z, Z 250

nix n<s n<z
H. Delange (cf. par exemple [7]) 2 déduit de ce type de formules plusieurs ap-
plications en théorie des nombres ; on trouvera dans le livre de G. Tenenbaum
[16] un exposé de synthése sur le sujet. Soit g(n) une fonction arithmétique
satisfaisant

(1.6) g{n) multiplicative, g(n) > 0, lingo g(n) =
-

{par exemple g(n) = n2“’(“)) el a, une suite également multiplicative.
Dans les articles {11], [12], [2, pp. 90-102], [1] et [10], sous des hypothéses
raisonnables, les sommes en (1.5) sont étendues 3

(1.7) > an

g{n)<z

Notre but est d’évaluer les sommes de type

(18) S

g(n)<w
pln=pcP,
n=amodb

qui incluent les sommes {1.5) et (1.7} en ajoutant méme la condition n = g
(modb), oi1 @ et b sont des entiers satisfaisant

(1.9) 1<a<h (a,b)=1, (bk) =1L.

Nous désignerons par x et £ des caractéres de Dirichlet génériques de
modules respectifs k£ et b avec xo et & comme caractére principal. Nous
noterons {(s) la fonction de Riemann et L{s,x) la fonction de Dirichlet
associée au caractére x. Pour }z| < 1, log(1 + z) sera défini comme la somme
de la série > . {—z)"/n.

Soient k et j deux entiers positifs premiers entre eux. On définit

(1.10) Pk = ] (1 - E)Q(k)n(1 - %)_1.

p=j (mod k) P p
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Aucun des deux produits ci-dessus n'est convergent, mais nous prendrons
comme valeur

8(p)
(1.11) P(k,g) =] (1 - %)

4
avec H(p) = (k) —1sip = j (mod k) et #(p) = —1 sinon. La convergence du
produit (1.11) peut se démontrer directement & 'aide du théordme des nom-
bres premiers dans les progressions arithmétiques ; dans le lemme 4, nous en
donnerons une autre démonstration qui permet de calculer numériquement
P{k,7) avec une grande précision.

Au paragraphe 3 nous démontrerons le résultat suivant permettant d’es-
timer les somme du type (1.8) :

THEOREME 1. Soient b un entier positif, £ un caractére de Dirichlet
de module b ¢t J C (Z/KZ)*; soit g(n) une fonction erithmétique satis-
faisant (1.6); soit aye(n} {resp. bje(n)} une suite multiplicative de nom-
bres complexes (resp. de nombres réels). On suppose que, pour tout n > 1,
lase(n) < bje(n) et que les séries

(1.12) Fhug(s) = )_aze(n)g(n)™®
n=1

et

(1.13) Fyag(s) = vae o)™

sont analytiques dans le demz-plcm ?Rs > 1; on suppoese qu’il existe trois
constantes réelles B> 0,0 < ¢ < 1/2, 0 < § <1 et des fonctions (f;(s))jes
et f¥(s), holomorphes dans le domaine

C

vérifiant
(1.15) max(|f;(s)], |FT(s)]) < B(log(3 + 1Ss))?  powrj e J et s € De;

on suppose que, dans le demi-plan Rs > .1, la série Fy j.(s) définie par
(1.12) admet une représentation en produit eulérien du type

(1.16) Fope(s) = Hopg(s) [ [ ( [1 (1 - gp_(?) —fj(S))

Jj€J p=j(modk)

et que, de plus, H, j:{s) est une fonction analytiqgue dans D., et satisfai
dans ce domaine la majoration

(1.17) |Hy,¢(s)| < B(3+[s))*;
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on suppose similgirement gue, dans le demi-plan Rs > 1, la série F ' £(S)
définie par (1.13) admet la représentation

(1.18) Flie(s) = HY, o (s)C(s)70),

que H ; J.ﬁ(s) est une fonction analytigue dans D,, et satisfail dans ce do-
maine lo majoration

(1.19) |HY ;o (s)] < B(3 +|Ss))’.
Alors, si Uon nete
{1.20) Aguelz) = > ayeln),

n2l, g(n)<z

1
1.21 = .
on a, pour 5 ?é ‘EUJ
log log
(1.22) Age(x) =0 (w (ng);*")
et, pour & = &g,
_ z Hy,160(1)Ck loglog z

(123) Ag,J,Eg (-’L') - (].Og.'l'l)lif{l) ( gF(f(l)) + O( lOg.’L‘ ))

(avec la convention 1/I'(0) = 0); la constante C,y, vaul

L2 Co=T[ (P(k,j)—fj(l)/sa(k) I1 (1 _ %)fj(l)),

jEJ plb
p=j (mod k)

avec la définition de P(k,j) donnée en (1.10); la constante contenue dans
le O des formules (1.22) et (1.23) dépend de k, b, B, c et 8.

Dans 'article [3], nous considérons les ensembles
(1.25)  W={2p""p3*...p;" :j20,0; 21, m,...,p; = 3,5,6 (mod7)}
et, pouri =0 ou I, r = 0 et | impair,
(126)  Wiri={¥meW: 2(m) =1 (mod?2) et m =1 (mod 2"*1)}
et les fonctions associées
(1.27) W(z) = Card{n e W:n <z},
{1.28) Wi ri(z) = Card{ne W, ., :n <z}

Au paragraphe 4, comme application du théoréme 1, nous démontrerons le
théoreéme 2 :
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THEOREME 2. Pour x> 2, on a

. x log log x
(29 o) = e 1+ 0 (Sege )}
x ¥ 1
@50 Winte) = g 0 (G )
avec
1 6 \M*
™
et

1 1 1/2 1 —1/4
m= I (1 + 5___2) (1 - 5) (1 - 55) = 10751753443 ...
p=3,5,6(mod7)

Le produit v a été calculé par la formule (2.18) avec la méthode décrite
dans [5] que nous rappelons dans le paragraphe 2; cette méthode permet
d'obtenir une grande précision.

Notons ici que le théoréme 2 est utilisé dans {3] pour donner une esti-
mation de A{z) = Card{e € A :a < z}, ot A = Ap({1,2,3},3) désigne
I'unique ensemble d’entiers strictement positifs qui contient {1,2,3} et tel
que, pour n > 3, le nombre p(A,n) de partitions de n en parts dans A est
pair. En particulier, il est démontré dans [3] que W est inclus dans A

Dans les articles [13] et [14] on trouvera des applications du théoréme 1
en vue d’obtenir une minoration de A(z) lorsque A = A4({1,2, 3,4,5},5).
Ces applications sont détaillées aux paragraphes 5 et 6.

2. Quelques lemmes

LEMME 1. Soient 5 et &k deux entiers positifs premiers enfre cux et € un
caractére de Dirichlet modulo 6> 1. PourRs > 1, on a

o) Y 2o S 5)ogL(s x8)

p=7 (mod &) xmodk
x§
- Yy, K
x mod k r a=2 pes

Démonstration. Pour Rs > 0 et ¢t > 2, on définit

(2.1)  logLu(s, x€) = Zlog( )g(p)) ZZ(X gt ‘.

pst Pt a=1
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En utilisant la relation d’orthogonalité

(k) sip=j(modk),
(2:2) X(x(@) =1 ¥
X rnZod i { sinon,
on obtient
23 wm) S oS s)legLis )
p=§ (mod k) xmod k
pst

- Y x Y, 09

x mod k pt a=2
Mais pour Bs > 1,on a
(2.4) tlim log Li(s,x£) = log L(s, x£)
—r 00
et Pon conclut en faisant tendre ¢ vers 00. «

LEMME 2. Avec les notations du lemme 1, pour Rs > 1, définissons
Gjkg(s) par

25 -—ek) D log (1—%’}))

p=j (mod k)

=Gj,k,f(5)+ Z Y(J) IOgL(SsX@;

x mod &

alors, G e(s) est prolongeable par holomorphie dans le demi-plan Rs > 1/2
par la fonction notée aussi G ¢(s) et donnée par

(2.6) Cinels)= 3 X(J)ZZE(P“)(X p} —x(p*)

xmodk P =2

De plus, pour Rs > 60 > 1/2, on a
2.7) |Gjr(s)] < p(k).

Démonstration. Pour Rs > 0 et £ > 2, on définit G;t,)c E(S) par

28) Gh()=—pk) Y log (1m§-(€_)) ~ Y Xi)log Li(s, x6),
p=j (modk) P/ xrmodk

olt log L:(s, x£) est défini en (2.1). Par (2 3) et (2.2), (2.8) donne
(2.9) GH= 3 x ZZ £(p%) xg;)a: X))

xmaod k& p<E o=
En faisant tendre ¢ vers co dans (2.9), on obtient (2.6).

2(2 + V2)oo
200 —1
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L’holomorphie de Gj¢(s) pour Rs > 1/2 découle du fait que

> LY NG 3y Ly

xmodk P =2 p a=2

k)zzpaws plk )Z ms(pms_l)

p a=2

< olk) g 21,2 Z m < (2+ V2)p(k)( (200s).

Il y a donc convergence normale dans tout demi-plan ®s > og > 1/2 et done
dans tout compact du demi-plan Rs > 1/2.

L’inégalité (2.7) s'obtient en majorant ((2Rs) par 1+ {7 t2R() gt =
2WR(s) /(2R (s) — 1).

LEMME 3. Soient k > 1 un entier et x un caractére de Dirichlet de
module k.

(i) I existe une constante c = c{k) > 0 telle que la série L(s,x) n'ait
aucun zéro dans le domaine '

c
= : >l-—— 7.
D {s eC:Rs>1 oz (3 |S}‘s|)}

(ii) Pour s € D; et x # X0, on @
Lis, x)** < log(3 + [9s).

(iii) 8t x # xo, le produit [[ (1 — x(p)/p) est convergent et voul
1/L(1,%)-

Démonstration. (i) est un résultat classique qui permet de trouver une
région sans zéro pour toutes les fonctions L de Dirichlet associes & un
caractére de module fixé. Le lecteur pourra consulter [6, chap. 14], et [186,
notes 8.2 et 8.3, p. 265).

(ii) Pour exposant +1, on a |L{s,x)| < [((s)|, et I'on sait (cf. [16,
théoréme 7, p. 149} que [((s){ < log(|Ss|) pour s € D, et [Is| = 2.
Comme x # X0, L{s, ) est continue pour Rs > 0, ce qui prouve le résuliat.
Pour l'exposant —1, la majoration est démontrée dans [8, théoréme 8.7,
p. 286].

(iii) On trouvera une démonstration dans [9, paragraphe 109]. =

LEMME 4. Avec les notations des lemmes 1 et 2, le produit P(k, ) défini
en (1.10) converge et se valeur est
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(2.10) P(k,j) = exp(—Gj.k,eo(l) -3 Y(j)logL(l,xéo))

X#Xo0
1 #{k) 1 -1
< I (1") H(lmw) ‘
plb P plbk P
p=j (mod k)

Démonstration. Soit ¢ un nombre réel que nous ferons tendre vers oo.
La définition (2.1) de log Li(s, x£) a un sens pour s réel, s > 0, ainsi que
la refation (2.3} qui s’en déduit. La définition (2.8) a un sens pour Rs > 0,
ainsi que la relation (2.9). En comparant (2.9) et {2.6) pour s = 1, on voit
que

(t
(2.11) lim GJ,{E( ) = Gje(l),
et par le lemme 3(iii), lorsque x€ n’est pas principal,
(2.12) Jim L4(1,x€) = L(Lx8).

On éerit la relation (2.8) avecs=1et £ =& :

(213)  wlk) > log(l l(gp))"r)(o(.?)]()gl't(l xoéo)

p=j (mod k)
pst

= ~CH (W) = D7 X(7) log Lu(1, x60).
X#xo
Par (2.11) et (2.12), le membre de droite de (2.13) a pour limite, lorsque t
tend vers co,
XFEx0

Si 1'on choisit ¢ plus grand que bk, Vexponentielle du membre de gauche de
(2.13) s'écrit (car Xg{j) = 1)

(2.14) I (1 ~ @?Eﬂ)w(k} 11 (1 - X——"(pf"(p))_l
)

P%j(rggdk pst
<

1 wlk) - 1 ~1
-{_ I, (-5 10-5) }
p=j (mod k) pst g

psi
1 —p(k) 1
< 11 (-;)  0(-;)

plb plbk
p=3 (mod k)
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1l s’ensuit que l'expression entre accolade de {2.14) a une limite quand t tend
vers oc, soit P(k, §), et que la valeur de P(k, j) est donnée par (2.10). =

Calcul numérigue. La formule (2.10), en faisant b = 1, permet de cal-
culer les produits P(k, 7), en utilisant }a méthode décrite dans [5], que nous
rappelons ci-dessous.

Soit s réel, s > 1; pour évaluer L(s, x), on écrira

] k-1
0= T )
n=1 i=1 n=j {mod k)

et la somme intérieure sera évaluée avec la formule sommatoire d'Euler—
Maclaurin :

1
(2.15) > =
n=j (mod k}

= 1 11
TZ: 'r‘k+j)s (s-—l)k(Rk+j)s‘1+§(Rk+j)5

B s{s+1)...(s+2m — 2)k*m!
+ Z (2m)1 (Rk + j)s+2m—1 !

ol R est un parameétre & déterminer ; les coefficients Bam, sont les nombres de
Bernoulli qui alternent en signe, ce qui fait que le membre de droite de (2.15)
donne, en s’arrétant & deux valeurs consécutives de m, un encadrement pour
le membre de gauche.

Ensuite, on définit

(2.16) Ry =342,
On a
lOgL(S, X) = Zp:"k)g (1 - Xp—(f)) = ;Q_l C{pc‘s Z Pos(x%)

et par la formule d’inversion de Mdébius, on obtient

(0]
o
(247) P = 3 M 10g 15, ).
=1
La série (2.17} est rapidement convergente, car
1,1 1 7 dt +11 _ 3
L — — (2= — <2
L) =1 S 55+ 50+ —25+ 3412 2s

pour s > 2. Ainsi, {2.17) permet le calcul de Ps(x).
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Pour calculer Gk g, (1), on écrit la formule (2.6) :

Ging(1 Z D RN PaXES) — PalxE)).

a=2 x mod k
La série en o converge rapidement puisque
1 3
|P(X)I<Z‘;S2—Q+§g+ _2a

Enfin, dans (2.10), pour évaluer L{1,x), on emploie les formules de
(4, p. 376] qui utilisent les sommes de Gauss; on obtient ainsi la valeur
numérique de P(k, j).

Par ailleurs, pour évaluer le produit infini [[,-; (meax) £(1/p), ot f(2)
est une fonction analytique au voisinage de z = 0, on développe log f(z) en
série entiére et 'on suppose que log f(z) = cpz® +¢32° +...; par (2.16), on a

218 g I fa/m)= g,() S ¥ enPulx

p=j (mod k) xmodk n=2

Pour la suite, on aura besoin de la terminologie introduite dans [I8,
chap. IL5] et [11]. Soient des nombres réels stricterment positifs ¢, 4, 0 <
d < 1, B, g(n) une fonction arithmétique satisfaisant (1.6), et f une fonc-
tion analytique dans le domaine D, défini par (1.14). On dit qu'une série
Fy(s) = 37,51 ang(n) ™%, oll an est une suite multiplicative, posséde la pro-
priété P{f,c, 8, B) si:

(i) La série Fy(s) est absolument convergente dans le demi-plan Rs > 1
et ¥ admet une représentation du type

(2.19) Fy(s) = Hi(s)¢(s)™), Rs > 1.

(ii) La fonction Hy(s) est prolongeable en une fonction analytique dans
le domaine D, défini par (1.14) et satisfait dans ce domaine la majoration

(2.20) |Hy(s)| < B(3 +[Ss])’.
(iii) La fonction f(s) vérifie
(2.21) [£(s)| < Blog(3+19s]))’  pour s € D

Soit f*(s) une fonction analytique dans D,. On dira que la série Fy(s)
possede la propriété PH(f, f*,c, 8, B) si elle posséde la propriété P(f, c,d, B)
et s'il existe une suite multiplicative de coefficients réels by, tels que |an| < b,
pour tout n et Fif(s) = 3_, 5, bng(n)~° posséde la propriété P(f*, ¢, 4, B).
Autrement dit, il existe une fonction H}'; (s) telle que les trois propriétés (i),
(ii) et (iii) soient satisfaites lorsque I'on remplace Fy, Hy et f par F, H}';_
et fT.
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Dans [12], Naimi et Smida annoncent un développement asymptotique
de Ag(2) = o510, gny<s 9n dans le cas ot Fy(s) = 3,5 ang(n) ™" posséde
la propriété P (f, f+, ¢, 8, B) ; nous énongons ici leur résultat sous une forme
plus faible :

THEOREME A ([12]). Soient Fy(s) = 3,5, ang(n)™° une série vérifiant
la propriété PY(f, f*,¢, 8, B) et Ag(z) = Znal,g(n)Sm ay. Alors,

o) o) =otoma = { s +o (M%)}

(avec la convention 1/I'(0) = 0), ot Hy est définie en (2.19) et la constante
dans le symbole de Landau O dépend de ¢, 8, B.

Dans son livre {16], G. Tenenbaum démontre le théoréme A lorsque
g{n) = n et f(s) est une constante complexe. Le terme de reste dans (2.22)
peut alors étre remplacé par O{1/logx).

Le théoréme A est démontré dans [11] dans le cas ol g(n} = id(n) = n.
La preuve repose sur la formule de Perron

x 1 2+ico L5+l p
SAg(t) dt = ﬂ S FQ(S) m 8
0 2—ioo

et ensuite les propriétés analytiques de la fonction Fi{s) sont utilisées. La
propriété P(f*,c,d, B) sur la fonction F,[(s) permet de contréler les va-
riations locales de A4;4(f). La formule de Perron reste valable dans le cas ol
g(n) est une fonction arithmétique vérifiant (1.6) et la démonstration de [11}
se généralise au théoréme A (cf. [12]).

3. Preuve du théoréme 1. Pour Rs > 1, la relation (1.16) peut s’écrire

Fyre(s) = Hos(s) exp( S T log (h?))

jeJ p=7f (mod k)

qui devient en utilisant le lemme 2 :
(3.1)  Fguels)
= Hypy(s) exp (Z; 5O (Gneer+ 3 xtyoutsn)) ).

x mod &

Distinguons deux cas :

PREMIER CAS : £ # £. Par le lemume 3, puisque x£ n’est pas un caractére
principal, en diminuant éventuellement e, L(s, x£) est holomorphe dans D,
(défini par {1.14}) pour tout caractére x modulo k. D’aprés les hypothéses
du théoréme 1, Hy j¢(s) et chaque f;(s) sont holomorphes dans D, ; par le



234 F. BEN SAID ET J.-L. NICOLAS

lemme 2, G; 1 ¢(s) est holomorphe dans le domaine Rs > 1/2 qui contient D..
11 s’ensuit, par (3.1), que Fy j¢(s) est holomorphe dans D..

Par (2.7), puisque ¢ < 1/2, G 1, ¢(s) est bornée dans D, et par (1.15) et
le lemme 3{ii}, on a

ij(k)( i)+ 3 XU )1°gL(S’X§))j

x mod k

(3.2)

Cip,Be (108(3 + |9s)))° (1 + log log(3 + |Ss]))
et done (3.1} et (1.17) entrainent, pour s € D,
|Fong(s)l < Mp()(3 + |Ss))0+0/2

pour une certaine constante Mp = Mp(£) dépendant de k,b, B, ¢, 4. Ainsi,
la fonction F, j¢(s) possede la propriété P(0, ¢, (1 +48}/2, Mp).

Ensuite, par (1.18) et (1.19), on voit que F.' 4.7¢(s) posséde la propriété
P(ft,c.é, B) et ainsi, Fy j¢(s) posside la pmpnete PO, ft e (1 +6)/2,
max{Mp, B)).

On peut donc appliquer le théoréme A avec f(s) = 0 et Fon obtient
(1.22).

DEUXIEME CAS : £ = &. Dans la somme en y de (3.1), on sépare le
caractére principal yg. On a,

1\ 1
33)  Lisxet)= [] (1 . _s) — ]I (1 - _3)
(pbk)=1 P I
et, comme ¥p(j) = 1 pour j € J, on déduit de (3.1) et (1.21)

Hy 160()exp [Z D (Gl + 3 x)op L. 160))]

X#X0
fis})
<@ (1 1)

plbk

Par un raisonnement analogue & celui du cas précédent, tous les facteurs du
membre de droite de (3.4) sauf {(s)f®) sont holomorphes dans D.. Puisque
|7l < @lk), par (1.21) et (1.15), on a |f(s)| < B(log(3 + |Ss())* pour
8 € D,. Maintenant s € D, = Rs > 1/2, et pour p premier et s € D,,
flog(1 — 1/p®)} < ~log(l — 1/v/2) < 2. On a donc

> " fs)log (1 - i)

plbk

iy 1f(s)] < B(log(3 + |Ss]))’.
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Le crochet de (3.4) se majore comme dans {3.2), et en utilisant la majora-
tion (1.17), on obtient

| Fg160(5)/¢ ()T < Mp( 60)(3 + [Ss|) O
pour une certaine constante Mg (&) dépendant de k, b, B, ¢, §. Ainsi la fone-
tion Fy s¢,(s) posséde la propriété P(f,c, (1 +8)/2, Mp(&o))-
Comme dans le cas § # &, F Jrg0( ) posséde la propriété P(f+,c, 8, B) et

ainsi, Iy s¢, () possede la propriété P(f, 1, ¢, (1468)/2, max(Mr(&), B)).
On peut donc appliquer le théoréme A et 'on obtient (1.23) avec

'. (3.5) Cur = exp (Z fJ(k) [ Gjkgo(l) + gx:o x(4) log L(l:x&))])
f(1)
<II(-3)

Par le lemme 4, le crochet de (3.5) vaut

—log P(F, §) + w(k) Z log (1 - —) Zlog (1 - —)
#lb plok
p=j (med k)

ce qui, reporté dans {3.5), fournit & travers (1.21) la valeur de ¢ annoncée
en (1.24).

4. Preuve du théoréme 2. Pour la preuve du théoréme 2, nous utili-
serons les deux résultats classiques suivants :

LEMME 5 (¢f. {7, p. 108]). Soient N C N un ensemble d ‘indices, et pour
n € N, des fonctions complexes uy, et v, définies sur un méme ensemble £.

On suppose que pour tout n € N ef tout z € £,

[un(z)] € Un,  |un(®) +vn()| < Vo,
ow les U, et les Vi, sont des constantes telles que

EUE<OO, ZVn<oo.

neN neN
Alors le produdt infini

IT (2 +un(a)) exp(va(z))
neN
est normalement convergent pour x € £ et sa valeur est bornée pour z € £.

LEMME 6. Soit t un nombre compleze vérifiant }t| < 1/v/3. On a
flog(1 — 1) + ¢} < ¢
Démonstration. Soit a un nombre réel positif, a < 1. Pour |t <aon a
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[logf{l —¢) +¢| =

ﬁ’<|t|2Z @)

2
avec f(a) = (—log(lma)—a)/a De plus, f{1/4/3) = 0.85158 < 1. u

En vue d’appliquer le théoréme 1, on choisit £ = 7, J = {3,5,6}, g(n) =
n2@n) b= 27+l gt

(4.1) Py="Puasey ={r:»=3,56 (mod7)}.
On définit la fonction arithmétique complétement multiplicative §3 par
(4.2) (e ={; 1< Pos

0 sinon.

Pour z réel, z > 1, et i = 0 ou ¢ = 1, la quantité W , ;(z) définie par (1.28)

peut s’écrire
14(-1 2{n)+i
Wird@)= 3 63(n)(——(2)—),

n2v(n) <x
n=l(mod 2r+1}

o encore

(4.3) Wi ri(z) = 1(A1(z) +(—1)*A_ (z))
avec

(4.4) A2) = Apra(@) = Y 83(n) 2,

n2v(n) <
n=l {mod 2r+1}

Maintenant, si £ est un caractére de Dirichlet modulo b = 27+1, on pose
a(n) = 63(n)z”(")§ (n}) et b(n) = lz|ﬂ(n) la série
83(n)z"¢(n)
4.5 = oMy VA
(45) Fi(s, 2) 2 "k

se développe, pour Rs > 1 et {2| < 3, en un produit eulérien donné par

Fe(s,2)= ] (1+z€(p)+...+zj'§(pj) )

S8
PEPa,5.6) zp Zpre
Pt
= I (5=5)
PEP (3,56} P P

qui peut encore s’écrire

(4.6) Fe(s,2) = He(s, 2) H (1 B ég)-) —22

PEP3.5.6)
avec
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wn  Hls2= ][] _(1+£%) (l_gg))zz—s

PEP(3,5,6)

On fixe o tel que 1/2 < g < 1. Dans (1.14), on choisit ¢ < {1—oy) log 3,
de telle sorte que D, C {s: Rs = op}.
En vue d'appliquer le lemme 5 pour majorer |He(s, z)| dans 'ensemble

Rs>o0p>1/26et 2] <2y < /3, on remarque

s 2 —oo 2
Z 27°2£(p) < Z ( 27% 2% ) < oo
p° — z£(p} PO - Zg
rEP(3,5.6} PEP3,5,6)
et, en appliquant le lemme 6 avec £ = £(p)/p?, il vient

Z —_Z“Szg(p) + 22 %log (1 — %(g)-)l

s _
i L #¢(p)
275 7262 (p) - ( ( E(p)) &(p))‘
= Z —_— L 227 logl 1 - S | 4 2
PYRCE 5 s
o (7° — z¢(p)) p p
0 L2 2—%0
= Z (00?00?2)4_20200 )<00.
PEP(3,5,6} L 0 P

Les hypothases du lemme 5 sont satisfaites, et il en résulte que, pour Rs >
oo >1/2et jz] < 29 < V3, on a
(4.8) He(8,2) = Ouy,z(1)-
Ainsi, la fonction He(s, z) est, pour z fixé, holomorphe dans le domaine
Rs > 1/2 et la condition (1.17) est remplie avec § = 0.
On a para.llelement
|!?(ﬂ)

Fi(s,z) = Z . 2y

avec . " N
e =T1 (1475 055) (- 5)

On démontre, comme ci-dessus pour He(s, z), que Hg' (5, %) est bornée et
holomorphe dans D..

Pour j € J = {3,5,6}, on choisit fj(s) = 227%; pour Rs > g9 > 1/2 et
2| <z <+v3ona
(4.9) Fi(8)] = |227%] < 20277 < V3272 < 5/4,
et comme ft(s) = |2]27%, la condition (1.15) est remplie avec § = 0 et
B =5/4.

|Z| _ z|27¢
-II (1+ 5752 |z|)) = G
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Par conséquent, les conditions du théoréme 1 sont satisfaites pour
Fi(s, 2), ce qui permet, grace a (1.22), d’écrire pour £ # &

loglog x
4.10 A, 2 = —
(4.10) @)= D as(n)(n)z O(I (logz)?
n2win)<z
et
T Hgo(l, Z)C{g 5,6},7 log Iog x
411) A4, = —
( ) 60 () (logw)l—f(l)( r(f(1) +O( logz ))

avec f(1) = —z2 V= 2/4; Cl3,5,6),7 est défini par (1.24). Remarquons que,
dans les formules (4.10) et (4.11), le O ne dépend que de 7.
Maintenant, la relation d'orthogonalité

(412) > Fmem={g gn=! ™

¢mod 2+l sinon,

{4.4) et la définition de A4, ¢(z) donnée par (4.10) permettent d’écrire
1 -
Az) =5 37 EDAugle).

£ mod 2r+1
En utilisant (4.10), il suit
1 -
(4.13) 4:(@) = 5 (Auee@) + 3 ED AL 4(2)
£# 6o

1 loglogx
=—A Oz —
3 hula) +0(2 (2253 )

et, & I'aide de {4.3), on obtient

(1) Winte) = gz (@) + (1) () + O PELES),

Mais, par (4.11}, on 2

(4.15) Ay,6(x) = O(@;—)m)
et

_ €T HED(]" 1)0{3,5,6},7 ].Og logas
(4.16) Al,Eo (2:) - (log _,r)a/q ( I(1/4) + O( logz )),

olt Heg,(1,1) est donné par (4.7) :

1 1/2
417 He(LD= ][] (1+——)(1—%) = 1.0291857376.. .,

PEP(3 5.6} p-2
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(la valeur numérique a été calculée par (2.18)), Clas,6),7 est donné par

(1.24) :

(4.18) Cpsar=( [I PO9)
7€{3,5,6}

et (4.14) et (4.16) prouvent (1.30) avec

_ Heo(L1)Cs5) 7

B I{1/4) '

Pour obtenir la valeur de v donnée par (1.31), on cobserve d’abord que, par

(1.10), on a

n o JU(-0E Y

—1/12

(4.19)

j€{3,5,6} pEP{S.E,G} P
6\ * 1\? 1\7*
Sy 1-= 1-21
(7) 11 ( p) 1] ( p)
PEP3,5,6) PeP 2.4}
Désignons par x3(n) = (%) le caractére de Legendre modulo 7. On a
® 1y -
L(I,X3)=H(1 B 1 (-57 1 ()
P P PEP(1.2,4) 4 PEP3 5.6} p
et par suite
(4.20) II P
7€{3,5,6}

8\ ? 1 3L 3 1\?
={= 11 1-2 (Lxa)® TI o)
PEP 3,56} PEP3,5.6}

Mais L(1,x3) est connu (cf. [4, p. 385]) car le nombre de classes de Q(+/7)
vaut 1, et on a

m
4.21 L{1, = — = 1.1874104117 ...
( ) ( X3) \/,?

La valeur de -y annoncée en (1.31) résulte alors de (4.17)-(4.21) et ceci
termine la démonstration de la premiére partie du théoréme 2 pour W; . ;(z).

Pour prouver l'estimation {1.28} de W(x), on choisit r = 0 et £ = &
vaut 1 sur les nombres impairs et 0 sur les nombres pairs. On a alors
W(z) = A1 ¢(x). La valeur de Ay ,(z) est donnée dans (4.16}, ce qui
démontre (1.29). u

5. Une application du théoréme 1 avec k& = 31. Nous conserverons
dans tout ce paragraphe les notations suivantes : 3 est une racine primitive
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modulo 31, et nous l'utiliserons comme générateur de (Z/31Z)". Pour chaque
entier n non multiple de 31, il existe une unique ¢lasse modulo 30 que nous
noterons loga(n) telle que

n = 380" (mod 31).
On définit la fonction
(5.1) £:Z~31Z — (Z/6Z), £(n)=logs(n} mod 6,

oll @ mod b désigne le reste dans la division de a par b. Les valeurs de logs ()
et £(n) sont données dans la table ci-dessous.

Table 1

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
logz(n) 30 24 1 18 20 25 28 12 2 14 23 19 11 22 21
&n) ¢ 0 1 0 2 1 4 0 2 2 5 1 5 4 3

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 256 26 27 28 29 30
loga(n) 6 7 26 4 & 29 17 2v 13 10 5 3 16 9 15
(n) g 1 2 4 2 5 5 3 1 4 5 3 4 3 3

Remarquons que £(n) est une fonction complétement additive modulo 6 :
pour tous entiers m; et ng (non multiples de 31), on a

5.2) L(ning) = €(n1) + £(na) (mod 6).

Nous noterons 7 le radical de n défini par

ﬁ:Hp, 1=1.

pin

Soit G 'ensemble des entiers n impairs positifs non multiples de 31 qui
n'ont aucun facteur premier p tel que £(p) = 0, qui ont un et un seul facteur
premier p tel que £(p) = 3 (avec un exposant quelconque) et qui sont tels que
£{n) + £(m) # 2 (mod 3). Dans les articles [13] et [14], on définit ensemble
A = Ap({1,2,3,4,5},5) contenant 1,2,3,4,5 et tel que le nombre p(A,n)
de partitions de n avec parts dans A soit pair pour n > 6, et il est prouvé
que A contient G. Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant
{annoncé dans [13]).

THEOREME 3. Pour s> 3, on a

X
(5.3) Gz)=Card{n<z:neG}= o) 75 (rloglogx + O(1))

avec
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-2/3 -1/3
. 1 31 1
5.4) K= _(_ L, x 0)|) (1 _ _)
(54) 9I'(2/3) 30' ! e(p)gms P

= 0.07018702274 . ..

et x1p est I'un des caractéres d’ordre 3 modulo 31.

Démonstration. Nous allons appliquer le théoréme 1 avec b =1, £ = &
(de telle sorte que &(n) = 1 pour tout n), k =31, g(n) = n,
(5.5) J={1<37<30:£) #0}=1{1,2,3,...,30} ~ {1,2,4,8,16}.
Nous poserons
(5.6) J = {1<7<30:035)#0,3}
={1,2,3,...,30} ~ {1,30,2,29,4, 27, 8,23,16, 15}.
Introduisons la fonction complétement multiplicative g{n) définie par
0 sié(p) =0oup=3l,
olp) = .
1 sinon,

{5.7)

et pour 0 < i < 5, wy{n) comptera le nombre de facteurs premiers p de n

tels que £(p) =1 :
w,-(n) = Z 1.

pln
fp)=i

Pour z réel, £ > 1, y complexe, z étant une racine 6-izme de l'unité, nous
posons

o0

(5.8) Sy 2(x) = 3 p(n)y A+,

n=1

Gréce & la propriété (5.2) et au choix de z, la fonction n s 2K+ est
muitiplicative. On pose
aln) = p(n)y 2™ AMHE - pin) = |y~
Introduisons la notation, pour j € J,
1 sié(j)=1,2,40ub,
(5:9) By = {y si €(7) = 3.

La série de Dirichlet

O o0 )
aln o)y ®) )+
(5.10) Fis;y,z)= Z _1(15) = Z () v

n=1 n=1

se développe en produit eulérien pour s > 1 :
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(5.11) F{sy,2)

2605) L (mA1)e0)
=1I 11 (1+’8’z +...+ﬁ’z—m$———+...)
P

s
JE€J  p=j(mod3l)

3;2283)
=11 1I (‘+p}—fze(f))

j€J  p=j(mod31)

Si 'on note
52605} By=2t0)
(5.12) H(s;y,2) = H H (1 + &"2_) (1 — i) ,
oty S p* -2t v
jed  p=j(mod3l)

il vient & partir de (5.11)

1\~
5.13 F{sy, H(s;y, 1——) )
(5.13) (51,2 w2 11 ( -

JjeJ p=j (mod 31}

De facon similaire & la preuve de (4.8), en utilisant le lemme 5, on peut
montrer que, pour

(5.14) Rs>o0>1/2, 2b=1, |y|<wo,
le produit H(s;y, z) donmé par {5.12) vérifie
(5.15) H(sy,2) €op,y0 1,

et est holomorphe. De plus, si I'on pose f;(s) = 8;2%0), on voit par (5.9)
que, sous les conditions {5.14), on a |f;(s)| < max(1, yp).
On vérifie similairement les hypothéses sur F™ (s, 2) = 3.2, b{n)/n®
=30 ™ /0, £+(s) = max(L, [yl) et
ax(1, y]) 1\ mex(Lly])
H(s,9,2) = [T {14 22XLIDY (1 ;
(si9,2) 1;[(+ 1 p ;

et 'on peut appliquer le théoréme 1 qui nous donne I'estimation de S, ,(z)
défini par (5.8) :

(5.16) 5y,.(x)

— & (Lyz) __1 Z2t0) loglogz
= fogo)- fﬂ){ 7y U® Oy“(m |

avec

(5.17) iy = % Z,g 5 24(3)

jeJ
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et, avec la notation (1.10),
1\ 30 1\t
(5.18) D =P@3L) = ] (1 - —) 11 (1 - -) :
p=j {mod 31) P ] p
Maintenant, si

(5.19) V(z,y) = > o(n)y=s)
n<z
£(n)+2(7)#£2 (mod 3)
et si p = e2/3 ona

13
V(z,y) % ) Z T )yl )+t —e),

a=0r=0n<x

et, d’aprés (5.8), cette derniére égaiité donne

(520 Viw.y) = Z S TS e (e)
atU raf)

Mais, par (5.16) et (5.17), on obtient

(5.21) 8y, ur{z) < z{log x)""l+mfflﬁ Tses A7)

Par (5.9) et la table des valeurs de #(7), on a
2ré(s
(522) Zﬁ;

jed

0 (M‘Zr +M4r +y'u6r _%_F'Sr +#10r)

{

) pour # =1 ou 2,

o= Sl

(v -
(y -+ pour r = (.
Donc (5.20) via (5.21) donne

2
(5.23) Viz,y) = 3 S,.1(x) + Oylx(log ) R-8)/6)y
Si l'on note
H(L;y,1) —B()/30
5.24 Aly) = 222 _TT D; ,
24 )= T+ e L7

(5.23) via (5.16) et {5.22) donne
(5.25)  V{(=z,y)

2 _ loglog =
=2 {y—2)/6
Sw(log:c) {/_'\(y) -§~Oy0( loga )}

+ Oy, (z(log )W =979))

2 z(log )= D8 Afy) + O, (z(log log z)(log z) X8}/,
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Revenons & G(z) qui est défini par (5.3), et remarquons par (5.19) que G(z)
n'est autre que le coefficient de y dans V{x,y), qui est un polyndme en y.
Par Ja formule de Cauchy on a donc
L Viz,y)
5.26 = — — 2
6:26) 6 =gz | T5ta
lyl=1
_ 1 2x (log z)¥/S A(y) log logx
e %im S(ZOgI)),/S% lS . 2 dy+o((logx)7/6)
y =

Par (5.24), (5.12) et (5.9), A(y) est une fonction holomorphe de y € C. Soit
Aly) = A0) + yA(0) + ... 4 (¥ /n) A0} + ... son développement de
Taylor & l'origine. On a

¥/6 Y oo los "
(log z)¥/" = exp 5 logloge | = 14+= 5 log logz+...+ P {loglog x)™ +
Le théoréme des résidus donne '
1 S (logz)*®A(y) . _ A(0)
2w y? Y=7%
fyl=1

et (5.26) implique (5.3) avec k = A{0)/9. H reste & calculer A(0}. Par (5.12)
et (5.6}, en remarquant que pour £() =3 on a §; = 0, il vient

o= ]I (1+ Ll) (1’— %) — 1

JEJ p=j (med 31)

loglogx + A'(0)

Par (5.24), il suit
A(0) _
5 9r(2/3} 117

(5.27) K= Dy,

Pour obtenir la formule (5.4), nous allons utiliser le caractére x19. Le ca-
ractére x; est défini par x1(3) = exp(2im/30), et pour 1 < m < 30, le
caractére xm est défini par xm(3) = exp(2inm/30). On a donc x10(37) =
exp(2irn/3), et, pour j non multiple de 31, avec la définition (5.1) de £,

. 21
(5.28) x10(j) = exp (% f(i))-
On déduit de (5.28) que

..- 72
629) (00 =] |1 - 222
p P
1\ 2 -1
TN T (eked)
wp—03 > P/ oapiipasy PP
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Par un calcul similaire 3 celui effectué en (4.18)-(4.21), via (5.18) et (5.29)

IS CDR G

je! Hp)=1,2,4,5 P

3120 N9 1y 20
(%) I (-5) I (1-5)
{(p)=1,245 {p)=0,3
31 20 1 10
:(3—0) |L(1, x10) [ H (1_"3‘) '

£(p)=1,2,4,5 P

ce qui, avec {5.27), fournit la valeur de x annoncée en (5.4).

Pour calculer numériquement x, on peut utiliser {5.27) en calculant
D; = P(31,j) par (2 10) et la méthode de [5] exposée au paragraphe 2;
on obtient [[;c; D5 = 108. 47392400 ... On peut aussi calculer par (2. 18)

le produit ng(p)zl'ms(l — 1/p%) = 0.9509194046 . . . et appliquer (5.4). L
valeur de L{1, x10) = 1.2406711858 . . .+(0.18543000768 ... .)i est calculée par
les formules théoriques de [4, p. 376]. Comme I'(2/3} = 1.35411793%4. ...,
on obtient la valeur approchée annoncée en (5.4).

6. Une autre application du théoréme 1 avec k= 31. Nous allons
donner, comne illustration du théordme 1, la démonstration du théoréme 4
ci-dessous qui est énoncé sans preuve dans 1article [14}.

THEOREME 4. Soient k et j deur entiers positifs premzers enire eur.
Soit g; la fonction multiplicative définie par

0 (6) = {1 sip=j (modk),

6.1
(6.1) 0 sinon,

et g;(p®) = 0 pour tout nombre premier p et tout ezposant o 2 2. Soit
w(n) =3, 1 et z un nombre compleze. On pose

(62) U@ = 3 o).

n<:1:

Alors, il existe une constante réelle C posztwe telle que, lorsque T — 00,

(gpjl)_(if— 5)

(63) Ulz,2) ~ F(z—io(»‘cjj(

% x
(]_Qg 1:) 1—zfp(k)’

p=j (modk)
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Démonstration. On applique le théoreme 1 avec b= 1, £ = £y, J = {j},
g(n) = n, a(n) = j{n)2*™), b(n) = |2|*" et 'on a, pour Rs > 1,

mg-(n)z“’(") P 2
F(s) = LS AL - 4+ =
(=3 4 I (1+2+5+)

p=j (mod k)
z 1\7*?
= ] (1+ )=H(s) I (1nw)
p=j (mod k) P p=j (mod k) P
avec
_ z 1%\*
o I (45503
p=j (mod k)

En utilisant le lemme 5, on démontre, de la méme facon que 'on a démontré
{4.8), que, pour z fixé, H(s) et

o= oo 2) - 4)

P

sont bornés pour Rs > gp > 1/2 et donc sont holomorphes pour Rs > 1/2;
on a fi(s) = z, ft(s) = |z|. On peut donc appliquer le théoréme 1 qui
prouve (6.3) avec
C = Pk, j)7/*®),
o P(k, j} est défini en (1.10).
Dans l'exemple donné dans [14], k= 31, j = 5, z = 1; en observant que
(1+ p%l) (1- %) =1 et en calculant P(31,5) = 0.0070347769. .. par (2.10),

on obtient
C T

I(1/30) (log z)29/30°
avec C = P(31,5)~1/30 = 1.1796639896 . . . et C/I'(1/30) = 0.4005000206 .. .

Uz, 1) ~

r — 00,
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