"3, Symbolic Computational Metheods

. and Applications

Colloque de St-Maximin
"Mars 1977

PROBLEMES D'OPTIMISATION NON LINEAIRE
EN" NOMBRES ENTIERS
ET NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES
PAR
JEAN-LOUIS NICOLAS

1) NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES -

Ramanujan ([9}) dit qu'un nombre n est hautement composé
(h. ¢.) si tout nombre m inf8rieur 3 n a strictement moins de

diviseurs que n.

On peut &crire pour tout entier, sa décomposition en facteurs

premiers :

n= 2 3 coe Py ... avec X, > 0

1e kleme

en désignant par nombre premier. Soit d(n) le nombre

Py
de diviseurs de n; on a alors
d(n) = H(xi + 1),
i
Pour a fix&, cherchons : max d(n). Soit n* le plus petit

nsga
. -~ . . L b *
entier o8 d(n) atteint ce maximum. Le nombre =

est hautement
composé; et il est solution du probléme de programmation mathématique :
- X, log 2 + X, log 3 + ... % % log P, * ... s A=loga
max log(x1 + 1) +.1og(x2 + 1) + ...+ 1og(xk + 1) + ...
On trouvera dané ((SJ)Vun rappel des propriétés des nombres
h. c¢., en particulier les diverses estimations de :
Q(x) = card {n s X; n h. c.}.
- L'idée principale est d'utiliser les méthodes d'étude des

nombres h. c¢. pour résoudre des problémes de programmation mathématique

voisins du probléme (1).



2)  LES METHODES - (Voir (7} et (8))

Soit le probléme

g(x) = )
1
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n
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(2)

In
max £(x) = ) fi(xi) £, croissante
i=1

Les nombres h. c. nous invitent 3 le considérer pour tout A réel,
alors que dans un probléme précis, A est fixé. On dira qu'une borne
A du probléme (2) est intdressante, s'il existe une solution gz'
du probléme 2 telle que g(xﬁ) = A et telle que
g(0) < g0g) = £(x) < £(xH

Dans le probléme 1, les bornes intéressantes sont les logarithmes des
nombres h. c. . La connaissance des bornes intéressantes permet de
résoudre le probléme (2) pour toutes les valeurs de A.

Ramanujan a défini les nombres hautement éomposés supérieurs
(h. ¢. s.). Soit € > 0, on peut montrer que lim d(n}/’ = 0 et donc

_ . Ti->eo n®
la fonction d(n/)//E a un maximum qu'elle atteint en un (ou plusieurs)
n

points NE . Il existe une infinité de tels nombres h. ¢. s. et ilg

d(N
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sont tous h. ¢. ! pour tout m on a : . < et
; - N €
£
"

m<n= d(m) g ( )€d(N€) <A@ ).

N
€

Ces nombres sont trés faciles 3 calculer : L'exposant de
" Py

dans la décomposition en facteurs premiers de NE doit maximiser

(Xk + l)///pke x_, et on trouve :
T | e
Pr

oi [u] désigne la partie entiére de u.
Cette méthode se généralise au probléme (2) (si les fonc-

tions fi sont concaves). On se domne p réel positif; pour chaque i

on recherche 1'abscisse x. du magimum de a. x. -p f.(x.), et
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x* = (x]*, xz*, ve.), qui maximise f(x) —p g(x); est une solutioq
du probléme (2) pour une certaine borne intéressante, que l'on appelle
borne de Lagrange relative & p. En effet, p joue le r8le du multipli-
cateur de Lagrange. Cette propri&té est connue sous le nom de
" Everett's theorem " ([2} et (10) p. 42).

Malheureusement, toutes les bornes int@ressantes ne sont
pas des bornes de Lagrange : Pour obtenir des renseignements sur la
solution X, du prébléme (2) avec une borne A quelconque, on déter-
mine la borne de Lagrange Cp immédiatement inférieure 3 A (et la
solution x* correspondante) puis une solution possible x du pro-
bléme 2. Le " bénéfice " de cette solution est défini par

ben(x) = £(x) =p g(x*)—(E£(x) —p g(x)).

On peut alors majbrer le bénéfice de la solution exacte

X, et en déduire que pour plusieurs indiceé i, les composantes de

A

x* et EN coincident (cf. [8)).

3) DES EXEMPLES -~

a) Désignons par g(n) 1'ordre maximum d'un €lément du groupe

symétrique S, - Ona:

g(n) = max {ordre de o) = max p-P-C-m-(nl ) ;--, ﬂk)
: geSn n]+n2+...+nk=m.
=  max j}
2(j)sn
ol &(n) est définie comme la somme des facteurs dans la décomposition

en facteurs premiers de n (aimsi 2(315) = R(32.5.7) = 32 + 5+ 7 =21)

et L(1) = 0. Le probléme de calculer g{n) est un probléme de

programmation mathématique :

X ¥y *x

p2 D+ 23+l O

N
=}

max ] = ¥ log 2 + ... + Xy log Py

et les méthodes précédentes s'y adaptent {cf. [”)).
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bj Dans son livre ([10}) T.L. Saaty pose le probléme suivant :
Etant donné un entier C, trouver un entier n et des entiers
g 3 vees X satisfaisant la contrainte

Xy +ox, * ...,+ x = c

n
et maximisant Z i log X .

1=1

Les méthodes .précédentes résolvent ce probléme complétement.

En fait comme les coefficients de la contrainte lin@aire sont tous
gaux & 1, toutes les bornes intéressantes sont des bornes de
ragrange fef. (6)).

c) Dans le livre de Hadley ((3) p. 362) un probléme de stokage
des pidces de rechange poﬁr un sous—marin et traité par la program-—
mation dynamique, revient & minimiser une fonction séparaBle et
convexe de 3 variables soumises 4 une contrainte linfaire. On peut
lui appliquer la méthode des bornes de Lagrange et des bénéfices
(c£. (8)).

d) Etant donnés 3 nombres réels positifs a, b, ¢, résoudre
en nombres entiers x et ¥y positifs

a x + by gec

(3)

max X y

Lorsque a = log 2 et b = log 3, ce probléme est 1ié 3 i'étude des
nombres 2-hautement composds (2-h. c.) : Soit Jﬂz 1'ensemble des
entiers n'ayant pas d'autres facteurs premiers que 2 et 3. On dit
que n est 2-h., c. si n € Jﬂz et si pour tout m, m & Jf} .
m< o= d{m) < d{n).

Le développement en fraction continue de b/a permet de
calcuier la solution du probldme (3). La solution en nombre entier

peut &tre trés différente de la solution réelle : On a pour une

infinité de e, (cf. (1)) :

X . X .
I entier réel| réel



e) Etant donn& C, trouver des entiers n et x, , X, ,
X tels que
X, + 2 X, + iesiees oD Xn < C
max 1og(x1 + 1) + log(x2 + 1) + .0+ 1og(xn + 1)
Pour résoudre ce probléme, G. ROBIN (Limoges) a construit
un algorithme qui, en quelques minutes d'ordinateur IRIS 80, calcule
les solutions pour 999000 ¢ C g 1001000. I1 a utilisé pour cela les

bornes de Lagrange et la méthode des bénéfices. De plus il obtient

des propriétés théoriques des solutions.
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