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Résolution de certaines équations aux dérivées partielles

Exercice 1.

1. Sion note x = rcos(#),y = rsin(f), on obtient asiément I'inverse de P en calculant r
et 0 en fonction de z et y. On a

T , Yy
r=+vz2+1y? cos(f) = ——, sin(h) = ——.
v 0=y i) =L
Ces fonctions sont clairement dérivables pour (z,y) # (0,0).

2. Si on note u(r,0) = w(rcos(f),rsin(f)), on a, en utilisant le théoreme de dérivation
des fonctions composées:

ou ow ow

g_'f’ = COS(Q)%8+ sin(@)a—y, ;
u ) w w
3 =" sm(@)% + 'r’cos(@)a—y.
En inversant cette relation, on peut obtenir les dérivées partielles de w en fonction de
celle de u: 5 5 in(6)
w u  sin u

or g

ow sin(@)—u N cos() du

oy or r 00

On en déduit que
ow ow Ju

rT— +yYy—=1r— = aqar.

or Y oy or

Donc % = q.
‘s

3. On obtient aisément une solution de 'EDP vérifiée par u: u(r, ) = ar+ C(0) ou C est
une fonction arbitraire de . On en déduit toutes les solutions de ’équation de départ
w=uo P!

Exercice 2.



1. On remarque que le changement de variable proposé est linéaire:

(v)-(22)()

Le déterminant de la matrice de changement de variable vaut —2ab donc est inversible.
Si on pose u(z,y) = w(X,Y), on a:

Ou_ 0w | ba—
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On en déduit que

ou 8u ow

On en déduit que w(X,Y) = C(Y) ou C est une fonction arbitraire. Les solutions de
I'EDP de départ sont donc de la forme u(x,y) = C(bx — ay).

2. En reprenant les notations de la question précédente, on obtient:

a
2 — -
ab X+cw 0.

Les solutions de cette EDP sont de la forme w(X,Y) = C(Y)e 55 on C est une
fonction arbitraire. Les solutions de ’'EDP de départ sont donc de la forme

c(bx + ay)
u(z,y) = C(br —ay)e  2ab

Exercice 3.
1. Sion pose u(z,t) =w(X,Y) avec X =z —ct,Y = x + ct, on obtient
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On en déduit 'EDP pour w:
Pu  Pu 202 ow
— —— = —4¢ =
otz 0x? 0XoY

On obtient alors que w doit étre de la forme w(X,Y) = ¢(X) + (YY) et u(z,t) =
d(x — ct) + (x4 ct);




2. On cherche une solution du probleme posé sur le demi espace = > 0 sous la forme
u(z,t) = ¢(x — ct) + ¥(x + ct). Pour satisfaire les conditions initiales, il faut ¢(x) +
U(x) = f(x) et e/ (z) — cgd/(x) = g(x). On obtient un systeme linéaire pour ¢, "

@)+ = @), Y@ -d@ =22 vz

Enfin, pour vérifier la condition aux limites en « = 0, il faut ¢(—ct)+1(ct) = 0, Vt > 0.

On remarque que on a toujours = + ct > 0 donc on n’a besoin de définir ¢ que sur R*.

Comme ¢/(z) = @ _ %7 on a

v =10 - [P0 1 o),

De méme, pour z > 0, on a
otw) = 12+ [T (o)

Enfin pour x < 0, on utilise la condition aux limites qui s’écrit également ¢(—y) +
Y(y) = 0, Yy > 0. On définit donc, pour z < 0, ¢(x) = —¢(—=x), ce qui acheve de
déterminer la solution v du probleme initial:

_ x+ct
u(x,t) = Sz + ) ;r flo—ct) +/ @d% Vr < ct,
r—ct ¢
o . r+ct
u(z,t) = flz+ct) 5 flet = ) +/ %Zé)dy, Vo > ct.
ct—x

3. Les questions 3 et 4 ne posent pas de difficulté (il suffit de remplacer....). Dans la
question 4, on observe un phénomene de reflexion. Dans un premier temps, le signal se
sépare en 2, le premier partant a droite, le second a gauche. Quand il atteind le bord
du domaine, ce dernier est réfléchi et repart vers la droite.

Exercice 4.

1. On dérive la premiere équation par rapport a x et la seconde par rapport a t:

Pu  O*p 0*p , 0%u
Pondr a2~ O g T g = 0D
En faisant (IT) — ¢*(I), on obtient
p L0
PR T

On peut montrer un résultat analogue sur u. Ensuite, on a, d’aprs I'exercice précédent,
p(x,t) = ¢(x — ct) + Y(z + ct). Donc

5= ) vt a)
B = (et~ vt et),



Ce qui donne, en intégrant la deuxieme équation par rapport a x:

1
u(z,t) = . (¢p(x — ct) — w(z +ct)) + H(2)
ou H est une fonction de ¢ arbritraire. En dérivant cette expression par rapport a t et
en comparant avec la formule obtenue pour ‘?9—7;, on en déduit que H'(t) = 0 donc H est
simplement une constante.

2. On a aisément
Ouy Ou 1 0p ou 1 0p
_:—+————C(— ——)’
ot at  pcot
Ouy  Ou 1 0p . ( )
o ot pcot 0r pcdx)’
D’ou le systeme
ou ou du Ju
Lie——2L=0 Z-c=—=2=0.
ot Ox
On en déduit (voir par exemple 'exercice 2) que uy (z,t) = ¢p(x—ct) et us = Y(x+ct) ou
¢ et 1) sont des fonctions arbitraires. On en déduit les expressions de u, p en inversant
le systeme linéaire définisant uq, us.

Exercice 5.
1. En reprenant les notations de 'exercice 1, on a

Pw  ,0% 10u 1 0%u, 2sc Pu

- = - 2 - ) - -
8532 ¢ 852+8 (r0r+7’282) r 87’28«9’
Ow _ p0u pL0u LOuy | 2sc Ou
or2  ~ Or2 ror  r?2002 r orof’

ou s = sin(f) et ¢ = cos(f). En sommant ces deux égalités, on obtient le Laplacien en
coordonnées polaires.

. 52 . o ;. 02d op
2. Les solutions de ’équation deaLapgmq(;e la forme w(xz,y) = ®(r) vérifient r 53 + 5> = 0.
Ce qu’on peut aussi écrire o (r—a ) = 0. Donc r—aaf) = K, K une constante et
r or

®(r) = Klog(r) + L ou L est une constante.



