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Correction de la feuille de TD 6 (calcul+EDO)

Exercice 1 (Calcul de transformées de Laplace)

1. On montre aisément que

LIf(4+7)](p) = e LIfI(p),  LIF(DIp) =7 "LIfUp/7), LLf()e)(p) = LIfl(p—7)-

Pour le calcul de L[f’], on fait une intégration par partie:
L) = e+ [ F)e e = pLIA)p) - £(0)
0
2. Si f est T périodique, on peut écrire

e (7L+1)T fo%e) T
L{f](p) = Z /T ft)e ™ dt = Z/O F(s +nT)ePTH9) s
n=0"" n—0

En utilisant la périodicité de f, on en déduite que

LIAIp) = (D_ ) / f(s)e ™ ds = (1—eT)! / f(s)e Pt

n=0

2
3. D’apres la question précédente, il suffit de calculer / f(s)e P?ds pour f = cos et
0

f =sin. On va en fait calculer cette quantité pour f(s) = ¢ et on identifiera partie
réelle et partie imaginaire:

2w —92 .

; 1 —e +1

/ e Pds = — = (1— 6_2”p)—p
0 p—1

D’ou, en séparant partie réelle et partie imaginaire:

p . 1
[cos](p) PO [sin](p) o
4. On a
T T/2 T (1 _ e—pT/Q)Q
/ f(s)e™”ds = / e Pds — / e Pds = o,
’ 0 T/2 p
Donc s i,
Hfp) = SR 1R pryptanh(pT/4)

p(1—e?T)  p(1+er?/2) p



5. Pour établir la relation, on utilise la relation L(f") = pL(f) — f(0), qu’on peut réécrire
L{fl(p) = (L[f"|(p)+ f(0)) /p. On utilise alors le fait que pour k > 1, la fonction ¢ — ¢*
s’annule en 0 et sa dérivée est t — kt*~1 ce qui donne L[t*] = kL[t*~1]/p. Ensuite, on
montre facilement que L[1](p) = 1/p d’ou

k k(k —

- k—1 _ 1) k—2 o . :
pL[t I(p) = - Lit"=|(p) = ... —pL[ll() T

L[t*](p) =

6. De la question 1, on a Lle” f(.)](p) = L[f](p — 7) donc

etk 1
I I(p) = =)

L[

7. Pour calculer la transformée de Laplace du produit de convolution f x g, on écrit

Lif *g](p / /ft—s “P=9) g (s)e PP dsdt

En échangeant I'ordre de sommation, on a alors

L[fxg](p / / ft—s) Pt 9g(s )e‘psdtds:/ooog(s)e_ps(/oo f(t—s)e_p(t_s)dt)ds.

On utilise le changement de variable u = t — s dans l'intégrale entre parenthese et on a

LI % g)(p) = / " g(s)e P LI )(p)ds = LI(p) LI (p).

Exercice 2 (Résolution d’EDO linéaires)

1. D’apres la question 1, de l'exercice précédente, on a L[z™](p) = pL[z™V](p) —
x(™=1(0). Par récurrence, on montre donc que

Llz™](p) = p(pL[x(”’Q)] - Sv(””)(O)) —20) = =p"Lla|(p)— D pa(0)
i+j=n—1
2. On passe a la transformée de Laplace sur 2’ + ax = f avec x(0) = x¢: on obtient
pL[z](p) — w0 + aL[z](p) = L[f](p).
On en déduit donc que

Zo L(p)
D+ a+ (p+a)

Llz](p) = = zoLle™"](p)+Lle™|(p) L[f](p) = zoLle”"](p)+Lle” "< f](p).

Ici, on a utilisé la relation L[f]|(p)L[g](p) = L[f * ¢g](p). Par unicité de la transformée
de Laplace, on obtient donc une formule usuelle pour x:

t
x(t) = xoe™™ —|—/ f(s)e P9t
0



3. Pour résoudre z”(t) + x(t) = 2cos(t) avec z(0) = 0 et 2/(0) = 1, on passe a la

transformée de Laplace sur 'EDO en utilisant les conditions initiales:

(p*Llz](p) — 1) + Llz](p) = 2

pP+1
On en déduit que

1 2p

L[a:](p) = (pg n 1) + <p2 + 1)2

= L[sin](p)+2L[cos|(p) L[sin](p) = L[sin 42 sin * cos](p).

On en déduit que
¢ 1/t t
x(t) = sin(t)—l—/ sin(s) cos(t—s)ds = sin(t)+§/ sin(t)+sin(2s—t)ds = sin(t)+§ sin(t),
0 0

car fot sin(2s — t)ds = [, sin(u)du = 0.
. Pour résoudre x® () + 2/(t) = 1, avec (0) = 2/(0) = 2(0) = 0, on passe & la trans-

formée de Laplace et on obtient:

PPLI)(p) + pLIz)(p) = L[1](p) = }9
On en déduit que
Lielp) = ey = Llsinl)Lie) = Llsin s (p)

On en déduit donc que x est donné par:

x(t) = /Ot ssin(t — s)ds = sin(t) /Ot s cos(s)ds — cos(t) /Ot ssin(s)ds.

On calcule en utilisant une intégration par partie:

t ois t teit ‘ ' .
/ esds = [—slf — i_l/ e¥ds = — — i (e — 1) = te'TT2 p it 1,
0 t 0 t

En séparant partie imaginaire et réelle, on a
t
/ ssin(s)ds = tsin(t — 7/2) + sin(t) = sin(t) — t cos(t),
0
t
/ scos(s)ds = tcos(t —m/2) 4 cos(t) — 1 = tsin(t) + cos(t) — 1.
0

D’ou z(t) =t — sin(t).



5. Pour résoudre le systeme différentiel
() +wy(t) =1, o' (t) —wz(t) = sin(wt)
avec les conditions initiales z(0) = 1,y(0) = 0, on passe a la transformée de Laplace:
pLlz)(p) — 2(0) + wLy](p) = L[A](p), pLlyl(p) —y(0) — le[x] (p) = L[Sirbld(w‘)](p),
pLizl(p) +wllyl(p) =1+ 7, PLIyl(p) — wLizl(p)

On résout ensuite ce systeme linéaire sous la forme

Lly](p) Llz](p) = p];ijﬂ - (p? _{a_)w2)2'

- w(l+ (p/w)? P + p?

w 1 pw

- 7 (1)L
U

Pour identifier les différentes transformées de Laplace, on pourra se servir de la formule

L= ] = (p_Tl)m —: en fait cette formule est encore valable si 7 € C. En particulier

lorsque 7 = 1w, on a

L[% cos(wt)](p) = R ). LI sin(w)](p) = %((p;)

(p — iw)m+t m! — qw)m+l

En appliquant cette formule pour m =0,m =1, on a

2 2
p pT—w . 2pw
L[COS(W)](])) = ]m, L[t COS(Wt)] = m, L[t Sln(wt)] = m
On écrit alors que
1 P 1 2pw
L = — Z
IO = s T G T A e
P 1 w p°—w P 2pw
Llz](p)

PPH+w? wplt+w?  (PPHw?)? 2w (p?+w?)?
On en déduit

y(t) = *i(wt)) + ! sin(wt),
x(t) = cos(wt) + % + %cos(wt)‘

6. Les solutions générales de z"(t) — 32'(t) 4+ 2z(t) = cos(wt) ont leur transformées de
Laplace qui vérifie
p
(p* = 3p +2)Llz](p) = 2'(0) + (p — 3)x(0) +

p2+w2'

Donc on obtient
2'(0) (p—3) p
L|z|(p) = x(0) + .
e 062" oo De -2 T )
On conclut en utilisant une décomposition en éléments simples et en identifiant les
différentes transformées de Laplace intervenant dans L[z|(p) a l'aide des questions
précédentes.
z(t) = 2(0)(2e" — e*) + 2/(0)(e* — ) + x,(t),
) ¢ N 2e2t (2 — w?) cos(wt) — 3w sin(wt)
x,(t) = —
P 1+w? w244 (14+w?)(4+w?)




