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conseils et leur manière d’encadrer m’ont énormément influencé à l’heure de diriger,
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des fluides et les collaborations avec des océanographes sont pour moi un
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de prendre part à ce jury : ils sont des exemples aussi bien en tant qu’enseignants
que comme chercheurs. Je remercie tout particulièrement Sylvie pour avoir cru en
moi : même si nous n’avons pas (encore) eu le temps de collaborer scientifiquement,
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venus Sarah, Dan et Miguel et, last but not least, “Croque Michelle”, (dont les nom-
breux conseils me suivront longtemps) ainsi que mon très estimé collègue/refaiseur
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2.2.2 Stabilité linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.3 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Introduction

Les équations de Saint Venant sont couramment utilisées en mécanique des
fluides pour analyser mathématiquement et simuler numériquement des écoulements
de fluides de faible profondeur. Les applications sont nombreuses, de la description
de phénomènes naturels (écoulements de rivières, crues de boue, avalanches de neige)
aux applications industrielles (métallurgie, conception de barrages, de ponts ou de
paravalanches). Nous renvoyons le lecteur à l’article de revue de Oron, Davis et
Bankoff [52] pour plus de détails sur ce type d’applications.

Ces modèles peuvent être obtenus formellement à partir des équations de Navier-
Stokes lorsque l’écoulement est quasi-stationnaire et de faible profondeur [62]. Pre-
nons l’exemple d’un fluide incompressible (en 2d) s’écoulant sur un plan incliné d’un
angle θ. En général, on recherche de l’information sur la hauteur et le débit. Si on
intégre les équations de quantité de mouvement et de conservation de la masse sur
la hauteur du fluide h, on obtient un système d’évolution pour ces variables

(1) ∂th+∂x(

∫ h

0

u) = 0, ∂t

( ∫ h

0

u
)
+∂x

( ∫ h

0

u2+p
)

= gh sin θ−σxz(0)+∂x

( ∫ h

0

σxx

)
,

où u est la vitesse horizontale du fluide, p la pression et σ le tenseur des contraintes
visqueuses. Si l’écoulement est peu profond et quasi stationnaire, on peut considérer
que la pression est hydrostatique p = g cos θ(h − z). Sous ces hypothèses, on peut

aussi écrire une relation de la forme
∫ h

0
u2 = βh v2, où v est la vitesse horizontale

moyenne du fluide et β un facteur de forme. Le choix β = 1 revient à remplacer u
par v : c’est l’approche originale de Barré de Saint Venant, valable si la pente est
faible. Pour une pente quelconque, on choisit en général β = 1.2, correspondant à
un profil de vitesse parabolique. De plus, on doit faire une hypothèse sur la friction
au fond, par exemple σxz(0) = α1 v + α2v

2, où les αi peuvent dépendre de h. Ici α1

est un coefficient de friction laminaire et α2 un coefficient de friction turbulente. On
obtient ainsi un système d’évolution sur h et v

(2) ∂th+ ∂x(hv) = 0, ∂thv + ∂x

(
βhv2 + g cos(θ)

h2

2

)
= gh sin θ − α1 v − α2 v

2.
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Les équations de Saint Venant sont une alternative intéressante aux équations de
Navier-Stokes à surface libre puisqu’on élimine le problème de la surface libre (dans
la mesure où la hauteur du fluide h est une des variables du problème). En plus, on
diminue la dimension du système et le nombre d’inconnues (ici la vitesse verticale et
la pression). Ces modèles remplaçent généralement les équations de Navier-Stokes
dans le régime “eaux peu profondes”, lorsque la hauteur du fluide est très inférieure à
la longueur d’onde des variations transverses de la vitesse et de la pression du fluide,
sans qu’on connaisse précisément l’erreur commise. En fait, la plupart des modèles
de Saint Venant obtenus de la manière décrite précédemment ne sont pas consistants
avec les équations de Navier-Stokes au sens où la moyenne d’une solution exacte des
équations de Navier-Stokes dans ce régime ne vérifie pas le modèle proposé. Cette
inconsistance se manifeste également à travers l’analyse de stabilité spectrale des
solutions stationnaires. Pour un fluide newtonien incompressible, on peut montrer
que le flot uniforme devient instable lorsque Re >

5
4
cot θ (Re est un nombre de

Reynolds), en analysant directement la relation de dispersion obtenue à partir des
équations de Orr-Sommerfeld. Le modèle de Saint Venant associé (β = 6

5
, α1 =

3
h
, α2 = 0) donne un critère de stabilité différent. Le problème vient évidemment des

approximations faites pour fermer le système (1).

Dans le chapitre 1, on présente une méthode [1] d’obtention de modèles de Saint
Venant consistants avec les équations de Navier-Stokes à surface libre, en partant du
système (1). On peut également obtenir rigoureusement la partie correspondant au
transport dans les équations de Saint Venant (et d’autres modèles : Green-Naghdi,
Serre) à partir des équations d’Euler à surface libre, mais ces résultats visent plutôt
des applications en océanographie et explorent d’autres régimes asymptotiques que
le seul régime “eaux peu profondes” [32, 33]. Notre objectif est plutôt d’obtenir des
modèles de Saint Venant pour différentes classes de fluides. La méthode proposée
ici repose essentiellement sur le calcul d’un développement limité des solutions de
Navier-Stokes dans le régime “eaux peu profondes” lorsque ε → 0, où ε est le
paramètre d’aspect de l’écoulement. A cette échelle, la vitesse et la pression du fluide
dépendent seulement de h et de ses dérivées en temps et en espace. En utilisant
l’équation de conservation de la masse dans (1), on obtient une équation d’évolution
sur la seule hauteur h. Si on calcule un développement de u à l’ordre 1 pour un
fluide newtonien sur un plan incliné, on obtient l’équation de Benney

(3) ∂th+ ∂x

(
2 sin θ

h3

3

)
= 2ε sin θ ∂x

(
h3
(
cot θ − 4

5
h3Re

)
∂xh
)
.

Pour ε = 0, l’équation est hyperbolique et développe des singularités en temps fini.
De plus elle ne donne qu’une information sur la vitesse caractéristique des ondes
de surface de petite amplitude. Si on regarde l’équation (3) complète (ε 6= 0), on
voit aisément qu’elle est bien posée au voisinage de h = 1 si Re < 5

4
cot θ. Les

solutions de petite amplitude sont globales et décroissent vers 0. Ceci donne un
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critère de stabilité cohérent avec celui obtenu par l’analyse directe des équations
de Navier-Stokes et on peut montrer rigoureusement que (3) décrit complètement
le comportement des solutions de Navier-Stokes [68]. Cependant, cette équation
est dégénérée dans le régime instable Re > 5

4
cot θ, et on ne peut rien dire du

comportement du fluide. Cette approche reste malgré tout intéressante pour des
fluides non newtoniens (fluides en loi de puissance, de Bingham ou de Herschel
Bulkley) car on obtient simplement des critères de stabilité de l’écoulement uniforme,
pourvu qu’on ait mené rigoureusement le calcul du développement asymptotique des
solutions [10, 11, 12, 47], ce qui n’est en général pas le cas pour les fluides à seuil (je
discuterai ici des fluides de Bingham).

Pour étudier le régime instable, on doit considérer les équations de Saint Ve-
nant. L’obtention systématique de modèles consistants à partir des équations de
Navier-Stokes n’a été entreprise que très récemment et ces modèles varient selon les
conditions aux limites utilisées. Gerbeau et Perthame [26] ont obtenu un premier
modèle à partir des équations de Navier-Stokes 2d, en suivant l’idée originale de
Barré de Saint Venant. Lorsque le fluide est newtonien et peu visqueux, avec des
conditions de Navier au fond (faible friction) et une pente faible, le profil de vitesse
est plat et on peut remplacer la vitesse u par la vitesse moyenne v dans (1). On
obtient aisément un modèle de Saint Venant (visqueux) consistant. Cette approche
a ensuite été étendue à des topographies quelconques [17, 41], pour des écoulements
bi-couches [54] et des fluides de Bingham [18]. Les modèles obtenus fournissent
en général des solutions approchées des équations d’Euler [17]. Pour un fluide vis-
queux quelconque et des conditions de Dirichlet au fond, l’approximation classique
de Saint Venant n’est plus valable (pour un fluide newtonien, le profil est parabo-
lique !). Lorsque l’écoulement est laminaire, Ruyer Quil et Manneville [56, 57] ont
proposé une nouvelle méthode pour analyser cette situation et calculé de nouveaux
modèles. L’idée est d’obtenir une approximation des solutions de Navier-Stokes en
les développant selon une base de polynômes en z (la variable verticale) à coeffi-
cients lentement variables et en utilisant des règles de projection particulières pour
déterminer ces coefficients. Les modèles obtenus sont consistants avec les équations
de Navier-Stokes à l’ordre 1 en ε mais diffèrent selon la procédure de projection et la
base choisies. Cette méthode permet de traiter des topographies variables mais de
faible courbure et des écoulements de fluides de Herschel Bulkley [11]. Récemment,
J.-P. Vila a unifié la formulation des différents modèles proposés par Ruyer-Quil et
Manneville [70] en obtenant directement le développement limité des solutions de
Navier-Stokes par rapport à ε.

Dans ce mémoire, cette dernière méthode est décrite dans le cas d’un fluide
newtonien s’écoulant sur un plan incliné. Par rapport au modèle existant (β =
1.2, α1 = 3h−1, α2 = 0), on montre qu’il faut ajouter à (2) un terme de correction
d’origine inertielle. On présente ensuite la justification mathématique de ce calcul
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[1]. La preuve repose essentiellement sur le caractère bien posé des équations de
Navier-Stokes au voisinage de la solution approchée, qui est proche de la solution
stationnaire des équations de Navier-Stokes lorsque l’amplitude des oscillations de h
par rapport à sa valeur moyenne est petite. Ce problème a été résolu pour ε = 1 par
Teramoto, d’abord localement puis globalement en temps en ajoutant la capillarité
[48]. La preuve de ces résultats est une adaptation de l’approche de Beale pour
pour des fonds asymptotiquement plats [13, 14]. Pour ε ≪ 1, le problème est posé
dans un domaine mince et à surface libre. La principale difficulté est de reprendre
le résultat de [48] et d’obtenir des estimations uniformes en ε : on doit donc étudier
précisément la dépendance des constantes en jeu dans [48] par rapport à ε. On
trouve les constantes des inégalités de Sobolev (Poincaré, Agmon, Ladyzenskaia)
dans [66] mais on doit refaire le travail pour le problème de Stokes. Ce dernier a des
conditions aux limites non standards et on contrôle seulement la norme du tenseur
de déformation. Il faut donc obtenir des inégalités de Korn [29] en domaine mince
pour récupérer un contrôle sur la norme du gradient de vitesse. On montre alors,
en présence de capillarité et lorsque la surface libre est faiblement perturbée, que
l’erreur de consistance est O(

√
ε) dans L2

(
(0, ∞), L2(T)

)
.

Ce résultat est, à ma connaissance, le premier justifiant un modèle de Saint
Venant obtenu à partir de (1) et valide l’approche formelle de Vila sur un exemple
simple. J’ai ensuite utilisé cette méthode pour étudier des écoulements plus com-
plexes et fréquemment rencontrés dans la littérature. Je présente d’abord un modèle
de Saint Venant pour un écoulement de fluide newtonien sur une topographie quel-
conque [2], en reprenant la formulation introduite par Bouchut et Westdickenberg
[17]. Dans le régime “eaux peu profondes”, la vitesse est portée principalement par
la direction de plus grande pente, le profil de vitesse est parabolique et la répartition
de pression dans le fluide est hydrostatique. On peut alors faire le même calcul que
dans le cas plan. Ici, la pente et la courbure du fond sont quelconques et d’ordre 1
(par rapport à ε). Le modèle obtenu est écrit indépendamment du paramétrage de
la surface choisie (coordonnées cartésiennes, orthogonales). Un résultat surprenant
est qu’on retrouve les effets de capillarité principalement sous la forme d’un terme
linéaire en h et dont le signe est donné par la courbure moyenne du fond. Il faut que
la courbure du fond soit très faible pour retrouver les termes standards de capillarité.

Je présente ensuite les modèles que j’ai obtenu pour des fluides non newtoniens
[3] : les fluides en loi de puissance et les fluides de Bingham. Dans les deux cas, il
faut tenir compte d’une zone où la viscosité apparente du fluide devient asymptoti-
quement grande, lorsque ε → 0, pour calculer un développement asymptotique des
solutions de Navier-Stokes. Pour les fluides en loi de puissance, cette zone est proche
de la surface libre et asymptotiquement mince : le calcul est alors très similaire à
celui fait pour les fluides newtoniens. Pour les fluides de Bingham, il existe une zone
non négligeable où le fluide est en très faible déformation (pseudo plug) mais la vis-
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cosité apparente y est très grande et compense cette faible déformation. On obtient
ainsi un nouveau modèle pour les fluides de Bingham

∂th+ ∂x(hv) = 0, ∂t(hv) + ∂x

(
h v2 + P (h)

)
= ghs− σ0 − µφ(h)v + σ0ψ(h)|∂xh|,

où s = sin θ, µ est la viscosité du fluide en déformation et σ0 un terme de seuil. Le
terme en |∂xh| (oublié dans la plupart des modèles existants) reflète bien le caractère
singulier de ce fluide entre les zones sans déformation où ∂xh s’annule localement et
celles en déformation où ∂xh 6= 0.

On étudie enfin des écoulements à deux couches de fluides newtoniens. Les
seuls modèles consistants sont obtenus pour des conditions de glissement au fond
et à l’interface [54]. Je considère ici des conditions aux limites de Dirichlet au fond
et la vitesse est continue à l’interface des deux fluides. L’objectif est de prolonger
l’analyse de Kliakhandler [31] qui met en avant un certain nombre de mécanismes de
déstabilisation de l’écoulement uniforme (flottaison, inertie, capillarité, stratification
en densité). Son étude est menée à l’aide d’un système d’équations de Benney sur
les hauteurs (ou Kuramoto-Sivashinsky si on tient compte de la capillarité). Mais
ces équations sont mal posées lorsque les solutions stationnaires sont instables et il
faut alors utiliser les modèles de Saint Venant.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse à des instabilités hydrodynamiques, connues
sous le nom de roll-waves, apparaissant, par exemple, dans des canaux inclinés
[19] ou des déversoirs de barrage. Elles sont le résultat de la compétition entre
les termes de gravité et de friction du fond. C’est un phénomène indésirable dont
il faut tenir compte si on construit un barrage, par exemple. On peut décrire le
phénomène comme une suite de chocs se propageant à vitesse constante, les parties
régulières comportant une zone “supersonique” et une zone “subsonique” (la vitesse
de référence n’est pas la vitesse du son mais celle des ondes de surface d’ordre

√
gH

où H est la hauteur du fluide). Dressler [22] a montré qu’on pouvait décrire ces
ondes non linéaires grâce à un modèle de Saint Venant (β = 1, α1 = 0), lorsque
l’écoulement uniforme est instable. Ceci justifie l’intérêt des modèles de Saint Ve-
nant par rapport aux équations de Benney. Les roll-waves de Dressler sont des
ondes progressives spatialement périodiques et discontinues, solutions entropiques
des équations de Saint Venant (2) et les chocs vérifient les conditions de chocs de
Lax. On peut régulariser ces ondes discontinues en considérant une perturbation
visqueuse de (2),

(4) ∂t(hv) + ∂x

(
hv2 + g cos θ

h2

2

)
= gh sin θ − α2v

2 + ν∂x(h∂xv).

Pour ν fixé, l’existence de roll-waves continues de petite amplitude est une simple
conséquence du théorème de bifurcation de Hopf [45]. Lorsque ν → 0, cette bifurca-
tion est dégénérée mais on peut encore construire des roll-waves continues, proches
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des roll-waves de Dressler (et donc de grande amplitude) à l’aide de théorèmes de
perturbations singulières dans les EDO [27, 46].

Dans ce chapitre, je commence par aborder la question de l’existence de ces
ondes non linéaires dans d’autres systèmes hyperboliques que (2), comme le modèle
de Saint Venant bi-couche obtenu au chapitre 1. Plus précisément, on veut savoir
si des roll-waves apparaissent (à la surface libre, à l’interface ou les deux) lorsque
l’écoulement uniforme devient instable [31] comme c’est le cas pour un écoulement
à une seule couche. Je présente ici un théorème d’existence de roll-waves de petite
amplitude pour des systèmes hyperboliques avec termes source, la question de l’exis-
tence de roll-waves d’amplitude arbitraire restant ouverte. L’idée est de se ramener à
une équation de Burgers instable scalaire ut +u ux = u (qui possède trivialement des
roll-waves) comme l’ont fait Jin et Katsoulakis [30] à partir des équations de Saint
Venant. J’ai déjà mis en oeuvre cette approche pour montrer l’existence de “pulsa-
ting roll-waves” [46] lorsque le fond est périodique et je montrerai qu’elle fonctionne
encore pour un système général.

Le reste du chapitre 2 est consacré à la question de la stabilité des roll-waves
continues et discontinues pour les modèles de Saint Venant (2) et (4). Pour le modèle
de Saint Venant sans viscosité, il faut trouver un cadre fonctionnel convenable pour
étudier des perturbations d’une roll-wave discontinue avec une infinité de chocs. On
s’inspire du cadre développé pour les chocs simples multidimensionels [15, 38, 42] en
choisissant des fonctions C1 par morceaux et possédant des discontinuités proches
de celles d’une roll-wave donnée. Pour un choc simple, un changement de repère
suffit pour fixer complètement le choc et ramener le problème dans un demi-espace,
les conditions de Rankine Hugoniot jouant le rôle de conditions de transmission sur
la frontière du demi-espace. Pour les perturbations de roll-waves, on fixe tous les
chocs en même temps en utilisant un changement de variable affine par morceaux.
Dans ce système de coordonnées, la roll-wave devient une solution stationnaire du
problème. Cette méthode permet ainsi d’analyser la stabilité spectrale des roll-waves
[46]. Dans ce mémoire, je montre le caractère bien posé de (2) au voisinage des roll-
waves de Dressler [4]. On peut formuler ce résultat de la manière suivante : si on
choisit une donnée initiale proche d’une roll-wave et vérifiant certaines conditions de
compatibilité aux points de discontinuité, alors le modèle de Saint Venant est bien
posé dans les espaces de Sobolev Hs (s assez grand) et les discontinuités vérifient
les conditions de chocs de Lax. C’est un résultat de persistance : la structure de
roll-wave n’est pas détruite, i.e. il n’y a pas de singularité supplémentaire qui se crée
entre les chocs préexistants. Il semble difficile d’aller plus loin pour ce qui concerne
la stabilité vu la nature hyperbolique du système. La preuve est une adaptation de
celle mise en place pour un seul choc [15]. On étudie d’abord un système linéarisé au
voisinage d’une solution approchée. Si le nombre de Froude (i.e. le rapport entre la
vitesse du fluide et celle des ondes de gravité) n’est pas trop important, les conditions
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de chocs de Lax sont dissipatives et on obtient des estimations d’énergie L2 pour les
solutions et leur trace aux points de discontinuité. On peut faire la même étude sur
le problème adjoint et obtenir l’existence d’une solution faible grâce à un argument
de dualité. L’étude de la régularité est plus délicate que pour un choc simple. Si
l’étude de la régularité dans les directions transverses (le temps compris) reste la
même, on ne peut pas en déduire directement la régularité dans toutes les directions
simplement en utilisant les équations. Dans notre cas, la présence d’un point sonique
entre les chocs nous empêche d’obtenir la régularité des solutions dans la direction de
l’écoulement. On sépare alors la solution entre une partie qui s’annule au voisinage
des chocs et dont on montre la régularité en dérivant les équations dans toutes
les directions, et une autre partie dont on montre la régularité comme pour un
choc simple non caractéristique. On traite ensuite le problème complet à l’aide d’un
schéma itératif en appliquant le théorème du point fixe de Picard.

Finalement, je présente un résultat de stabilité spectrale (partiel) et linéaire
des roll waves continues, solutions de (4). Depuis le travail original de Gardner
sur la stabilité spectrale des ondes progressives périodiques pour les systèmes de
réaction-diffusion [24, 25], l’analyse de stabilité de ces ondes s’est développée de
manière spectaculaire pour aboutir, entre autre, à des résultats de stabilité non
linéaire et à la construction de solutions “chocs faibles” où on relie deux ondes
progressives de périodes proches [21]. Cette terminologie fait référence au fait que
la dynamique des perturbations est pilotée par les basses fréquences et que dans
ce régime, on peut obtenir une équation de Burgers (visqueuse) scalaire qui décrit
l’évolution des perturbations (et permet donc d’obtenir la stabilité non linéaire).
C’est un premier exemple d’équation de modulation [71]. La théorie est beaucoup
moins avancée pour les systèmes de lois de conservation visqueuses. Cependant, Oh
et Zumbrun ont calculé un développement limité de la fonction de Evans au voisinage
des basses fréquences et obtenu des conditions nécessaires de stabilité spectrale (ce
qu’on appelle l’indice de stabilité). Ils ont aussi vérifié numériquement l’instabilité
dans certains cas [49], obtenu des estimations sur les fonctions de Green et prouvé
un résultat de stabilité linéaire L1 ∩ Lp → Lp, p > 1 [50]. Ces estimations ne per-
mettent de conclure à la stabilité non linéaire qu’en dimension supérieure à trois [51],
laissant les cas 1d et 2d ouverts. Je présente ici une analyse spectrale du problème
en me basant sur l’approche de Oh et Zumbrun et je montre numériquement que les
conditions nécessaires de stabilité sont vérifiées. En adaptant l’approche de Zum-
brun au cas d’une viscosité réelle (qui induit la présence d’un mode hyperbolique
supplémentaire), j’obtiens également des estimations sur la fonction de Green [6].
Pour aller plus loin, l’outil de référence semble être les équations de modulation
de Whitham qui permettent, dans notre cas, d’obtenir un système d’EDP du pre-
mier ordre. Un premier résultat de Serre [64] montre l’équivalence entre la nature
hyperbolique de ces équations (et donc qu’elles sont bien posées localement) et les
conditions nécessaires de stabilité de Oh et Zumbrun.
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La dernière partie de ce mémoire est consacrée à l’existence de “breathers”
dans des systèmes de particules du plan dont un groupe d’atomes a une masse ca-
ractéristique très supérieure aux autres. Les breathers (ou intrinsic localized modes,
ILM) sont des oscillations périodiques localisées spatialement. L’existence de ces
modes, pour des cristaux périodiques non linéaires, est suggérée dans les travaux
de Sievers et Takeno [69] pour un système unidimensionel de particules couplées
non linéairement (le modèle de Fermi-Pasta-Ulam, FPU). Depuis, de nombreuses
expériences ont confirmé l’existence de breathers dans différents systèmes physiques
comme les matériaux antiferromagnetiques [60], certains cristaux moléculaires [23]
et d’uranium [40]. On peut également les obtenir, et étudier leurs propriétés, en
construisant des dispositifs expérimentaux adéquates : électroniques en couplant
des jonctions de Josephson [16], mécaniques en couplant des pendules oscillants ou
optiques à l’aide de guides d’ondes [39]. Pour certaines molécules tétraédriques, on
peut faire un lien entre rapport de masse des atomes et apparition de breathers [28].

L’existence de breathers a été démontrée mathématiquement par Aubry et Mac-
Kay [35] pour des systèmes hamiltoniens possédant une limite “anticontinue” où les
particules sont découplées et possèdent trivialement des breathers. Par exemple,
dans un système de Klein Gordon

ẍn + V ′(xn) = ε
(
xn+1 − 2 xn + xn−1

)
, xn ∈ R, n ∈ Z,

où V est un potentiel non harmonique, les particules sont découplées lorsque ε = 0.
On construit aisément un breather en choisissant x0 une solution périodique de
ẍ+V ′(x) = 0 et en laissant les autres atomes au repos (xn = 0). Sous une hypothèse
de non résonance, on peut prolonger cette solution périodique pour ε 6= 0 à l’aide
du théorème des fonctions implicites. Cette approche s’applique aussi à des châınes
FPU diatomiques [34] :

mnẍn = V ′(|xn+1 − xn|) − V ′(|xn − xn−1|), n ∈ Z, xn ∈ R,

où m2n = 1 et m2n+1 = γ > 1. On peut encore trouver une limite anticontinue
lorsque γ → ∞. En effet, si γ = ∞, les masses lourdes sont immobiles et les particules
légères sont découplées et soumises au potentiel créé par les masses lourdes et on
construit aisément une solution breather. Le prolongement de ces solutions pour γ
grand est plus difficile car la condition de non résonance de [35] n’est pas vérifiée et
on ne peut pas appliquer directement le théorème des fonctions implicites.

Le problème étudié ici est plus complexe à cause de l’invariance des équations
du mouvement par les translations et les rotations dans le plan. On s’inspire d’une
stratégie mise en place par R. MacKay [37] et qui généralise aux dimensions supérieures
à 1 le résultat de [34]. L’approche consiste d’abord à fixer la position moyenne des
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masses lourdes et à “éliminer” les autres variables (la position des masses légères et
la déviation des masses lourdes de leur position moyenne). Cette élimination repose
sur la limite anticontinue introduite dans [34] où un breather est construit à partir
d’un rapport de masse infini. La solution périodique obtenue dépend de manière
régulière des positions moyennes des atomes lourds, qui sont considérées comme des
paramètres. Dans un second temps, on étudie le problème statique sur les positions
moyennes qui hérite de l’invariance euclidienne du système complet. On utilise en
général un théorème des fonctions implicites au voisinage des équilibres du système
complet [36] pour obtenir des solutions du problème statique modulo les transfor-
mations euclidiennes.

Je présente dans ce mémoire deux applications de cette méthode. J’étudie
d’abord le cas général d’un système de N + n masses γMi (i = 1, . . . , N , N ≥ 2),
mi (i = 1, . . . , n) dans un champ de potentiel V invariant par transformations eu-
clidiennes. Le rapport de masse γ sera ici considéré très grand et on supposera qu’il
existe une famille d’équilibres. Lorsque γ → ∞, on met en évidence une limite anti-
continue analogue à celle de [34] : les équations du mouvement des particules légères
sont paramétrées par les positions moyennes des masses lourdes qui, elles, doivent
vérifier des conditions de compatibilité. On résout ce système couplé comme suggéré
par MacKay, en montrant d’abord l’existence de solutions périodiques des équations
du mouvement des masses légères, ici à l’aide du théorème du centre de Lyapou-
nov. Le résultat est donc seulement local. On obtient deux classes de solutions :
les modes normaux non linéaires, qui sont proches des modes normaux classiques
solutions des équations du mouvement linéarisées au voisinage d’un équilibre, et les
breathers lorsque le potentiel V est découplé pour γ = ∞. Ces solutions dépendent
de manière régulière des positions statiques. On résout ensuite le problème statique
au voisinage des équilibres en appliquant le théorème des fonctions implicites. L’in-
variance euclidienne est éliminée en choisissant un repère adapté et en considérant le
moment angulaire comme un paramètre. On restreint ensuite le prolongement de ces
solutions à des rapports de masses grands mais finis pour les solutions périodiques
dans un repère fixé et réversibles (ici paires) pour pouvoir appliquer simplement le
théorème des fonctions implicites.

Cette méthode ne fonctionne plus pour des solutions non réversibles ou relative-
ment périodiques (i.e. périodiques dans un repère en rotation). Je présente l’exemple
d’un système triatomique pour lequel on obtient des modes localisés relativement
périodiques. Le système est formé de deux masses lourdes et d’une masse légère dont
l’hamiltonien est donné par

(5) H̃ =
1

2γ

(
P̃ 2

1 + P̃ 2
2

)
+

1

2
p̃2

1 + U(‖Q̃1 − Q̃2‖) +W (‖Q̃1 − q̃1‖) +W (‖Q̃2 − q̃1‖),

où Qi ∈ R2 (resp. q1 ∈ R2) sont les positions des masses lourdes (resp. de la masse
légère) et Pi, p1 leurs moments conjugués. L’analyse locale de la limite anticontinue
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est identique au cas général. Mais ici on peut faire une analyse globale du système
dans la limite anticontinue et obtenir des solutions périodiques qui ne sont pas
nécessairement proches d’un équilibre. En plus des modes normaux non linéaires,
on obtient une classe de solutions périodiques de grande amplitude de type inversion,
où la masse légère oscille de part et d’autre de la liaison entre masses lourdes. Pour
prolonger ces solutions périodiques ou relativement périodiques et non réversibles
pour γ <∞, on s’inspire d’une méthode utilisée par Sepulchre et MacKay [63] pour
la continuation de solutions périodiques normales dans des systèmes hamiltoniens
et généralisée par Muñoz-Almaraz et al. [44] pour des situations plus dégénérées.
L’idée est d’introduire des termes artificiels de dissipation de l’énergie et du moment
angulaire (qui sont des quantités conservées du mouvement) et multipliés par des
coefficients α, β (l’idée est analogue à celle utilisée par Schmidt [59] pour démontrer
le théorème du centre de Lyapounov à partir du théorème de bifurcation de Hopf).
On montre alors que les solutions périodiques obtenues à la limite anticontinue sont
les zéros d’une submersion (grâce aux coefficients supplémentaires α, β). En utili-
sant un théorème de persistance des zéros d’une submersion, on montre que ces
solutions font localement partie d’une famille de solutions périodiques à deux pa-
ramètres et que cette famille persiste pour γ grand mais fini. On retrouve alors
les solutions périodiques du problème initial en remarquant que les coefficients α, β
sont nécessairement nuls lorsque la solution est périodique. On a mis en oeuvre
numériquement cette procédure de prolongement pour les solutions de type inver-
sion, d’abord dans un repère fixe, en calculant un prolongement par rapport à γ
puis, à γ fixé, en augmentant la vitesse angulaire du repère en rotation.

On peut comparer notre approche à celle utilisée pour obtenir des orbites rela-
tivement périodiques pour le problème des trois corps à partir du problème restreint
avec une masse infiniment légère [9, 20, 43]. En fait, lorsque la vitesse angulaire du
repère en rotation est faible, on peut mettre notre système sous une forme similaire
au problème restreint en fixant les masses lourdes à 1 et la masse légère à γ−1 et
en remplaçant l’interaction moléculaire par l’interaction gravitationnelle. La partie
statique de la liaison entre masses lourdes correspond alors à une orbite circulaire du
problème de Kepler. Cependant, le problème restreint gravitationnel est plus simple
à étudier puisque l’énergie d’interaction entre la masse légère et les masses lourdes
est d’ordre (O(1/γ)) et il est découplé pour γ = ∞ alors qu’on a encore un couplage
(à travers le potentiel d’interaction moléculaire W ) dans notre cas.
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Chapitre 1

Obtention de modèles de Saint
Venant

Alors qu’ils sont couramment utilisés en hydraulique, les modèles de Saint Venant
sont généralement obtenus de manière heuristique et sont inconsistants. Dans ce
chapitre, je présente une méthode d’obtention des équations de Saint Venant, à
partir des équations de Navier-Stokes à surface libre, qui soient consistants dans le
régime “eaux peu profondes”. Je détaille les calculs pour un fluide newtonien sur
un plan incliné et donne les principales étapes de la justification rigoureuse de cette
approche [1]. Je passe ensuite à l’étude de trois situations fréquemment rencontrées
en mécanique des fluides.

– Modèles de Saint Venant pour des topographies quelconques : on généralise
le cas précédent à un écoulement 3d sur une topographie quelconque et on
précise l’influence de la courbure du fond [2].

– Modèles de Saint Venant pour des fluides non Newtoniens : on présente les
modèles obtenus pour les fluides de Bingham et en loi de Puissance [3].

– Modèles de Saint Venant pour des écoulements bi-couches : on propose un mo-
dèle pour un écoulement avec deux fluides newtoniens s’écoulant sur un plan
incliné.
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1.1 Cas d’un fluide newtonien sur un plan incliné

1.1.1 Dérivation formelle

Considérons un fluide newtonien incompressible s’écoulant sur un plan incliné d’un
angle θ dans le régime “eaux peu profondes”, i.e. si H est la hauteur caractéristique
du fluide et L la longueur d’onde caractéristique des modulations du champ de vitesse
et pression dans la direction x d’écoulement, alors le rapport d’aspect ε = HL−1 ≪ 1.
Pour simplifier l’écriture, on notera s = sin θ, c = cos θ. Le système de Navier-Stokes
sans dimension s’écrit, dans cette asymptotique

ut + u ux + w uz +
2

Re

px =
2s

εRe

+
1

εRe

(ε2 uxx + uzz),(1.1)

wt + uwx + wwz +
2

ε2 Re

pz =− 2c

ε2 Re

+
1

εRe

(ε2wxx + wzz),(1.2)

ux + wz =0,(1.3)

où Re = HU0

ν
est un nombre de Reynolds (U0 = gH2

2ν
) et ν la viscosité cinématique

du fluide. On complète (1.1-1.3) avec les conditions de Dirichlet au fond u|z=0 =
w|z=0 = 0, et la continuité du tenseur des contraintes à la surface libre z = h

p|z=h + ε2W hxx(1 + ε2 h2
x)

− 3
2 = −ε 1 + ε2 h2

x

1 − ε2 h2
x

ux|z=h,(1.4)

uz|z=h + ε2wx|z=h = − 4ε2

1 − ε2 h2
x

hx wz|z=h.(1.5)

Le nombre de Weber W = σ
ρ gH2 mesure l’importance des effets de capillarité (σ

mesure la tension superficielle et ρ la densité du fluide). Enfin la hauteur de fluide
h vérifie la condition cinématique

(1.6) ht + u|z=h hx = w|z=h.

Le système (1.1-1.6) est difficile à analyser et à simuler numériquement à cause de
la surface libre. Pour s’affranchir de ce problème, on écrit en général des équations
d’évolution sur la hauteur h et la valeur moyenne de u (notée v) : sous certaines
hypothèses (régime quasi-stationnaire et pression hydrostatique), on peut fermer
ce système et obtenir un modèle de Saint Venant. On reprend directement cette
approche sur (1.1-1.6) et sans faire d’hypothèse de modélisation, hormis ε ≪ 1. En
utilisant (1.3), on peut réécrire (1.6) sous la forme d’une équation de conservation
de la masse

(1.7) ht +
( ∫ h

0

u(x, z) dz
)

x
= ht + (hv)x = 0.
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La vitesse horizontale moyenne v vérifie l’équation

(hv)t +
( ∫ h

0

u2 +
2 p

Re

dz
)

x
+

κhx hxx

(1 + ε2 h2
x)

3
2

=

1

εRe

(
2 s h− uz(x, 0)

)
+

ε

Re

(

∫ h

0

2 ux dz)x.(1.8)

Pour fermer ce système, il faut relier les différentes quantités intégrées en hauteur et
la contrainte au fond uz(x, 0) à (h, v), ce qu’on peut faire grâce à un développement
asymptotique de u, w, p par rapport à ε ≪ 1. Dans cette limite, les effets visqueux
sont prédominants et la pression hydrostatique : on réecrit (1.1,1.5) sous la forme
d’un système différentiel en z. La vitesse u vérifie

(1.9) uzz + 2 s = 2 ε px + εRe

(
ut + u ux + w uz

)
− ε2 uxx,

et les conditions aux limites u|z=0 = 0, uz|z=h =
4ε2

1 − ε2 h2
x

hx ux − ε2wx|z=h. On

résout cette équation différentielle en z

(1.10) u(t, x, z) = 2s(h(t, x)z − z2

2
) + F ε

u

(
u, w, p

)
(t, x, z),

où F ε
u

(
u, w, p

)
est un opérateur intégro-différentiel (l’intégration porte uniquement

sur z). Si toutes les dérivées de u, w, p, h sont bornées, l’opérateur F ε
u est d’ordre

O(ε + εRe) et formellement ε-Lipschitz. Le profil de vitesse est donc parabolique,
proche d’une solution de “Nusselt” et on retrouve l’hypothèse de modélisation d’un
régime quasi-stationnaire. On peut également écrire la pression sous la forme

(1.11) p(x, z, t) = c(h(x, t) − z) − κ
Re

2
hxx + F ε

p (u, w, p)(x, z, t),

où κ̄ = ε2W : on supposera cette constante d’ordre O(1) si on veut observer les ef-
fets de capillarité. L’opérateur F ε

p (u, w, p) est aussi un opérateur intégro-différentiel,
formellement d’ordre O(ε) et ε-Lipschitz. Enfin, la vitesse verticale est donnée par
la condition de divergence nulle :

w(t, x, z) = −
∫ z

0

ux(t, x, y)dy = −s hx z
2 + O

(
ε+ εRe

)
.

Pour obtenir un développement d’ordre plus élevé, on utilise un schéma formel
d’itérations successives : les équations (1.3, 1.10, 1.11) montrent que u, w, p est un
point fixe (formel) d’un opérateur F ε qui est ε-Lipschitz. On définit une suite de
solutions approchées u(n), p(n), w(n) de (u, w, p) par

(1.12) (u(n+1), p(n+1), w(n+1)) = F ε(u(n), p(n), w(n)),
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avec u(0), p(0), w(0) définis par

u(0) = s(2h(t, x)z − z2), p(0) = c(h(x, t) − z) − κRehxx

2
, w(0) = −s hx z

2.

Si toutes les dérivées de (u, w, p) et les fonctions
(
un, w(n), p(n)

)
n≥1

sont bornées, on
montre par récurrence que

max
(
|u− u(n)|, |w − w(n)|, |p− p(n)|

)
= O

(
(ε+ εRe)

n+1
)
.

On obtient ainsi un développement de u, w, p à n’importe quel ordre en ε en fonction
de h et de ses dérivées. Pour fermer (1.8), on calcule un développement asymptotique
des quantités intégrées en hauteur en fonction de h et v. On remarque d’abord que
v vérifie

hv =

∫ h(t,x)

0

u(0)(t, x, ζ)dζ + O(ε+ εRe) = 2s
h3

3
+ O(ε+ εRe).

Ceci fournit une première équation modèle pour un écoulement de fluide newto-
nien de faible profondeur : si on injecte le développement de hv dans l’équation de
conservation de la masse, on obtient

(1.13) ∂th + ∂x

(
2s
h3

3

)
= O(ε+ εRe),

qui est une équation de conservation (si on néglige les termes d’ordre O(ε + εRe))
exhibant des singularités en temps fini. C’est un premier élément de la hiérarchie de
modèles qu’on obtient dans le régime eaux peu profondes : elle nous donne la vitesse
de propagation des perturbations ondes longues à O(ε) près. Cette équation fournit
en plus une relation entre ht et hx qu’on exploitera plus tard.

Le profil étant essentiellement parabolique et la pression hydrostatique, on déduit
aisément de (1.10,1.11) les relations suivantes (fréquemment utilisées pour obtenir
un modèle de Saint Venant)

∫ h(t,x)

0

u2(t, x, ζ)dζ=
6

5
(hv2)(t, x) + O(ε+ εRe),(1.14)

∫ h

0

p(·, ·, ζ)dζ= c
h2

2
− κ

Re

2
hhxx + O(ε+ εRe).(1.15)

En remplaçant (1.14) et (1.15) dans (1.8), on obtient

(1.16) (hv)t +
(6
5
hv2 +

ch2

Re

)
x
−κhhxxx =

1

εRe

(
2s h−uz(x, 0)

)
+O(ε+εRe +

ε

Re

).
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Cette équation est fermée pourvu qu’on ait calculé uz(x, 0) et négligé les termes
d’ordre O(ε + εRe + ε(Re)

−1). C’est ici qu’apparait l’inconsistance des premiers
modèles obtenus à partir de (1.8). En fait, partant du développement à l’ordre O(1)
de v, on écrit, en général

∂zu(0) ≈ 2s h ≈ 3v

h
,

et en remplaçant dans (1.8), on obtient un modèle de Saint Venant fermé. Cepen-
dant, on a négligé des termes d’ordre O(ε) dans le terme source qui est pondéré par
un coefficient (εRe)

−1 et donc des termes d’ordre O(1) dans (1.8) ! Pour corriger
ce problème, on calcule le développement de u et v à l’ordre suivant. Il suffit de
calculer u(1) défini par (1.12) et qui vérifie u−u(1) = O

(
(ε+ εRe)

2
)
. Pour simplifier

les notations, on écrira u(1) = u(0) + εū1 + O
(
(ε + εRe)

2
)
. La fonction ū1 est une

fonction polynomiale en z dont les coefficients sont des fonctions de h, ht, hx. On
obtient alors une expression de uz(0) à l’aide de v et h, ht, hx :

(1.17) uz|z=0 =
3 v

h
+ ε
(
∂zu

(1)|z=0 −
3

h2

∫ h

0

u(1)
)

+ O
(
(ε+ εRe)

2
)
.

Ceci fournit un premier modèle fermé en remplaçant (1.17) dans (1.16) puis en
négligeant les termes d’ordre O

(
(ε(1 + Re + Re

−1)
)

(1.18) (hv)t +
(6
5
h v2 +

ch2

Re

)
x
−κhhxxx =

1

εRe

(
2s h− 3 v

h

)
−
(7s2

30
h4 hx +

s

4
h2 ht

)
.

On peut aussi écrire (1.18) sous forme conservative, à un terme d’ordre O(ε) près,
en utilisant l’équation de Burgers (1.13). On a ht = −2s h2 hx + O(ε + εRe) et en
remplaçant ht par −2sh2hx dans (1.18), on obtient

(1.19)





ht + (hv)x = 0,

(hv)t + (
6

5
h v2 +

c h2

Re
− (2s)2

75
h5)x − κhhxxx =

1

εRe

(
2s h− 3 v

h

)
.

Le terme de correction obtenu est inertiel : il est homogène à (hv2)x. On peut aller
plus loin dans l’exploitation de la relation hv = 2sh3

2
+ O(ε). Par exemple, on peut

ramener le coefficient devant hv2 à 1. Dans ce cas, le flux dans l’équation de quantité
de mouvement est de la forme

6

5
hv2 +

c h2

Re
− (2s)2

75
h5 = hv2 +

ch2

Re
+ (2s)2(

1

45
− 1

75
)h5 + O(ε).

On peut donc choisir le coefficient devant hv2. Le choix du modèle est alors dicté
par ses propriétés mathématiques comme c’est le cas pour les équations d’amplitude
pour le problème des water-waves. Si on choisit le modèle (1.19), le système n’est
pas hyperbolique sur tout le domaine physique h ≥ 0 alors que c’est le cas si on
choisit le flux sous la forme

(
hv, hv2 + P (h)

)
.
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1.1.2 Justification rigoureuse et consistance du modèle

On a montré que si (u, w, p, h) est solution de (1.1-1.6) alors h, v = h−1
∫ h

0
u vérifie

(1.20)





ht + (hv)x = 0,

(hv)t +
(6

5
h v2 +

c h2

Re
− (2s)2

75
h5
)

x
− κhhxxx =

1

εRe

(
2s h− 3 v

h

)
+ R̃,

où R̃ est une fonction qui dépend de h, (u, w) et p. Elle est formellement d’ordre

O(ε(1 + Re + Re−1)). On montre que R̃ converge vers 0 lorsque ε → 0 pour une

norme à définir. La fonction R̃ est donnée par R̃ = R1 + R2 + R3 avec

R1 =−∂x R(1)
1 (t, x) +

ε

Re
∂x

(∫ h(t,x)

0

ux(t, x, ζ)dζ
)

+ κ
((

1 − (1 + ε2h2
x)

− 3
2

)
hxhxx

)
,

R(1)
1 =

∫ h

0

(
u2 − (u(0))2

)
(., ζ) + (p− p(0))(., ζ)dζ

+
12

15
v

∫ h

0

(u− u(0))(x, y, t)dy +
2

15 h

( ∫ h

0

(u− u(0)(., ζ)dy
)2
,

alors que R2 =
sh2

4
∂x

(∫ h

0

u− u(0)
)

et R3 = ∂zR(1)
3 (0) − 3

h2

∫ h

0
R(1)

3 où

R(1)
3 =

ε

Re

∫ z

0

∫ h

ζ

uxx − u(0)
xx −

∫ z

0

∫ h

ζ

2

Re
(p− p(0))x

− ε z

Re

(
(wx(h) +

wz(h)

1 − ε2h2
x

) − (w(0)
x (h) +

w
(0)
z (h)

1 − ε2h2
x

)
)

+

∫ z

0

∫ h

ζ

(u− u(0))t + (uux − u(0)u(0)
x ) + (wuz − w(0)u(0)

z ).

La justification du modèle de Saint Venant consiste donc à obtenir une estimation
sur l’écart entre u et u(0), p et p(0) où u(0) ≈ U(z) = 2s(z − z2

2
) et p(0) ≈ P (z) =

c(1 − z) lorsque l’amplitude des oscillations de la surface libre sont faibles. On se
place donc dans un cadre où on étudie le caractère bien posé de (1.1-1.6) au voisinage
de cette solution stationnaire. Ce problème a été résolu par Nishida et Teramoto [48]
pour ε = 1 qui ont en plus montré un résultat de stabilité non linéaire. Toute la
difficulté consiste à obtenir le même type d’estimation lorsque ε ≪ 1. On décompose
le champ de vitesse u, w, p, h = 1 + h̃ sous la forme

(
u

ε−1w

)
(t, x, z) =

(
U
0

)
+

1

J
DΘt ◦ Θ−1

t (x, ε z)

(
ũ
w̃

)(
t,Θ−1

t (x, εz, .)
)
,

p(t, x, z) = c(1 − z) + εp̃
(
t,Θ−1

t (x, εz)
)
,(1.21)
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où ũ, w̃, p̃ sont définis sur le domaine fixe Ω = T × (0, ε), Θt : Ω → Ωt est un
difféomorphisme dépendant de h = 1 + h̃ et Ωt = ε(1 + h̃) est le domaine fluide. De
plus la condition de divergence nulle est préservée, i.e. ũx + w̃z = 0. On obtient un
système qu’on sépare entre une partie linéaire et une partie non linéaire

(1.22) ũt + U ũx + Uzw̃ + 2µp̃x = µ∆ũ+ F1, w̃t + Uw̃x + 2µp̃z = µ∆w̃ + F2,

où µ =
ε

Re

. Les conditions limites en z = ε sont

(1.23) ũz|z=ε + w̃x|z=ε − 2
s

ε
h̃ = H1, p̃|z=ε −

c

ε
h̃+ εW h̃xx + ũx|z=ε = H2,

et h̃ vérifie h̃t =
w|z=ε

ε
+ H3. On a les conditions de Dirichlet au fond (z = 0),

u(0) = w(0) = 0. Les fonctions Fi, Hi sont des fonctions non linéaires au moins
quadratiques en ũ, w̃, p̃, h̃. On peut montrer l’estimation suivante

Théorème 1.1.1 Il existe ε1 > 0 tel que si

(1.24)
sin(θ)√
εκ̄

≤ ε1,
|h̃0|∞
ε

+ |∂2
xh̃0|0 + ε

1
4 |h̃0| 5

2
+
√
ε‖(ũ0, w̃0)‖H2 ≤ ε1,

alors il existe 0 < γ1 <
2
3
− 2sRe, tel qu’on ait l’estimation d’énergie

∂

∂t

(
E(ũ, w̃) + µK(h̃)

)
+ γ1µG(ũ, w̃) ≤ 0,

où E,K,G sont définies par E(u, w) =
2∑

j=0

‖∂j
x(u, w)‖0 +

(
(Id+ β(h))∂tu, ∂tu

)
et

K(h) =

2∑

j=0

c
(
|∂j

xh|0 + |∂th|20
)

+ κ
(
|∂j+1

x h|0 + |∂t∂
j
xh|20)

G(u, w)=
2∑

j=0

‖∇∂j
x(u, w)‖2

0 + ‖∇∂t(u, w)‖2
0.

En utilisant la régularité elliptique du problème de Stokes, on peut en déduire des
estimations en norme de Sobolev classiques. Les hypothèses sur la capillarité et la
pente permettent de prendre en charge des termes non linéaires pondérés par un
coefficient ε−1. La preuve repose essentiellement sur des inégalités de Sobolev en
domaine mince (Sobolev, Agmon et Ladyzenskaia) et une inégalité de Korn dont
on peut trouver les preuves dans [29, 66]. On utilise également un lemme sur la
régularité elliptique pour un problème de Stokes en domaine mince.
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Lemme 1.1.2 Soit f ∈
(
H1(Ω)

)2
, φ ∈

(
H

3
2 (T)

)2
. On considère le problème de

Stokes dans Ω :

−∆ u+ ∇ p = f, div u = 0, ∀(x, z) ∈ Ω, u|z=0 = 0, u|z=ε = φ, ∀x ∈ T.

Alors il existe une constante C independante de ε telle que pour i = 0, 1, on ait

(1.25) ‖u‖2+i + ‖∇ p‖i ≤ C
(
‖f‖i +

|φ1|1+i

ε
3
2

+
|φ2|i
ε

5
2

+ ‖∇ ux‖0 + ‖∇ uxx‖0

)
.

On montre ce résultat en se ramenant au cas de conditions aux limites homogènes
φ = 0, ce dernier étant traité par Temam et Ziane dans [66]. La difficulté principale
consiste alors à obtenir les constantes optimales devant les normes portant sur φi :
il faut trouver un champ de vitesse à divergence nulle tel que v̄|z=ε = φ, v̄|z=0 = 0 et
la norme ‖∆v‖0 soit minimale. Une fois passé en série de Fourier, c’est un problème
d’optimisation sous contraintes standard qu’on résout mode par mode. Du théorème
1.1.1, on déduit une estimation sur R̃.

Théorème 1.1.3 On suppose que la constante de capillarité κ vérifie κ =
κ√
ε

et

le nombre de Reynolds Re est tel que Res <
1
3
. Si la condition initiale

(
ũ0, w̃0, h̃0

)

vérifie les hypothèses du théorème 1.1.1 et
sin(θ)

κ
est suffisamment petit, alors on a

l’estimation ‖R̃‖
L2
(
0,∞;L2(T)

) ≤ C
√
ε, où C, est une constante indépendante de ε.

On justifie ainsi rigoureusement la famille de modèles de Saint Venant obtenus dans
la section 1.1.1 lorsque la tension de surface est grande (ou la pente très faible)
et Res <

1
3
. Concrètement, il faut que les solutions stationnaires des équations de

Navier-Stokes soient stables. En fait, on peut montrer un lien plus étroit entre la
stabilité pour le modèle de Saint Venant obtenu et la stabilité des équations de
Navier-Stokes dans la limite des grandes longueurs d’ondes. Dans la suite de la
discussion, on néglige la tension de surface qui n’intervient pas à cette échelle. Si
on analyse la stabilité spectrale des solutions stationnaires de Navier Stokes, on est
amené à étudier le problème linéaire obtenu en faisant Fi = Hi = 0 dans (1.22-
1.23). Si on cherche une solution sous la forme (ũ, w̃) = (−∂zφ̃, ∂xφ̃) et (φ̃, p̃, h̃) =
eik(x+ct)(φ̄(z), p̄(z), h̄), on doit résoudre l’équation différentielle

− 1

Re

(
φ̄(4) − 2k2φ̄(2) + k4φ̄

)
= −ik3(U + c)φ̄+ ik

(
U ′φ̄− (U + c)φ̄′

)′
,

avec les conditions aux limites

− 1

Re

(
φ̄(3) − k3φ̄′)|z=1 = ik

(
U ′φ̄− (U + c)φ̄′)|z=1 +

2ik

Re

(
cos(θ)h̄+ ikφ̄′|z=1

)
,

φ̄′′(1) + k2φ̄(1) + 2sh̄ = 0, φ̄(1) = (U(1) + c)h̄, φ̄(0) = φ̄′(0) = 0.
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Si on fait un développement à l’ordre 1 de la fonction propre φ et de c, on obtient :

(1.26) c(k) = −2s+
2sik

3

(
cot θ − 4

5
Res) + O(k2).

On obtient donc le critère de stabilité spectrale des solutions stationnaires des
équations de Navier-Stokes dans le régime ondes longues k ≈ 0

(1.27) Res ≤
5

4
cot θ.

L’analyse de stabilité des solutions stationnaires du modèle de Saint Venant
revient à faire un calcul de relaxation, le paramètre ε−1 mesurant déjà la longueur
d’onde caractéristique des perturbations. Après calcul, on obtient l’équation de Ben-
ney

(1.28) ∂th+ ∂x

(
2s
h3

3

)
= 2sε∂x

(
h3
(
cot θ − 4

5
h3Res

)
∂xh
)
.

La relation de dispersion s’écrit c(k) = −2s +
2sikε

3

(
cot θ − 4

5
Res) et on obtient

le même critère de stabilité aux ondes longues. En fait les 2 relations de dispersion
coincident à O(ε2) près, ce qui est cohérent puisqu’on a calculé un développement
limité du champ de vitesse (u, w, p) au même ordre. On voit ici un des intérêts des
modèles de Saint Venant obtenus de manière consistante : ils permettent d’obtenir
simplement les conditions de stabilité des solutions stationnaires de Navier-Stokes
dans le régime des grandes longueurs d’ondes. De plus, on déduit aisément de ces
modèles les équations de Benney (1.28) puisqu’elles sont simplement le résultat d’un
calcul de relaxation dans un système hyperbolique avec terme source. L’autre intérêt
de ces modèles, par rapport aux modèles à une équation comme (1.28), est qu’ils
restent bien posés même lorsque le flot uniforme est instable. On peut donc étudier
très simplement certaines instabilités hydrodynamiques dans les fluides minces. Dans
le chapitre suivant, on mettra en avant des instabilités de type roll-waves.

La méthode décrite dans la section 1.1.1 étant justifiée mathématiquement, on
la décline pour différentes situations rencontrées dans la littérature : écoulement d’un
fluide newtonien sur topographie quelconque, écoulements de fluides non newtoniens
(loi de puissance et Bingham) et écoulement de deux fluides newtoniens superposés.

1.2 Cas d’une topographie quelconque

On considère l’écoulement d’un fluide newtonien sur une topographie quelconque
définie par la surface S : y = z(x), x ∈ Rn, n = 1, 2. Les coordonnées cartésiennes
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n’étant pas toujours adaptées, on considère un paramétrage plus général de la forme
ξ ∈ Rn 7→

(
x(ξ), z(x(ξ))

)
. La normale n à S est donnée par

n = (1 + |∇x z|2)−
1
2

(
−∇x z

1

)
=

(
−s
c

)

où c = cos θ et θ l’angle entre n et la verticale. La courbure du fond est donnée par
Hb = c ∂2

xx z et on a ∂xs = (1−sst)Hb. On définit un système de coordonnées adapté
à l’écoulement d’une couche de fluide sur la surface S : d’une part, le domaine fluide
Ωt est donné par

~X ∈ Ωt ⇔ ~X(ξ, ξ) =

(
x(ξ)
z(x(ξ))

)
+ ξ

(
−s(x(ξ))
c(x(ξ))

)
, 0 ≤ ξ ≤ h(ξ, t),

où h désigne la hauteur de fluide selon n. On notera par la suite ~ξ = (ξ, ξ̄). Ensuite,

on introduit une décomposition jacobienne de la vitesse ~U pour écrire les équations
de Navier-Stokes.

(1.29) ~U =
(
∂~ξ
~X
)
~V ⇐⇒

{
U = (∂ξX)V − V s,
U = 1

c
st (∂ξX)V + cV ,

avec ∂ξX = (Id − ξ∂xs)∂ξ x, U, V ∈ Rn, U, V ∈ R. On note A =
(
∂~ξ
~X
)−1

la

matrice jacobienne du changement de variable et J = det(∂~ξ
~X). Dans ce système

de coordonnées, la condition de divergence nulle s’écrit

(1.30) J ∇ ~X .
~U = ∇~ξ.(J

~V ) = ∇ξ.(J V ) + ∂ξV = 0,

et les équations de conservation de la quantité de mouvement deviennent

ρ
(
∂t V + ~V .∇~ξ V

)
+M ∇ξ p = −ρ g c (∂ξ X)−1 s + ρΓ(~V )

+
µ

J
M
(
∇ξ.(JPM) + ∂ξ(JZ) +

J

2
P : ∇ξM

)
,(1.31)

ρ
(
∂t V + ~V .∇~ξ V

)
+ ∂ξ p = −ρ g c+ ρΓ(~V )

+
µ

J

(
∇ξ.(JMZ) + ∂ξ(J f) +

J

2
P : ∂ξM

)
,(1.32)

où M = (∂ξ X)−1(Id − s st)(∂ξ X)−t. Le vecteur ~Γ(~V ) =
(
Γ(~V ),Γ(~V )

)
désigne les

forces centrifuges liées au changement de repère :

~Γ(~V ) =

(
Γ(~V )

Γ(~V )

)
=

(
(∂ξ X)−1

(
− (∂2

ξξX).V.V + 2V (∂ξs)V + Γ(~V )s
)

−cV t(∂ξ x)
t(∂2

xx z) (∂ξ X)V

)
.
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Les quantités P, Z, f sont associées à la transformation du tenseur de déformation
σ = ∂ ~X

~U + (∂ ~X
~U)t et définies par

A−t σ A−1 =

(
P Z
Zt f

)
.

On ajoute des conditions aux limites au fond avec une condition de Dirichlet
V (ξ, 0) = V (ξ, 0) = 0 pour tout ξ ∈ Rn et à la surface libre ξ = h(ξ, t) avec la
continuité du tenseur des contraintes du fluide

(1.33)
µPhMh ∇ξ h+ µZh + phMh ∇ξ h = −κH∇ξ h,

−µ(Mh Zh)
t ∇ξ h + µ fh − ph = κH.

où H est la courbure moyenne de la surface libre. Enfin la condition d’imperméabilité
ht + V (., h).∇ξ h = V (., h) donne l’évolution de la surface libre. On a donc écrit un
système d’équations portant sur la vitesse parallèle au fond et sur la vitesse normale
et on est ramené à la situation précédente. On cherche donc un modèle de Saint
Venant sur la hauteur du fluide et le débit parallèle au fond. Si H désigne la hauteur
caractéristique du fluide, L la longueur d’onde des modulations en ξ et U0 une vitesse
caractéristique du fluide, on pose ε = HL−1 et

F =
U0√
g H

, Re =
ρH U0

µ
, We =

κ

ρH U2
0

,

où F est un nombre de Froude, Re le nombre de Reynolds et We un nombre de
Weber. On se place dans le régime “eaux peu profondes”, ε ≪ 1. En fait, on peut
montrer qu’il suffit de choisir α, β, δ ≪ 1 où

α = ε
F2

Re

, β = εRe, δ = ε
Re

F2

pour que la méthode proposée fonctionne encore : ceci permet de considérer une
gamme de nombre de Reynolds et de Froude plus large que Re,F = O(1). Pour
étudier l’influence du fond, on supposera s = O(1) i.e. ∇x z = O(1) ce qui impose
l’échelle z = Lz̃. On introduit un paramètre supplémentaire mesurant l’influence de
la courbure du fond : si la courbure est d’ordre O(R−1) (on n’a pas nécessairement
R = L), on pose θR = LR−1. Une fois (1.30-1.33) écrit avec des variables adimen-
sionnées, on obtient un développement asymptotique de la même manière que dans
le cas plan. On montre que V, p vérifient

(1.34)
V = −λc(hξ̄ − ξ̄2

2
)(∂ξx)s + FV (~V , p, α, β, δ, εθR),

p = c(h− ξ̄) − κ̄H + Fp(~V , p, α, β, δ, εθR),
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alors que la vitesse verticale est donnée par (1.30): V̄ = −
∫ ξ̄

0
∇ξ.(JV ). Les opérateurs

FV ,Fp sont respectivement d’ordre (et de constante de Lipschitz) O
(
β+δ+θR(ε+δ)

)

et O
(
α + θRβ

)
. Le calcul du développement asymptotique de ~V , p par rapport à

α, β, δ se fait alors à l’aide d’un schéma itératif. Comme dans le cas plan, on re-
trouve les hypothèses classiques d’obtention de modèles de Saint Venant, régime
quasi-établi (ici un profil parabolique et dans la direction de plus grande pente) et
pression hydrostatique, simplement au moyen de l’adimensionnement dans le régime
“eaux peu profondes”.

Commençons par écrire une équation de conservation de la masse : en intégrant
(1.30) sur (0, h), on obtient

(1.35) ∂th̃ + ∇ξ.(h̃ṽ) = 0, h̃ =

∫ h

0

J, h̃ṽ =

∫ h

0

J V.

On choisit d’écrire un système de Saint Venant avec h̃, ṽ pour avoir une équation de
conservation de la masse simple. L’évolution de h̃ṽ est donnée par

∂t

( ∫ h

0

JV
)

+ ∇ξ.(

∫ h

0

JV ⊗ V ) +
1

F2
∇ξ.(

∫ h

0

JpM) +
εH
We

JhMh∇ξ h =

− 1

εF2
c

∫ h

0

J(∂ξ X)−1s− 1

εRe

J0∂ξV0 +
1

F2

∫ h

0

p∇ξ.(JM) − 1

εRe

∫ h

0

J(∂ξ M)Z

+

∫ h

0

J(∂ξ X)−1
(
θRΓ(~V )s− (∂2

ξξX).V.V + 2εθRV (∂xs)V
)

(1.36)

+
ε

Re

(
∇ξ.

∫ h

0

JMPM +

∫ h

0

J

2
M(P : ∇ξ M) − JPM :: ∂ξM

)
.

On obtient un modèle de Saint Venant en reliant les différentes quantités intégrées
en hauteur et la contrainte au fond à h̃ et ṽ. L’équation de conservation de la quantité
de mouvement (1.36) devient

∂t(h̃ṽ)+
6

5
∇ξ.(h̃ṽ⊗ṽ)+

δ

β
M
(
J∇ξ (

ch̃2

2J
)−κh̃∇ξH

)
= − 1

β

(
λ ch̃(∂ξ x)

−1s+
3J

2

h̃
ṽ
)
+T1,

avec T1 = δβ−1T (1)
1 + λ2T (2)

1 +O
(
β−1
(
ε2θ2

R + δ(α+ εθR

)
+ β + δ + εθR

)
où T (1)

1 est

un terme de correction dû à la pression et T (2)
1 un terme dû aux effets inertiels.
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Ils sont donnés par

T (1)
1 =

(M
8
∇ξ c+

3

4
c(∂ξ x)

−1(∂xs) s− 5

8
c(∂ξ x)

−1(∂xs)s −
c

2
tr(∂xs)(∂ξ x)

−1s
) h̃2

J

T (2)
1 = c(∂ξ x)

−1s.∇ξ(c(∂ξ x)
−1s)

h̃5

35J
4 − c(∂ξ x)

−1s.∇ξ(c
h̃

J
(∂ξ x)

−1s)
h̃4

15J
4

+
(
∇ξ.(c

h̃3

J
3 (∂ξ x)

−1s)
h̃2

24J
2 + ∇ξ.(ch̃(∂ξx)

−1s)
h̃4

120J
4

)
c(∂ξ x)

−1s

−∇ξ.(Jc(∂ξ x)
−1s)

ch̃5

420J
5 (∂ξ x)

−1s

− 6c2h̃5

35J
4 (∂ξ x)

−1
(
∂2

ξξx.(∂ξ x)
−1s.(∂ξ x)

−1s + θR(st Hb s)s
)
.

De plus M̄ ∈ Mn(R) et J̄ ∈ R sont définis par M̄ = M |ξ̄=0 et J̄ = J |ξ̄=0. En
éliminant le terme d’ordre O

(
β−1
(
ε2θ2

R + δ(α + εθR

)
+ β + δ + εθR

)
des équations,

on obtient un système de Saint Venant, valable dans le régime asymptotique

εRe,
εRe

F2
,
εF2

Re

≪ 1,
εθ2

R

Re

,
ε

Re

,
εθR

F2
≪ 1.

Ce régime contient en particulier le cas où θR, F2 et Re sont d’ordre 1 mais on
voit clairement que le modèle de Saint Venant est valable dans une gamme de pa-
ramètres plus large. La formulation du système est indépendante du paramétrage
mais elle est difficilement utilisable. On spécifie la formulation dans le système des
coordonnées orthogonales. Si on note n =

(
sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(φ), cos(θ)

)
, on

peut alors montrer que

(1.37) M = Id, J = 1, c(∂ξ x)
−1s = − sin(θ)

(
cos(φ)
sin(φ)

)
= − sin(θ)ι,

où ι = (cos(φ), sin(φ))t. Ainsi, à O(ε) près, les inconnues h̃ et h̃ṽ correspondent bien
à la hauteur du fluide et au débit parallèle à la surface. L’équation sur la quantité
de mouvement du système de Saint Venant s’écrit

∂t(h̃ṽ) +∇ξ.
(6

5
h̃ṽ ⊗ ṽ

)
+

δ

2β
∇ξ(cos(θ)h̃2) = κ

δ

β
h̃∇ξ.H +

1

β

(
λh̃ sin(θ) ι − 3ṽ

h̃

)

+
δ

β

(1

4
∇ξ cos(θ) + θR sin(θ)(k1 + k2)ι −

3

2
θR sin(θ)diag(k1, k2)ι

) h̃2

2

+
λ2h̃4

3
sin(θ)

(1

5
sin(θ)(ι.∇ξ h̃)ι −

h̃

7

(4
5
(ι.∇ξ)(ι sin(θ)) −∇ξ.(ι sin(θ))ι

))
.(1.38)
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Le terme source raide indique que l’écoulement est essentiellement porté par la
direction de plus grande pente ι. Pour aller plus loin et étudier l’influence de la
capillarité, on écrit le système de Saint Venant dans le cas d’un écoulement bi-
dimensionel. On obtient, pour θR = 1

∂th̃+ ∂ξ(h̃ṽ) = 0,

∂t(h̃ṽ) + ∂ξ

(6

5
h̃ṽ2 − λ2 sin2(θ)h̃5

75
+
δ cos(θ)h̃2

2β

)
+ κ

δ

β
h̃∂2

ξξ θ =

1

β

(
λh̃ sin(θ) − 3ṽ

h̃

)
−
(δh̃2

2β
+

3λ2h̃5

175
cos(θ)

)
sin(θ)∂ξθ.(1.39)

On voit ainsi à cette échelle qu’on peut assimiler les effets de la tension de surface
à une force de frottement dans les endroits où ∂2

ξ θ > 0 et d’accélération lorsque
∂2

ξ θ < 0. Si on veut retrouver l’effet classique de dispersion de la capillarité, il faut
supposer que la courbure est faible, par exemple θR = O(ε). Dans ce cas, on ajoute

le terme classique de tension de surface κ̄h̃∂3
ξ h̃ dans le second membre. Comme

dans le cas plan, on peut proposer des formulations équivalentes (à cette échelle) du
modèle de Saint Venant obtenu, en particulier différentes formes des flux (en fixant
par exemple le terme devant hv2 à 1).

1.3 Modèles de Saint Venant pour des fluides non

newtoniens

On présente des modèles de Saint Venant pour des fluides de Bingham et en loi
de Puissance, s’écoulant sur un plan incliné. C’est une situation intéressante d’un
point de vue physique si on néglige les effets de courbure du fond. On reprend les
notations de la section 1.1 et on notera ~u = (u, w).

Pour un fluide en loi de puissance, le tenseur des contraintes visqueuses est
donné par

σ = µ‖D(~u)‖n−1D(~u)

où D(~u) = ∇~u + ∇~uT est le taux de déformation du fluide et µ un coefficient de
viscosité. On va étudier le cas singulier n < 1 : on rencontre ce type de fluide en
glaciologie ou pour modéliser des écoulements de polymères. Le modèle de Saint
Venant s’écrit dans ce cas

(1.40) ∂th + ∂x(hv) = 0, ∂t(hv) + ∂x

(
hv2 + P (h, n)

)
= ghs− µ

(
v
1 + 2n

hn

)n
,

où P correspond à une pression dans le fluide, donnée par

P (h, n) = gc
h2

2
+

(3n2 − 1)n2

(2n + 1)2(3n+ 2)2
(
gs

µ
)

2
nh3+ 2

n .
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Ce modèle est valable dans le régime asymptotique ε, α, δ, β ≪ 1 i.e.

(1.41) ε≪ 1, εRe ≪ 1, ε Re ≪ F 2, ε F 2 ≪ Re.

Ici, le nombre de Reynolds est défini par Re = HnU2−n

µ
qui coincide avec la définition

standard pour les fluides newtoniens n = 1. Comme pour les fluides newtoniens,
le seul nouveau terme est dû aux effets d’inertie, qu’on écrit comme un facteur de
correction de la pression hydrostatique.

La principale difficulté pour obtenir (1.40) consiste à calculer un développement
asymptotique de u en présence d’une viscosité apparente très grande au voisinage
de la surface libre, le calcul de p et w restant identique au cas newtonien. Plus
précisément, on doit inverser une relation du type

(1.42)
(
(∂zu)

2 + ε2g2
)n−1

2 ∂zu = λ
(
h− z

)
+ G(u, w, p, α, β, δ).

où G est un opérateur d’ordre O(β + δ + εn+1), g = 4(∂xu
(0))2 + 2∂zu

(0)∂xw
(0) est

une fonction d’ordre O(1) et (u(0), w(0)) correspondant à (u, w) pour α = δ = β = 0
(w(0) étant déterminé grâce à la condition de divergence nulle)

u(0)(x, t, z) =
n

n + 1
λ

1
nh

n+1
n

(
1 −

(
1 − z

h

) 1
n

+1
)
, λ =

Res

F 2
.

On résout cette équation en séparant les zones h− z ≤ O(εn) (proche de la surface
libre) et h− z ≥ O(εn) (loin de la surface libre). En fait loin de la surface libre et à
O(αδ) près, l’équation (1.42) devient

(1.43) ∂zu
n = λ

(
h− z

)
+ G(u, w, p, α, β, δ), u(0) = 0,

et on poursuit le calcul comme dans le cas newtonien. On ne calcule pas de correction
supplémentaire à u dans la zone proche de la surface libre car son épaisseur est faible
et n’entre pas dans le développement de v et ∂zu(0) à O(ε2) près.

Le développement de u (et donc de v) obtenu à O(ε2) près permet aussi d’écrire
une équation de Benney sur la hauteur et qui correspond à une limite de relaxation
dans le système (1.40). Plus précisément, on peut écrire en variables sans dimensions
(à O(ε2) près)

(1.44) ∂th + ∂x

( λnh3

2n+ 1

)
=

εRe

2n+ 1
∂x

(
λ

1
nh2+ 1

n

(cot θ

Re
− 2λ

2
n
−1

3n+ 2
h1+ 2

n

)
∂xh
)
.

Si on choisit pour vitesse caractéristique, la vitesse moyenne du fluide pour un
écoulement stationnaire de hauteur H , on obtient la relation supplémentaire entre
F et Re : λ = (2n+1

n
)n. L’équation (1.44) fournit un critère de stabilité des solutions

stationnaires dans le régime ondes longues

Re <
3n+ 2

2
(

n

2n+ 1
)
2−n

cot θ.
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Comme pour les fluides newtoniens, une analyse des équations de Orr-Sommerfeld
(i.e. la linéarisation des équations de Navier-Stokes au voisinage d’une solution sta-
tionnaire) donne le même critère de stabilité pour des perturbations ondes longues.
En ce sens, le modèle de Saint Venant obtenu est consistant avec les équations de
Navier-Stokes dans le régime des ondes longues au contraire des modèles obtenus
par Ng et Mei [47]. On peut constater la différence de comportement du fluide selon
que n > 1√

3
ou n < 1√

3
. Dans le premier cas, on peut montrer que le système est

toujours hyperbolique sur le domaine h ≥ 0 alors qu’il n’est hyperbolique qu’autour
de la variété d’équilibre pour n < 1√

3
.

Passons au modèle de Saint Venant obtenu pour un fluide de Bingham. La loi
de comportement est donnée par

(1.45) D(~u) = 0, ‖σ‖ ≤ σ0, D(~u) 6= 0, σ =
(
µ+

σ0

‖D(~u)‖
)
D(~u),

où µ est la viscosité du fluide en écoulement et σ0 la contrainte minimale à appliquer
au fluide pour le mettre en mouvement. On a le modèle de Saint Venant

∂th+ ∂x(hv) = 0,

∂t(hv) + ∂x

(
h v2 + P (h, hc)

)
= g hs− σ0 − µφ(h)v + σ0ψ(h)|∂xh|,

φ(h) = h(
h2

v

3
+
hc hv

2
)−1, ψ(h) = πhc

(
2λ(

hv

3
+
hc

2
)
)−1

,

où P (h, hc) = gc
h2

2
+ (

g sin θ

µ
)2Π(h, hc) désigne un terme de pression. Ici hc est la

hauteur critique de fluide en deça de laquelle il ne peut y avoir écoulement. Elle est
définie par ghc sin θ = µσ0 alors que hv = h − hc désigne la hauteur de fluide en
déformation. Ce modèle est consistant lorsque ε = H

L
≪ 1 et

(1.46) εRe ≪ 1, ε Re ≪ F 2, ε F 2 ≪ Re.

En général, les modèles de Saint Venant utilisés pour les fluides de Bingham prennent
bien en compte le terme de seuil −σ0 et un terme de friction −µφ(h)v. Ces modèles
ne tiennent évidemment pas compte des termes correctifs inertiels (représentés ici
sous la forme d’un facteur Π(h, hc)) ni du terme σ0ψ(h)|∂xh| dû à la présence d’une
zone de “pseudo-plug”. A cet endroit, la déformation du fluide est très faible (mais
non nulle !). La viscosité apparente devient très grande, comme dans les cas des
fluides en loi de puissance, et compense la faible déformation du fluide [10].

On comprend mieux ce qui se passe lorsqu’on construit le développement asymp-
totique de u. En suivant l’approche de Balmforth [10], le fluide est toujours en
déformation et pour calculer u, il faut inverser la relation

(1.47)
(
1 +B

(
uz

2 + ε2g
)− 1

2
)
∂z u = λ(h− z) + G(u, w, p, α, β, δ, ε), u(0) = 0,
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où G est un opérateur d’ordre O(β + δ + ε), g = 4(∂xu
(0))2 + 2∂zu

(0)∂xw
(0) est une

fonction d’ordre O(1) et (u(0), w(0)) correspondant à (u, w) pour α = δ = β = 0 :

u(0)(z) = λ
(
hv z −

z2

2

)
, ∀z ∈ (0, hv), u(0)(z) = λ

h2
v

2
, ∀z ∈ (hv, h).

Le champ (u(0), w(0)) est sans déformation dans la zone de plug z > hv alors que
u, w est toujours en déformation : en fait dans cette zone, la déformation est d’ordre
O(ε), i.e. uz = O(ε). Pour poursuivre le calcul, on sépare la zone de pseudo plug et
la zone visqueuse. On notera u = uv dans la zone visqueuse et u = upp dans la zone
de pseudo plug. Dans la zone visqueuse, l’équation (1.47) devient, à O(ε2) près

(1.48) ∂z uv +B = λ(h− z) + G(u, w, p, α, β, δ, ε), u(0) = 0,

et on poursuit le calcul comme dans le cas newtonien : on obtient ainsi un déve-
loppement de uv à O(ε2) près. Les modèles de Saint Venant pour les fluides de
Bingham obtenus par Balmforth sont ensuite obtenus en considérant le fluide sans
déformation dans la zone de plug. A cet endroit, il faut chercher u sous la forme
upp = u(0)(hv) + εu1. Dans ce cas, l’équation (1.47) devient, à O(ε) près

B∂zu1
(
∂zu1

2 + 4(∂xu(0)(hv))2
) 1

2

= λ(h− z),

et, après intégration, upp = λ
h2

v

2
+ ε
(
u1,pp + 2hv|∂xh|

√
B2 − λ2(h− z)2

)
+ O(ε2).

La fonction u1,pp est une constante d’intégration qui ne dépend que de x et déterminée
en raccordant par continuité avec la solution visqueuse uv en z = hv. Plus précisément,
on introduit un ansatz dans la zone de transition z ≈ hv sous la forme uin =
λh2

v

2
+ εa U1(

z−hv

εb ) qui raccorde upp à uv. On obtient nécessairement a = 4
3

et b = 2
3
,

i.e. la zone de transition est d’ordre O(ε
2
3 ). On montre qu’en choisissant u1,pp =

limε→0
uv(hv)−u(0)(hv)

ε
, on obtient un raccord précis à O(ε

4
3 ) près. C’est précisément

la correction dans upp qui donne le terme ψ(h)|∂xh| dans (1.46). Le terme singulier
ψ(h)|∂x| reflète la différence de comportement du fluide entre un écoulement sta-
tionnaire où il y’a une zone sans déformation et un écoulement non stationnaire où
∂xh est non identiquement nulle et le fluide est toujours en déformation.

Le système (1.46) n’entre pas dans le cadre standard des lois de conservation à
cause du terme ψ(h)|∂x| et on ne peut pas même pas le linéariser au voisinage d’une
solution stationnaire, la fonction x 7→ |x| n’étant pas dérivable en 0. Le caractère
bien posé de ce système reste donc une question ouverte. Pour avoir un critère de
stabilité de l’écoulement, on peut quand même faire un calcul formel de relaxation
dans (1.46)

(1.49) ∂th+ ∂x

(
λ
h3

v

3
+
Bh2

v

2

)
= ∂x (D(h)∂xh) − ε

πB2

4λ
∂x

(
hv|∂xh|

)
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où D(h) = δc
(h3

v

3
+ hv hc h

)
− βλ2

( 2

15
h6

v +
2

3
h5

v hc +
4

3
h4

v h
2
c + h3

c h
3
v

)
. A cause du

terme ∂x(hv|∂xh|), l’équation obtenue n’est pas un équation de conservation vis-
queuse standard (la viscosité n’est pas régulière). Cependant, si on écrit hv|∂xh| =
sign(∂xh)hv ∂xh,, le terme de viscosité est formellement dissipatif si

(1.50) Re ≤ R−
e =

(λ
h2

v

3
+B) cot θ − πB2

4λ

λ2
( 2

15
h5

v +
2

3
h4

vhc +
4

3
h3

vh
2
c + h2

vh
3
c

) ,

où hc = B
λ
, hv = 1 − B

λ
. On obtient ainsi un critère (formel) de stabilité d’un

écoulement stationnaire pour un fluide de Bingham. Ensuite le terme de viscosité
induit forcément une instabilité (roll-wave ?) si

Re ≥ R+
e =

(λ
h2

v

3
+B) cot θ +

πB2

4λ

λ2
( 2

15
h5

v +
2

3
h4

vhc +
4

3
h3

vh
2
c + h2

vh
3
c

) .

Dans la zone intermédiaire Re ∈ (R−
e , R

+
e ), cette approche ne donne aucune infor-

mation qualitative et il faudrait envisager une étude numérique pour comprendre le
comportement du système dans ce cas.

1.4 Modèles de Saint Venant bi-couches

On présente succintement l’obtention de modèles de Saint Venant pour l’écou-
lement sur un plan incliné de deux fluides newtoniens de densité ρi, i = 1, 2 et
de viscosité νi, i = 1, 2. Le fluide 1 est en dessous du fluide 2 et les nombres sans
dimensions sont définis à partir du premier fluide. On ne fait pas d’hypothèse sur
la stratification en densité : même si le fluide le plus lourd est au dessus, on verra
que l’écoulement peut être stable grâce aux effets conjugués de la convection et de
la flottabilité. On notera hi, i = 1, 2 la hauteur de chaque fluide et h = h1 + h2 la
hauteur totale de l’écoulement. Dans l’asymptotique “eaux peu profondes”, on peut
écrire les équations de Navier-Stokes sous la forme

(1.51) µi∂zzui + ̺iλ = εRe̺i

(
∂tui + ui∂xui + wi∂zui

)
+
εRe

F 2
∂xpi + O(ε2),

avec les conditions aux limites ∂zu2(h) = O(ε2), µ2∂zu2(h1) − µ1∂zu1(h1) = O(ε2)
et u1(0) = 0, u1(h1) = u2(h1). Les nombres sans dimension λ, µi, ̺i sont définis par

λ =
Re sin θ

F 2
, µ1 = 1, µ2 = ν =

ν2

ν1
, ̺1 = 1, ̺2 =

ρ2

ρ1
= ρ.
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La pression vérifie ∂zpi + ̺ic = O(ε) et les conditions aux limites

p2(h) = −κ2 F
2∂xxh+ O(ε), p1(h1) − p2(h1) = −κ1 F

2∂xxh1 + O(ε)

si on tient compte de la capillarité. Les vitesses verticales sont données par

∂zwi = −∂xui, w1(0) = 0, w1(h1) = w2(h1).

En formulant ainsi les équations de Navier-Stokes, on peut calculer un dévelop-
pement asymptotique de (ui, wi, pi) en fonction de hi et de leurs dérivées en espace
et en temps pour ε≪ 1 et

εRe ≪ 1, εF 2 ≪ Re, εRe ≪ F 2.

Le calcul repose sur un procédé itératif analogue à celui utilisé pour un seul fluide
et ne pose pas de difficulté. On insiste plutôt sur la manière de fermer les équations
intégrées en hauteur. En ne retenant que les termes d’ordre O(1) et O(ε−1) dans ces
équations, on obtient

(h1v1)t +
( ∫ h1

0

u2
1 +

p1

F 2

)
x
+ κ1∂xh1∂xxh1 =

1

εRe

(
λh1 + ν∂zu2(h1) − ∂zu1(0)

)
+
p2(h1)∂xh1

F 2

(ρh2v2)t +
( ∫ h

h1

ρ u2
2 +

p2

F 2

)
x
+ κ2∂xh∂xxh =

1

εRe

(
λρh2 − ν∂zu2(0)

)
− p2(h1)∂xh1

F 2
.(1.52)

On relie les termes de convection intégrés en hauteur dans chaque couche à hi, vi

grâce aux équations

(1.53)

∫ hi

hi−1

u2
i = hi v

2
i +Qi(h1, h2) + O(α + β + δ), i = 1, 2,

Q1 = λ2 h3
1

(h2
1

45
+
ρh2

12
(h1 + ρh2)

)
, Q2 = λ2 ρ

2 h5
2

45 ν2
.

Les termes de pression intégrés en hauteur sont eux simplement exprimés à
l’aide de hi, i = 1, 2. Il reste à déterminer ∂zu1(0) et ∂zu2(h1) en fonction de vi et hi.
Pour rester cohérent avec la procédure de fermeture pour un seul fluide, on cherche
∂zu1(0) sous la forme

∂zu1(0) = γ1(h1, h2)
v1

h1
+ R̃1,
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où γ1(h1, 0) = 3. On obtient γ1 = 6
h1 + ρh2

2h1 + 3ρh2

et R̃1 = R1 + O(ε2) avec

R1 =− λ2β

2h1 + 3ρh2

(
R1,1∂xh1 +R1,2∂xh2

)
− δc(ρ2 − ρ)

h1h2

2h1 + ρh2
∂xh2

+
δh1h2

2h1 + 3ρh2
∂xxx

(
κ1ρh1 + κ2(ρ− 1)(h1 + h2)

)
,

R1,1 =
2

15
h5

1 +
41ρ

60
h4

1h2 +
13ρ2

10
h3

1h
2
2 + (

3ρ3

4
+
ρ2

3ν
)h2

1h
3
2 +

ρ3

3ν
h1h

4
2,

R1,2 =
2ρ

15
h5

1 +
41ρ2

60
h4

1h2 + (
21ρ3

20
+
ρ2

4ν
)h3

1h
2
2 +

13ρ3

12ν
h2

1h
3
2 +

ρ3

3ν2
h1h

4
2,

Ensuite, toujours pour rester cohérent avec le cas d’un seul fluide, représente la
contrainte à l’interface par

∂zu2(h1) ≈ 3
v2 − uint

h2

avec uint = u1(h1) = u2(h1). On écrit cette contrainte à l’interface en fonction de
hi, vi en posant uint = γ2(h1, h2)v1 + (h.o.t) et ∂zu2(h1) s’écrit

∂zu2(h1) =
3

h2

(v2 − γ2 v1) +R2, γ2 = 3
h1 + 2ρh2

2h1 + 3ρh2

,

R2 =− βλ2

h2(2h1 + 3ρh2)

(
R2,1∂xh1 +R2,2∂xh2

)
− δc(ρ2 − ρ)

3h2
1∂xh2

2(2h1 + 3ρh2)

+
3δh2

1

2(2h1 + 3ρh2)
∂xxx

(
(κ1ρ+ κ2(ρ− 1))h1 + κ2(ρ− 1)h2

)

R2,1 =
1

20
h6

1 +
2ρ

5
h5

1h2 +
11ρ2

10
h4

1h
2
2 + (

ρ2

2ν
+

3ρ3

4
)h3

1h
3
2

+(
2ρ2

15ν2
+
ρ3

2ν
)h2

1h
4
2 +

ρ3

3ν2
h1h

5
2 +

ρ4

5ν2
h6

2

R2,2 =
ρ

20
h6

1 +
2ρ2

5
h5

1h2 + (
ρ2

8ν
+

117ρ3

120
)h4

1h
2
2 +

5ρ3

4ν
h3

1h
3
2

+
19ρ3

30ν2
h2

1h
4
2 + (

ρ4

5ν2
+

2ρ3

15ν3
)h1h

5
2 +

ρ4

5ν3
h6

2.(1.54)

On identifie aisément la nature des termes correcteurs calculés : les termes en facteur
de β sont des termes inertiels, ceux en facteurs de δ sont dus à la flottabilité et les
termes en facteur de κi sont dus à la tension de surface. Le modèle de Saint Venant
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obtenu en choisissant ces règles de fermeture est donné par

∂th1 + ∂x(h1 v1)= 0, ∂th2 + ∂x(h2 v2) = 0,(1.55)

∂th1v1 + ∂x

(
h1v

2
1 +

ch2
1

2F 2

)
=

1

εRe

(
λ h1 + 3ν

v2 − γ2v1

h2

− 3γ1
v1

h1

)
+ R1,(1.56)

∂th2v2 + ∂x

(
h2v

2
2 +

ch2
2

2F 2

)
=

1

εRe

(
λ h2 −

3ν

ρ

v2 − γ2 v1

h2

)
+ R2,(1.57)

R1 = − c

F 2
h2∂xh1 + R̃1, R1 = − c

F 2
h1∂xh2 + R̃2,

où R̃i, i = 1, 2 sont définies par

R̃1 =−∂xQ1 +
1

εRe
(νR2 −R1) + h1∂xxx(κ2(h1 + h2) + κ1 h1),

R̃2 =−1

ρ
∂xQ2 −

ν

εReρ
R2 +

κ2

ρ
h2∂xxx(h1 + h2).

En général, les modèles bi-couches utilisés dans la littérature ne sont consistants
que lorsque l’approximation de Saint Venant est vérifiée : écoulement en faible pente,
fluides peu visqueux et conditions de Navier à l’interface des fluides et au fond [54]. Le
modèle (1.55-1.57) est le premier, à ma connaissance, obtenu à partir des équations
de Navier-Stokes et pour des conditions de continuité à l’interface et de Dirichlet au
fond. Kliakhandler [31] a étudié cette situation à l’aide d’un système d’équations de
Kuramoto-Sivashinsky pour identifier les différents mécanismes pouvant déstabiliser
l’écoulement permanent (tension de surface, inertie, flottaison ou stratification en
densité). Cependant, son analyse ne permet pas de décrire la dynamique des deux
fluides lorsque le régime est instable (le système d’équations est mal posé). C’est
l’intérêt du modèle de Saint Venant proposé ici : d’une part, au moyen d’un calcul
de relaxation, on retrouve le système sur h1, h2 obtenu par Kliakhandler mais en plus,
dans les régimes instables, le système est encore bien posé pourvu que ce système
soit hyperbolique. On montrera dans le chapitre suivant que ces modèles ont des
solutions de type roll-waves si l’écoulement stationnaire est instable.

1.5 Perspectives

Dans ce chapitre, j’ai présenté une méthode formelle permettant d’obtenir sys-
tématiquement des modèles de Saint Venant à partir des équations de Navier-Stokes,
lorsque l’écoulement est “peu profond” et laminaire. En tenant compte de la tension
de surface, cette méthode est justifiée rigoureusement pour un fluide newtonien
pour des oscillations de faible amplitude à la surface libre. S’il semble difficile de
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s’affranchir de cette dernière hypothèse, qui apparait déjà si on veut démontrer le
caractère bien posé des équations de Saint Venant visqueuses, on peut éliminer la
tension de surface en travaillant sur des intervalles de temps bornés. On a eu besoin
de la tension de surface pour controler des dérivées en h issues du changement
de variable qui fixait le domaine mais aussi pour controler des termes raides dus
aux forces de gravité lorsque la pente est arbitraire. Je travaille actuellement, en
collaboration avec D. Bresch sur la justification d’un modèle de Saint Venant obtenu
par Gerbeau et Perthame [26], lorsqu’on on remplace la condition de Dirichlet au
fond par une condition de Navier et pour une pente faible. Bien qu’ils aient obtenu
le modèle à l’aide d’équations intégrées en hauteur, on peut refaire tous les calculs
simplement avec des développements de Hilbert et construire une solution approchée
de Navier-Stokes à l’aide d’une solution d’un modèle de Saint Venant. Dans ce cas,
on peut montrer le caractère bien posé des équations de Navier-Stokes au voisinage
de cette solution approchée en passant en coordonnées lagrangiennes et justifier un
modèle de Saint Venant visqueux.

Pour les fluides non newtoniens, il serait intéressant d’obtenir une justification
mathématique, au moins pour les fluides en loi de puissance. Dans ce cas, on a déjà
une validation dans le domaine ondes longues, en considérant le critère de stabilité
spectral obtenu à partir des équations de Orr Sommerfeld. L’étape suivante est la
justification rigoureuse de ces calculs mais il faut d’abord montrer que les équations
de Navier-Stokes sont bien posées. Pour les fluides de Bingham, la question est
plus délicate puisque le modèle de Saint Venant obtenu n’entre dans aucun cadre
classique et une théorie d’existence est à mettre en place. Le problème est qu’on
ne peut pas linéariser autour d’une solution stationnaire et il est difficile de décrire
la transition entre zone sans déformation et zone en déformation faible. Pour lever
cette singularité, on envisage d’obtenir des modèles de Saint Venant pour des versions
régularisées de la loi de Bingham en étudiant, par exemple, une loi de Carreau.

Il est important aussi de fournir une information quantitative sur le domaine
de validité des modèles obtenus ici à l’aide d’expériences en laboratoire, pour les
fluides non newtoniens ou bien à l’aide de simulations numériques. Je pense en
particulier aux régimes instables où il y’a formation de roll-waves et pour lesquels
on n’a pas obtenu de justification mathématique. Ensuite, de la même manière
qu’on l’a fait pour passer des équations de Benney aux équations de Saint Venant
en ajoutant la vitesse moyenne dans les inconnues, on pourrait enrichir le modèle
de Saint Venant en rajoutant des inconnues. Ruyer Quil et Manneville [56, 57] ont
considéré des modèles de Saint Venant augmentés en ajoutant la contrainte au fond
comme nouvelle inconnue : une telle approche permettrait sans doute de décrire
des instabilités de cisaillements dans le fluide. Enfin, il reste un certain nombre de
situations physiques à explorer : on songe en particulier aux écoulements turbulents.
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Chapitre 2

Existence et stabilité des
roll-waves

Ce chapitre regroupe des travaux sur l’analyse d’ondes non linéaires appelées
roll-waves. Ce sont des instabilités hydrodynamiques apparaissant à la surface libre
d’un écoulement de fluide mince. Elles sont le résultat de la compétition entre les
termes de gravité et de la friction due au fond. On modélise l’écoulement à l’aide
des équations de Saint Venant. Selon le modèle considéré, avec ou sans viscosité, on
obtient des roll-waves continues ou discontinues qui sont proches lorsque la viscosité
tend vers 0. L’objectif principal est de montrer l’existence de ces ondes pour des
systèmes hyperboliques plus généraux et d’en étudier la stabilité.

– Existence de roll-waves pour des systèmes hyperboliques : on généralise un
résultat d’existence de Dressler qu’on applique au modèle de Saint Venant
bicouche obtenu au chapitre 1 pour analyser certaines instabilités dans des
écoulements à deux couches de fluides [5].

– Persistance des roll-waves discontinues : on prouve que le problème de Cau-
chy est bien posé au voisinage des roll-waves discontinues obtenues par Dress-
ler. On peut le voir comme un résultat de stabilité puisqu’il n’y a pas de
singularité supplémentaire qui se forme et la structure n’est pas détruite. [4]

– Stabilité linéaire de roll-waves visqueuses : on montre que les conditions né-
cessaires de stabilité aux ondes longues de Oh et Zumbrun [49] sont vérifiées,
ce qui constitue un premier exemple dans le cadre des lois de conservation.
On obtient ensuite des estimations sur les fonctions de Green associées qui
permettent de montrer la stabilité linéaire.[6]
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2.1 Roll-waves discontinues

Le premier résultat d’existence de roll-waves est dû à Dressler [22]. Il les définit
comme des ondes progressives périodiques du modèle de Saint Venant

(2.1) ht + (hv)x = 0, (hv)t +
(
hv2 +

h2

2F 2

)
= h− v2

et montre qu’elles sont nécessairement discontinues, les discontinuités vérifiant les
conditions de chocs de Lax.

Théorème 2.1.1 Soit F > 2 alors pour tout q > 0 et tout L > 0, il existe une
vitesse unique c(q, F ) et une solution (h, v) = (H, V )(x− ct) de (2.1) où H, V sont
L-périodiques, discontinues aux points xi = iL, i ∈ Z tel que H(c − V ) = q, et les
discontinuités vérifient les conditions de chocs de Lax

[HV ]iL = c[H ]iL, [HV 2 +
H2

2F 2
]iL = c[HV ]iL, H(iL+) < H(iL−).

La condition F > 2 est exactement la condition d’instabilité de la solution station-
naire (h, v) = (1, 1) et l’existence des roll-waves fournit un scenario de transition vers
l’instabilité. Jin et Katsoulakis [30] ont précisément décrit ce scenario de transition
pour F ≈ 2 en obtenant une équation de Burgers instable à partir de (2.1)

rt +
3

4
rrξ =

(F
2
− 1
)
r

qui possède trivialement des roll-waves. La question est de savoir si ces instabilités
existent dans d’autres systèmes (par exemple les modèles de Saint Venant bicouches),
à quelle condition elles apparaissent et si elles sont observables (stables).

2.1.1 Roll-waves dans des systèmes hyperboliques

Considérons le système d’équations aux dérivées partielles

(2.2) ut + Df(u) ux = g(u), u ∈ Rn, n ≥ 2.

On suppose que (2.2) est hyperbolique : les valeurs propres λk(u) de Df(u) sont
distinctes et classées par ordre croissant. On note rk(u) les vecteurs propres associés
et Πk(u) la projection sur l’espace propre Ker(Df(u) − λk(u)I). En suivant la ter-
minologie de Dressler, les roll-waves sont des ondes progressives u(x, t) = U(x− ct),
U périodique, solution de (2.2) et vérifiant les conditions de Rankine Hugoniot

(2.3) [f(U)](2j+1)L = c[U ](2j+1)L, ∀j ∈ Z,
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et les conditions de choc de Lax λk(U
+
j ) < c < λk(U

−
j ), λk−1(U

−
j ) < c < λk+1(U

+
j ).

La fonction U étant périodique, on réécrit (2.2,2.3) comme un problème aux limites

(2.4)

(
Df(U(x)) − c

)
U ′ = g(U(x)), ∀x ∈ (−L,L),

f
(
U(L)

)
− f

(
U(−L)

)
= c
(
U(L) − U(−L)

)
.

La condition de Rankine Hugoniot s’écrit aussi

(2.5) f
(
U(L)

)
− f

(
U(−L)

)
− c
(
U(L) − U(−L)

)
=

∫ L

−L

g(U(x))dx = 0.

On reformule ainsi le problème d’existence de roll-waves en un système d’équations
non linéaires F (Ū) = 0 où F : Rn → Rn est la fonction définie par

F (U) = f
(
U(L)

)
− f

(
U
)
− c
(
U(L) − U

)
,

où U est solution de (Df(U)− c)U ′ − g(U) = 0 et U(−L) = U . Notons en plus que
les conditions de Lax impliquent que la matrice Df(U) − c Id est nécessairement
singulière en un point.

Le cas étudié par Dressler (n = 2) se réduit en fait à un problème scalaire
puisqu’on élimine la vitesse des inconnues grâce à l’équation de conservation de
la masse. On montre alors l’existence de roll-waves de grande amplitude à l’aide
du théorème des valeurs intermédiaires. Dans le cas général, on se ramène à un
problème scalaire en adaptant la méthode de Jin et Katsoulakis [30] pour obtenir une
équation de Burgers instable à partir des équations de Saint Venant. Cette méthode
permet, par exemple, de montrer l’existence de “pulsating roll-waves” pour des fonds
périodiques [46] mais ne permet d’analyser que les solutions de petite amplitude, le
problème général restant ouvert. Soit ε ≪ 1 l’amplitude caractéristique d’une roll-
wave et L = 2ετ (τ > 0) sa période : on cherche u sous la forme

(2.6) u(x) = u+ εv(
x− ct

2ετ
),

où v est une fonction régulière, définie sur (−1, 1). L’équation (2.4) devient

(2.7)
(
Df(ū+ εv(x)) − c

)
v′(x) = τ g(ū+ εv(x)), ∀x ∈ (−1, 1).

Pour un choc de petite amplitude, les conditions de saut se réduisent à

(2.8)
f(u+ εv(1) − f(u+ εv(−1)) = cε

(
v(1) − v(−1)

)
,

λk(u+ εv(−1)) < c < λk(u+ εv(1)), pour un k donné.

On peut alors démontrer le résultat suivant.
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Théorème 2.1.2 Soit τ > 0 fixé et ū0 tel que g(ū0) = 0, dg(ū0) inversible et

(2.9) αdλk(u0).rk(u0) > 0, α =
Πk(u0)dg(u0).rk(u0)

Πk(u0)D2f(u0).rk(u0).rk(u0)
.

Alors il existe η > 0 tel que pour tout 0 < ε < η, il existe une solution (ū(ε), v(ε))
de (2.7,2.8) avec c = λk(ū), unique tel que ū(0) = ū0, v(0, x) = v0(x) = αx rk(ū0).

Les roll-waves obtenues sont uniquement paramétrées par la période L = 2ετ .
On montre le théorème 2.1.2 à l’aide du théorème des fonctions implicites en re-
formulant (2.7-2.8) comme un système d’équations fonctionnelles Fε,τ(ū, v) = 0, où
Fε,τ est la fonction définie par

Fε,τ : X × Rn → Y × Rn

Fε,τ(v, u)1 = Πk(u)
(Df(u+ εv) −Df(u)

ε
v′ − τ

g(u+ εv)− < g(u+ εv) >

ε

)

+(1−Πk(u))
((
Df(u+ εv) − λk(u)

)
v′ + τ

(
< g(u+ εv) > −g(u+ εv)

))
,

Fε,τ(v, u)2 =

∫ 1

−1

g(u+ εv(x)) dx,

et < u > est la moyenne spatiale de u sur (−1, 1). On note X,Y les espaces

(2.10)

X0 =

{
f ∈ C1(−1, 1)/ f(x) =

∑

n≥0

an x
n,
∑

n≥0

(n+ 1)|an| < +∞
}

X = {f ∈ X0/ (1 − Πk(u0)) < f >= 0},

Y =

{
f ∈ C(−1, 1)/ f(x) =

∑

n≥0

an x
n,
∑

n≥0

|an| < +∞
}

munis des normes ‖f‖X =
∑

n≥0(n+ 1)|an| et ‖f‖Y =
∑

n≥0 |an|. Le théorème 2.1.2
n’est pas satisfaisant puisqu’il ne prend pas en compte des termes sources “réels” de
la forme g(u) = (0, h(u))T , où h : Rn → Rn−j avec j ≥ 1 et ne s’applique même pas
au système de Saint Venant (2.1). Cependant, on peut encore montrer un résultat
d’existence de roll-waves pour (2.7-2.8)

Théorème 2.1.3 Soit τ > 0 fixé. Si dh(u0) : Rn → Rn−j est surjective et les
conditions

Πk(u0)D
2f(u0).rk(u0).rk(u0) 6= 0, Πk(u0)dg(u0).rk(u0) 6= 0

et αdλk(u0).rk(u0) > 0 sont vérifiées, alors pour ε = 0, (ū0, v
0) appartient à une

variété de dimension j de zéros de F0,τ . Pour ε suffisamment petit, cette famille
persiste en un famille de zéros de Fε,τ de dimension j pour ε, τ fixé.
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Pour montrer ce résultat, on remplace seulement
∫ 1

−1
g(u+εv) par

∫ 1

−1
h(u+εv)

dans la définition de Fε,τ . Les zéros de cette nouvelle fonction correspondent encore
à des roll-waves et l’analyse ε → 0 est identique. On montre alors que la fonction
considérée est une submersion en (u0, v

0) (i.e. DF0,τ (ū0, v
0) est surjective et son

noyau a un supplémentaire fermé : ici il est de dimension finie égale à j). La question
est alors de paramétrer ces familles de solutions. On se rend compte en analysant les
équations que πj(Df(U)U ′−cU ′) = 0, où πj désigne la projection sur les j premières
coordonnées. En supposant que la matrice A0 définie par

(2.11) A0 =

(
πj df(u0)
dh(u0)

)

est inversible, on montre qu’on peut paramétrer localement la famille de roll-wave
par j-quantités conservées et la période spatiale ce qui est bien une généralisation
résultat de Dressler (dans ce cas, les paramètres sont la période et le débit relatif).

On peut étendre ce résultat aux systèmes non conservatifs : le but est de montrer
l’existence de roll-waves pour le système de Saint Venant bi-couche obtenu au cha-
pitre 1. Considérons le système hyperbolique ∂tu+A(u)∂xu = g(u), x ∈ R, t > 0 :
on doit formuler des conditions de saut qui remplacent les conditions de Rankine
Hugoniot. On utilise ici la notion de chemins non conservatifs. Ils sont définis
par Φ : [0, 1] × Ω × Ω → Ω, une fonction localement Lipschitzienne vérifiant
Φ(0, ul, ur) = ul, Φ(1, ul, ur) = ur, ∀ul, ur ∈ Ω et des hypothèses de régularité
sur ∂Φ

∂s
. Les conditions de saut à travers une discontinuité de vitesse ξ sont

∫ 1

0

(
ξId−A

(
Φ(s, ul, ur)

))∂Φ
∂s

(s, ul, ur) ds = 0.

Lorsque Φ est analytique (par exemple la ligne droite), on peut montrer l’exis-
tence de roll-waves de petite amplitude, en raisonnant comme pour les systèmes
conservatifs car les conditions de saut sont identiques dans ce cas.

On étudie l’existence de roll-waves pour les modèles bicouche obtenus au cha-
pitre 1. On a commencé par déterminer des régimes pour lesquelles ces roll waves
peuvent exister en étudiant le régime ondes longues : une fois un régime d’insta-
bilité identifié, on a testé numériquement les conditions d’existence de roll waves
du théorème 2.1.3. Lorsque ces conditions d’existence sont vérifiées, on a regardé
la forme des vecteurs propres “instables” pour savoir s’ils correspondent à des roll-
waves à la surface libre ou à l’interface des fluides.

2.1.2 Roll-waves pour des écoulements bi-couche

Pour un écoulement de deux fluides Newtoniens, Kliakhandler a mis en avant
certains mécanismes menant à l’instabilité de l’écoulement uniforme (inertie, capilla-
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rité, stratification en densité) en utilisant un système d’équations de Benney. Cepen-
dant ces équations sont mal posées lorsque l’écoulement stationnaire est instable. Le
scenario est identique dans une seule couche et l’utilisation des équations de Saint
Venant permet de prédire l’apparition de roll-waves. Pour les modèles bicouches
obtenus au chapitre 1, il semble difficile d’analyser la stabilité de l’écoulement
stationnaire ou de tester les conditions d’apparition de roll-waves complètement,
vu le nombre de paramètres (le rapport de densité, de viscosité, les hauteurs de
l’écoulement stationnaire).

On a commencé par étudier la stabilité de l’écoulement stationnaire dans la
limite onde longues : un argument de relaxation montre que cela revient à étudier
la stabilité pour le modèle obtenu par Kliakhandler [31]. Si on le linéarise en une
solution stationnaire (h1, h2) = (h̄1, h̄2), on obtient

(2.12) ∂t

(
h1

h2

)
+ J(hi)∂x

(
h1

h2

)
= λβd(hi)∂xx

(
h1

h2

)
,

et la relation de dispersion, det
(
ΛId+ ikJ(h̄i) + k2d(h̄i)

)
= 0, ∀k ∈ R. Les valeurs

propres Λj(k), j = 1, 2 sont données, au voisinage de k = 0 par

(2.13) Λj(k) = −ikΛj − k2
tr
(
com

(
J(hi) − ΛjId

)T
d(hi)

)

tr
(
J(hi)

)
− 2Λj

+ O(k3),

où Λ̄1 > Λ̄2 désignent les valeurs propres (réelles) de J(h̄i). On en déduit des condi-
tions de stabilité sur le mode à la surface libre (associé à Λ1) et le mode à l’interface
(associé à Λ2) dans le régime ondes longues k ≈ 0 :

a1(ρ)
cot θ

Re

< λa2(ρ), b1(ρ)
cot θ

Re

> λ b2(ρ).

On vérifie aisément que la condition de stabilité du mode de surface est simplement
Re < f1(ρ) cot θ, où f1(ρ) = a1(ρ)

λa2(ρ)
. La situation est plus complexe pour le mode de

propagation à l’interface puisque b1 et b2 peuvent changer de signe. Si b1(ρ)b2(ρ) < 0,
l’interface est stable si b1(ρ) > 0 et instable sinon. Si b1(ρ)b2(ρ) > 0, l’interface est
stable si b1(ρ) > 0 et Re < f2(ρ) cot θ ou b1(ρ) < 0 et Re > f2(ρ) cot θ, avec

f2(ρ) = b1(ρ)
λb2(ρ)

. On a choisi ici de présenter le cas particulier ν = 0.3 et hi = 1.

Il existe ρc ≈ 3.3 au dela duquel b2 < 0. Le mode d’interface est alors toujours
stable et le système complet n’est stable que si Re < f1(ρ) cot θ. Une stratifica-
tion en densité a priori instable (ρ > 1) peut ainsi être stabilisée grâce aux effets
conjugués de la flottabilité et de la convection. Si ρ < ρc, les bi sont positifs et
f1(ρ) < f2(ρ) : lorsque Re augmente à partir de 0, le mode de surface est déstabilisé
avant le mode à l’interface. Ceci ne donne évidemment aucune information sur la
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Fig. 2.1 – Graphes de bi, i = 1, 2 et des courbes critiques fi(ρ) =
Re

cotanθ
pour

ν = 0.3 en fonction de ρ

stabilité de l’écoulement stationnaire pour les équations de Saint Venant bi-couche,
contrairement au cas monocouche où la condition d’instabilité est la même pour
toutes les longueurs d’onde. En ce sens, les conditions d’existence de roll-waves ob-
tenues dans la section précédente donnent des critères de stabilité dans le régime
hautes fréquences k → ∞. On a ensuite testé les conditions d’existence de roll-
waves pour les deux modes s’écoulant vers le bas quand ρ = 0.5. Dans ce cas, il
existe des roll-waves à la surface libre dès que Re > 0.6 cot θ et à l’interface pour
Re > 0.85 cot θ. On a fait une simulation numérique directe du système de Saint
Venant bi-couche lorsque les deux modes sont instables (ε = 0.01, θ = π

4
, Re = 1

et F 2 =
√

2
6

), avec une perturbation de l’ordre de 5% de l’écoulement uniforme : on
observe bien la formation de roll-waves dans ce cas.

Dans cette étude préliminaire, le mode de surface est toujours déstabilisé avant
le mode à l’interface lorsque Re augmente à partir de 0. Ceci pourrait nous amener
à croire que c’est un comportement générique de ces écoulements. Il n’en est rien et
on a mis en évidence certains cas où la situation est inversée (par exemple ν = 0.7
et ρ = 0.3).

2.1.3 Persistance des roll-waves non visqueuses

Considérons une roll-wave de longueur d’onde L se propageant à la vitesse c
et dont le profil est donné par ξ 7→ H(ξ). Pour montrer que les équations de Saint
Venant (2.1) sont bien posées pour toute condition initiale ”proche” de cette roll-
wave, on reformule le problème en travaillant dans l’espace des fonctions C1 par
morceaux avec des discontinuités aux points Xi ≈ ct + iL, i ∈ Z. Les chocs sont
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Fig. 2.2 – Formation d’une roll-wave lorsque les modes de surface et d’interface sont
instables

fixés à l’aide d’un changement de variable ξ : x 7→ ξ(x, t) affine par morceaux tel
que ξ(Xi(t), t) = ct+ iL et les équations reformulées avec les invariants de Riemann

r = u+ 2

√
h

F
= φ1(h, u), s = u− 2

√
h

F
= φ2(h, u). Le système (2.1) devient

(2.14)
rt +

L

Xi+1 −Xi

(
λ1(r, s) −

(
Ẋi + γi(ξ)(Ẋi+1 − Ẋi)

))
rξ = Q(r, s),

st +
L

Xi+1 −Xi

(
λ2(r, s) −

(
Ẋi + γi(ξ)(Ẋi+1 − Ẋi)

))
sξ = Q(r, s).

où γi(ξ) = ξ−iL
L

∈ (0, 1), λ1 = 3r
4

+ s
4

et λ2 = 3s
4

+ r
4
. Les discontinuités vérifient

(2.15)
[(r + s)(r − s)2]Xi

= 2Ẋi [(r − s)2]Xi
,

[(r − s)4 + 8(r − s)2(r + s)2]Xi
= 16Ẋi [(r + s)(r − s)2]Xi

,

∀i ∈ Z.

La roll-wave (notée R, S,Xi = ct + iL) devient alors une solution stationnaire de
(2.14,2.15). Cette formulation permet, entre autre, d’étudier la stabilité spectrale
des roll-waves [46]. Dans cette section, on montre que (2.14,2.15) est bien posé.

Théorème 2.1.4 Soit F tel que 2 < F < Fc, (Fc > 12). Il existe ρ > 0 tel que pour

tout (r0, s0) ∈ (R, S) +Hm+ 1
2 (Ω) avec m > 2 et (X0,i − iL)i∈Z ∈ l2(Z), vérifiant des

relations de compatibilité adéquates et

‖(r0, s0) − (R, S)‖L∞(Ω) ≤ ρ, ‖X0,i+1 −X0,i − L‖l∞(Z) ≤ ρ,
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il existe T > 0 et une unique solution (r, s) ∈ (R, S)+Hm(Ω× [0, T ]) et (Xi − (ct+
iL))i∈Z ∈ l2(Z, Hm+1(0, T )) de (2.14), (2.15) tel que

(r, s)|t=0 = (r0, s0), Xi(t = 0) = X0,i.

La structure de la roll-wave n’est pas détruite sur l’intervalle (0, T ), ce qui
constitue un résultat de “stabilité” des roll-waves puisque en général des singularités
supplémentaires peuvent se former en temps fini. L’hypothèse F > 2 est la condition
d’existence des roll-waves alors que l’hypothèse F < Fc assure que les conditions de
chocs de Rankine Hugoniot sont dissipatives. Le nombre F joue le rôle d’un nombre
de Froude qui mesure si l’écoulement est fluvial ou torrentiel. Le théorème suggère
que pour un écoulement torrentiel la structure de roll-wave risque d’être détruite.
La preuve du théorème 2.1.4 repose sur l’étude détaillée d’un système linéarisé au
voisinage d’une solution “approchée” et sur une méthode de point fixe pour traiter
le problème complet. Soit (Ri, Si, Xi)i∈Z une solution approchée de (2.14,2.15). On
étudie une version linéarisée de (2.14,2.15) au voisinage de cette solution.

(2.16) ∂t ri + Λ̃i
1 ∂x ri = F 1

i , ∂t si + Λ̃i
2 ∂x si = F 2

i , ∀x ∈ (0, L), ∀i ∈ Z,

où ri = r|(iL, (i+1)L), si = s|(iL, (i+1)L) et Λ̃k
i = L

Xi+1−Xi
λk(Ri, Si). Les conditions de

Rankine Hugoniot linéarisées complètent (2.16)

(2.17)

[Q(Ri, Si)]ε̇i = [(
∂F

∂R
− Ẋi

∂Q

∂R
)r + (

∂F

∂S
− Ẋi

∂Q

∂S
)s]iL + ã1,i,

[H(Ri, Si)]ε̇i = [(
∂Q

∂R
− Ẋi

∂H

∂R
)r + (

∂Q

∂S
− Ẋi

∂H

∂S
)s]iL + ã2,i,

∀i ∈ Z.

où les fonctions Q = HU,F = H2

2F
+HU2 sont vues comme des fonctions des invariants

de Riemann (H,U) = φ−1(R, S). On peut réécrire les équations (2.17) sous la forme

(
ε̇i

0

)
= Bi(r

±
i , s

±
i ) +

(
a1

i

a2
i

)
, ∀ i ∈ Z, t ∈ R.

Pour les chocs simples, on commence par faire une analyse spectrale du système
lorsque la solution approchée et la solution exacte coincident. On obtient une relation
de dispersion qu’on appelle déterminant de Lopatinskii et, sous certaines hypothèses,
on obtient des estimations d’énergie sur le problème linéarisé grâce aux symétriseurs
de Kreiss[15], [42]. Pour le problème (2.16-2.17), si (Rj, Sj , Xj) = (R, S, ct + jL),
on peut écrire une relation de dispersion analogue à la condition de Lopatinskii. Le
système (2.14) homogène devient

(2.18) ∂tri + a(H(ξ))∂ξri = 0, ∂tsi + b(H(ξ))∂ξsi = 0, ∀ξ ∈ (0, L),
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où ξ 7→ a(H(ξ)) s’annule au point sonique ξ0 tel que H(ξ0) = 1 et b < 0. Si on
cherche des solutions de (2.18) sous la forme (rk, sk, εk) = ei kθ eλt(r(ξ), s(ξ), ε), on
obtient, en utilisant (2.17), la relation de dispersion

∆(λ, θ) =
2[H ]

1 +
√
F
λ
(
(H

3
2
+ +H

− 3
2

+ + 2) − (H
3
2
− +H

− 3
2

− + 2)e
iθ − λ

∫ L

0

ds

b(H(s))
)

= 0.

où H+, H− vérifient la condition de Rankine Hugoniot H+ + H− = 2
H+H−

. Sur

l’ensemble ℜ(λ) > 0, la fonction ∆ s’annule pour λ = 0 (et tout θ) et pour

−ℜ(λ)

∫ L

0

ds

b(H(s))
= log

(H
3
2
+ +H

− 3
2

+ + 2

H
3
2
− +H

− 3
2

− + 2

)
, θ = ℑ(λ)

∫ L

0

ds

b(H(s))
[2π].

Puisque b(H) < 0 et H
3
2
+ + H

− 3
2

+ + 2 > H
3
2
− + H

− 3
2

− + 2, on obtient une ligne de
modes instables. Ceci n’implique pas, comme dans le cas d’un choc simple que le
problème est mal posé. En fait, la fonction ∆ n’est pas homogène, contrairement au
déterminant de Lopatinskii, et l’existence de modes instables n’induit pas l’existence
de modes instables avec un taux de croissance exponentiel arbitrairement grand. Ici
ce taux de croissance reste borné : on montre même qu’il converge vers 0 lorsque
L→ ∞. Dans ce cas les termes d’ordre 0 jouent un rôle important dans la stabilité
spectrale [46]. Dans ce qui suit, on obtient directement des estimations d’énergie sur
(2.16,2.17) sans recourir aux symétriseurs de Kreiss : la preuve est plus simple mais
moins générique. On démontre la proposition suivante.

Proposition 2.1.5 Soit F tel que 2 < F < Fc (Fc > 12). Il existe η > 0 tel que
pour tout m > 0, il existe C = C(m) et γ0 = γ0(m) tel que pour toute solution
approchée (Ri, Si, Xi)i∈Z Lipschitzienne et bornée vérifiant

max
i∈Z

(
‖Ẋi − c‖∞ + ‖Xi+1 −Xi − L‖∞ + ‖Ri − R, Si − S‖∞

)
≤ η,

max
i∈Z

(
|∂x(Ri, Si)|∞ + |Ẋi|∞

)
≤ m,

et pour tout γ ≥ γ0, (F 1, F 2) ∈ D(Ω), (a1, a2) ∈ l2
(
Z,D(R)

)
, toute solution

(ri, si, εi)i∈Z de (2.16), (2.17) vérifie l’estimation d’énergie :

γ ‖e−γt(r, s)‖2
L2(R/{iL}×R) + ‖e−γt(r±i , s

±
i )‖2

l2(Z,L2(R)) + ‖e−γtεi‖l2(Z,H1(R))

≤C
(1

γ
‖e−γt(F 1, F 2)‖2

L2(R/{iL}×R) + ‖e−γt(a1, a2)‖l2(Z,L2(R))

)
.(2.19)

L’estimation (2.19) résulte simplement du fait que les conditions saut sont dissi-
patives pour F < Fc. On montre alors l’existence d’une solution faible de (2.16,2.17)
dans L2

γ(Ω) l’espace des fonctions f tel que e−γtf ∈ L2(Ω).
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Proposition 2.1.6 Il existe η > 0 tel que pour tout m > 0, il existe γ0 = γ0(m) tel
que si (Xi, Ri, Si) vérifie

max
i∈Z

(
‖Ẋi − c‖∞, ‖Xi+1 −Xi − L‖∞, ‖Ri − R‖∞, ‖Si − S‖∞

)
≤ η,

max
i∈Z

(
‖Ẋi+1 − Ẋi‖∞, ‖Ri‖W 1,∞, ‖Si‖W 1,∞

)
≤ m,

alors pour tout γ ≥ γ0, f ∈ L2
γ(Ω)2, g ∈ l2(Z, L2

γ(R))2, il existe une unique so-

lution
(
(r, s), ε

)
∈ L2

γ(Ω)2 × l2(Z, H
1
2
γ (R)) de (2.16-2.17). De plus (r±i , s

±
i )i∈Z ∈

l2(Z, L2
γ(R)4) ; ε ∈ l2(Z, H1

γ(R)) et vérifient

γ‖(r, s)‖2
L2

γ(Ω)2 +‖(r±, s±)‖2
l2(Z,L2

γ(R)4)+‖ε‖2
l2(Z,H1

γ(R)) ≤ C
(1

γ
‖f‖2

L2
γ(Ω)+‖g‖2

l2(Z,L2
γ(R))

)
.

Considérons le problème adjoint de (2.16, 2.17)

(2.20) − ∂tpi − ∂x(Λ̃
1
i pi) = F 1

i , −∂tqi − ∂x(Λ̃
2
i qi) = F 2

i ,

pour tout x ∈ (0, L), i ∈ Z avec les conditions aux limites

(2.21) ∂t

(
N2,i(p

±
i , q

±
i )1

)
= a1,i, Ci(p

±
i , q

±
i ) = a2,i, ∀i ∈ Z.

On peut montrer l’estimation d’énergie

γ ‖eγt(p, q)‖2
L2(Ω) + ‖e−γt(p±i , q

±
i )‖2

l2(Z,L2(R))

≤ C
(1

γ
‖eγt(F 1, F 2)‖2

L2(R/{iL}×R) + ‖eγt(a1, a2)‖l2(Z,L2(R))

)
.(2.22)

On démontre la proposition 2.1.6 à l’aide d’un argument de dualité. L’estimation
(2.22) permet de définir une application linéaire continue sur l’image de l’opérateur
adjoint et qu’on prolonge grâce au théorème de Hahn Banach sur L2

γ × L2
γ . Le

théorème de Riesz fournit alors l’existence d’une solution faible vérifiant (2.19).

La solution obtenue est “forte” (ε ∈ H1) : pour le montrer, on commence par
régulariser dans la direction t. La suite des régularisées vérifie (2.19) mais on ne peut
pas en déduire directement qu’elles sont dans H1 en utilisant les équations, comme
on le fait pour un choc non caractéristique. Ici, il y’a un point sonique entre chaque
choc et le coefficient devant rξ s’annule. Pour démontrer la régularité H1, on sépare
la solution (régularisée en t) entre une partie qui s’annule près des chocs et qu’on
régularise dans la direction d’écoulement et une autre dont le support est proche
des chocs. La première partie de la solution vérifie (2.19) car il n’y a pas de trace
aux discontinuités alors qu’on traite la seconde partie de la solution comme dans le
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cas d’un choc simple. La fonction ainsi régularisée est de Cauchy et converge vers la
solution faible, ce qui conclut la preuve de la proposition.

On montre ensuite que le problème linéaire (2.16,2.17) avec condition initiale
nulle est bien posé et que pour des coefficients plus réguliers, cette solution est plus
régulière. Dans la suite, on notera IT = (0, T ).

Proposition 2.1.7 Supposons les hypothèses de la proposition 2.1.6 satisfaites et
‖(Ri − R, Si − S)‖l2(Z,Hk((0,L)× IT )) ≤ µ, ‖(R±

i − R±, S±
i − S±)‖l2(Z,Hk(IT )) ≤ µ

et ‖Ẋi − c,Xi+1 − Xi − L‖l2(Z,Hk(IT )) ≤ µ, alors pour tout f ∈ Hk(ΩT ) et g ∈
l2(Z, Hk(IT )) tel que f|t<0 = 0, g|t<0 = 0, la solution (r, s) vérifie (r, s)|t<0 = 0.
Elle appartient à Hk(ΩT ), (r±, s±) appartient à l2(Z, Hk(IT )) et ε à l2(Z, Hk+1(IT ))
avec l’estimation

1

T
‖(r, s)‖2

Hk(ΩT ) + ‖r±, s±‖l2(Z,Hk(IT )) + ‖ε‖2
l2(Z,Hk+1(IT ))

≤ C(k, µ)
(
T ‖f‖2

Hk(ΩT ) + ‖g‖2
l2(Z,Hk(IT ))

)
.

On montre généralement l’existence de solutions fortes pour des systèmes de
lois de conservation dans les espaces Hs tel que Hs ⊂ C1. Pour les problèmes avec
des conditions aux limites, cela impose des conditions de compatibilité sur la donnée
initiale. Sous cette hypothèse de compatibilité, on construit une solution approchée
(ra, sa, Xa) de (2.14,2.15) et proche de la roll-wave si T est petit. On renvoie le lecteur
à [4] pour le détail de ce calcul. On cherche ensuite une solution de (2.14,2.15) sous
la forme r = ra + r̃, s = sa + s̃ et Xi = Xa,i + εi et r̃|t=0 = s̃|t=0 = 0, εi|t=0 = 0. La
fonction r̃, s̃, εi est obtenue à l’aide d’un schema itératif : on pose r(0) = s(0) = 0,
ε(0) = 0 et (r(k), s(k)), ε(k) sont définies à l’aide de la proposition 2.1.7 comme l’unique
solution du problème à donnée de Cauchy nulle

(2.23) ∂tr
(k)
i + Λ̃

1,(k−1)
i ∂xr

(k)
i = f

1,(k−1)
i , ∂ts

(k)
i + Λ̃

2,(k−1)
i ∂xs

(k)
i = f

2,(k−1)
i ,

où les fonctions f
n,(k−1)
i , n = 1, 2 sont données par

f
1,(k−1)
i = Q

(k−1)
i − ∂tr

(k−1)
i − Λ̃

1,(k−1)
i ∂xr

(k−1)
i ,

f
2,(k−1)
i = Q

(k−1)
i − ∂ts

(k−1)
i − Λ̃

2,(k−1)
i ∂xs

(k−1)
i ,

et Q
(k)
i = Q(ra,i + r(k), sa,i + s(k)),

Λ̃
n,(k)
i =

L

Xa,i+1 −Xa,i + ε
(k)
i+1 − ε

(k)
i

(
λn(ra,i + r(k)sa,i + s(k))

−
(
Ẋa,i + ε̇

(k)
i +

x

L

(
Ẋa,i+1 − Ẋa,i + ε̇

(k)
i+1 − ε̇

(k)
i

))
)
.

46



Les conditions de Rankine Hugoniot, qu’on réinterprète comme des conditions de
transmission, deviennent

(2.24)

(
ε̇
(k)
i

0

)
= B

(k−1)
i (r

(k),±
i , s

(k),±
i ) +

(
g

1,(k−1)
i

g
2,(k−1)
i

)
,

avec g
n,(k)
i définies par

(
g

1,(k)
i

g
2,(k)
i

)
=

(
−Ẋa,i + F (r±a,i + r

(k),±
i , s±a,i + s

(k),±
i )

G(r±a,i + r
(k),±
i , s±a,i + s

(k),±
i )

)
− B

(k)
i (r

(k),±
i , s

(k),±
i ).

Pour T suffisamment petit, on montre alors que la suite (rk, sk, εk)k∈N est de Cauchy,
ce qui prouve le théorème de persistance des roll-waves en dimension 1.

2.2 Stabilité linéaire de roll-waves visqueuses

2.2.1 Analyse spectrale

Considérons le modèle de Saint Venant sans dimension

(2.25) ht + (hv)x = 0, (hv)t +
( h2

2F 2
+ hv2

)
x

= h− v2 + ε(hvx)x.

où ε = (Re)
−1 est un nombre de Reynolds. Le système (2.25) possède une fa-

mille d’ondes progressives périodiques qui convergent vers les roll-waves de Dressler
lorsque ε→ 0. On peut montrer le résultat suivant.

Proposition 2.2.1 Il existe ε0 tel que 0 <∀ ε < ε0 et F 2 > 4, il existe, pour tout
L > 0 et tout q > 0 un débit relatif donné, une vitesse d’onde chopf(q, ε, F ) < c <
csol(q, ε, F ) tel qu’il existe une unique fonction H, L-périodique, solution de

(2.26) ε(
q H ′

H
)′ −

( H2

2F 2
+
q2

H

)′
+H − (c− q

H
)2 = 0.

De plus lorsque c → csol(q, ε, F ), la famille de solutions périodiques converge vers
une onde solitaire (L→ ∞).

On obtient une solution de (2.25) en posant V = c − qH−1. Si ε > 0 est fixé,
on montre cette proposition à l’aide du théorème de bifurcation de Hopf lorsque
c ≈ chopf(q, ε, F ). Pour ε → 0, cette bifurcation est dégénérée et il faut utiliser des
arguments de perturbations singulières dans les EDO (théorèmes de Fenichel) pour
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montrer l’existence de solutions périodiques qui convergent vers les roll-waves de
Dressler [46]. Si ε≪ 1, on montre en plus que cette famille de solutions périodiques
converge vers une onde solitaire lorsque c → csol [27]. Dans la suite du chapitre, la
viscosité est fixée et on commence par étudier la stabilité spectrale de ces solutions.

Soit (H, V ) une solution L-périodique et de vitesse d’onde c. Une fois qu’on a
fait le changement de repère ξ = x− ct, les équations de Saint Venant linéarisées au
voisinage de (H, V ) s’écrivent, en notant u = (h, v)

(2.27) ∂tu−Lc,qu = 0,

où Lc,q est défini par Lc,q(h, v)1 = −(v − ch)ξ et

Lc,q(h, v)2 =−
(
(
H

F
− V 2

H2
)h+ (

2V

H
− c)v

)
ξ
+ (1 +

2V 2

H3
)h

−2V

H2
v + ε

(
vξ −

V

H
hξ −H ′(

v

H
− V

H2
h)
)

ξ
.(2.28)

On cherche les solutions bornées du problème spectral Lc,qu = λu. En posant
Y = (v, h, h′), on transforme ce problème en un système différentiel d’ordre un

(2.29) Y ′(x) = A(x, λ, c)Y (x), ∀x ∈ R.

Le spectre de Lc,q est composé de spectre essentiel : il est formé de la réunion de
sous problèmes spectraux où on ajoute la condition Y (ξ + L) = σY (ξ), ∀ξ ∈ R,
σ ∈ S1, au système (2.29). Si on note Ψ(., λ, c, q) la résolvante de (2.29) alors λ est
valeur propre si et seulement si il existe σ ∈ S1 tel que

(2.30) D(λ, σ, c, q) = det(Ψ(L(c, q), λ, c, q)− σId3) = 0.

La fonction D(., ., c, q) est appelée fonction de Evans. On étudie d’abord D au voi-
sinage de λ = 0 (perturbations basses fréquences). Si λ = 0, l’équation (2.29) est
équivalente à

(2.31) v = ch + α, L0h = α
(2V

H2
+ (ε

H ′

H
+

2V

H
)′
)
,

où α est une constante et L0 l’opérateur différentiel défini par

(2.32) L0h = εq
h′′

H
−
(
(
H

F 2
− q2

H2
+ εq(

H ′

H2
)h
)′

+
(
1 − 2

q

H2
(c− q

H
)
)
h.

L’équation L0h = 0 correspond à la linéarisation de (2.26) au voisinage de H .
On obtient une base de solutions de (2.29) pour λ = 0 en choisissant une base
de solutions (h1, h2) de L0h = 0 puis en calculant une solution h3 de (2.31) pour
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α = 1. Les fonctions Yi = (chi+δi,3, hi, h
′
i), i = 1..3, forment alors une base de (2.31).

Calculons les hi : en utilisant l’invariance par translation, on montre que h1 = H ′ est
solution de L0h = 0. C’est un vecteur propre associé à (λ, σ) = (0, 1). En utilisant
la théorie de Floquet, il existe h2 solution de L0h = 0 et tel que h2(x+L) = ρh2(x)
où ρ est l’exposant de Floquet

(2.33) ρ = exp

∫ L

0

1

εq

(H2(x)

F 2
− q2

H(x)

)
dx.

La bifurcation de Hopf étant surcritique, on montre que ρ < 1. Enfin, pour calculer
le dernier vecteur propre, on remarque qu’en dérivant (2.26) par rapport à q, la
fonction h3 = ∂H

∂q
vérifie (2.31) pour α = 1, ce qui conclut la construction d’une base

de solution de (2.29) pour λ = 0.

Passons au calcul du développement asymptotique de la fonction de Evans au
voisinage de (λ, σ) = (0, 1). Soit Yi = (Vi, Hi, H

′
i), i = 1, 2, 3 une base de solution de

(2.29) qui coincide avec la base qu’on vient de calculer pour λ = 0. On la développe
sous la forme Yi = Yi,0 + λYi,1 + λ2Yi,2 + O(λ3) où Y ′

i,k − AYi,k = L(Yj , j < k).
On résout successivement ces systèmes par méthode de variation de la constante en
utilisant la base de la solution calculée précédemment. On obtient

D(λ, σ)= (1 − ρ)
(
(2

∫ L

0

∂H

∂c

∂L

∂q
−
∫ L

0

∂H

∂q

∂L

∂c
)λ2

+ (

∫ L

0

∂H

∂q
+
∂L

∂c
)λ(σ − 1) − (σ − 1)2

)
+ O

(
(|λ| + |σ − 1|)3

)
.(2.34)

La partie principale de D est un polynôme homogène de degré 2, noté P , la
dimension de la variété des solutions L-périodiques. Dans le cas des équations de
conservations (de taille n), Oh et Zumbrun [49] ont montré que ce polynôme “princi-
pal” était, de manière générique, de degré n+1. De (2.34), on déduit des conditions
nécessaires de stabilité. Etudions d’abord le cas des perturbations L-périodiques en
considérant les zéros de D(., 1) sur R+. Lorsque λ→ +∞, on a une base de solution
(Yi(λ, .))i=1..3 de (2.29) (Yi(λ, .))i=1..3 dont le développement asymptotique est donné
par Yi(x, λ) = eµi(λ)xVi(x, λ) avec Vi(λ, .) périodiques et

µ1(λ) =
λ < H >

q
+
< H2 >

εFq
+O(

1

λ
), µ2(λ) =

√
λ

ε
+O(1), µ3(λ) = −

√
λ

ε
+O(1).

La fonction de Evans vérifie D(λ, 1) ∼ (eµ1(λ)L − 1)(eµ2(λ)L − 1)(1− e−µ3(λ)L). Ainsi,
D(λ, 1) < 0 lorsque λ→ ∞. Il faut donc que le coefficient devant λ2 soit strictement
négatif pour avoir stabilité spectrale

(2.35)
(
2

∫ L

0

∂H

∂c

∂L

∂q
−
∫ L

0

∂H

∂q

∂L

∂c

)
< 0, (H1).
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La deuxième condition est obtenue en étudiant les zéros de P au voisinage de
(λ, σ) ≈ (0, 1). Si on pose σ = 1 + ik + O(k2), on obtient λj = ikaj + O(k2), où aj

est racine de P (X, 1). Si aj ∈ C/R, le spectre traverse l’axe des imaginaires et les
roll-waves sont instables. La condition aj ∈ R se traduit par

(2.36)
(∂L
∂c

−
∫ L

0

∂H

∂q

)2
+ 8

∫ L

0

∂H

∂c

∂L

∂q
> 0, (H2).

Cette dernière condition peut être réinterprétée comme une condition d’hyper-
bolicité des équations de modulations [64] : on l’a vérifiée numériquement (on renvoie
à [6]) et on espère montrer le caractère bien posé des équations de Saint Venant au
voisinage d’une roll-wave sur des intervalles de temps inversement proportionnels à
la taille des perturbations ondes longues. Il est difficile d’aller plus loin dans l’étude
du spectre sans faire une étude numérique. On a alors une description complète du
spectre au voisinage de (0, 1) et lorsque |λ| → ∞.

2.2.2 Stabilité linéaire

Supposons que σ(Lc,q) ∩ {λ ∈ C /Re(λ ≥ 0)} = {0}. Montrons que toute
solution du problème de Cauchy

(2.37) ∂tu− Lc,qu = 0, u|t=0 = u0

converge (dans une norme à définir) vers 0 lorsque t → ∞. On “diagonalise” le
système (2.37) en introduisant la variable visqueuse w = v− V

H
h et on le réécrit sous

la forme ũt − Lũ = 0, ũ = (h, w). L’opérateur L est fermé, de domaine H1 × H2,
dense dans L2 × L2. Il génère un semi-groupe etL vérifiant |etL|L2 ≤ Ceωt pour un
ω > 0. Ceci permet de donner une formule de représentation de etL. Si on note
G(x, y, t) = etLδ(x − y) et Gλ(x, y) = (L − λ)−1δ(x − y), on obtient, pour η > 0
assez grand

(2.38) G(x, y, t) = P.V.

∫ η+i∞

η−i∞
eλtGλ(x, y)dλ.

Pour montrer la stabilité linéaire, on pousse le contour d’intégration η + iωR

dans le demi plan complexe {λ ∈ C / ℜ(λ) < 0}. On a une première contribution,
lorsque le contour rencontre les courbes de spectre dans les basse fréquences, à
travers une somme d’intégrales le long de courbes de spectre essentiel de eλt[Gλ]
(où [Gλ(x, y)] mesure le saut de Gλ. L’analyse dans ce cas est similaire à celle
développée par Oh et Zumbrun [50] pour les systèmes de lois de conservation. La
deuxième contribution vient des hautes fréquences. La viscosité est dégénérée et
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introduit un mode hyperbolique qui décroit exponentiellement vite en temps. On
décrit précisément Gλ dans ces régimes asymptotiques.

Pour les basses fréquences, une description du spectre essentiel est suffisante.
Le spectre de L au voisinage de l’origine est la réunion de deux courbes Λ1, Λ2 tel
que λj(k) = −iajk− bjk

2 + o(k2), j = 1, 2 où Re bj > 0 et aj ∈ R sont distincts [49].
On note qj(k, .) et q̃j(k, .) les vecteurs propres à droite et à gauche de Lk, restriction
de l’opérateur L aux fonctions u telles que u(x+ L) = eiku(x).

Pour les fréquences intermédiaires et si σ(L)∩{ℜ(λ) ≥ 0} = {0}, on montre que
sur tout sous ensemble compact de l’ensemble résolvent de L, noté ρ(L), la fonction
Gλ est analytique en λ et il existe C, θ > 0 tel que

|Gλ(x, y)|, |
∂

∂y
Gλ(x, y)| ≤ Ce−θ|x−y|, ∀(x, y) ∈ R.

L’analyse est plus délicate pour les hautes fréquences, à cause de la visco-
sité dégénérée. Pour comprendre la situation, on gèle les coefficients du système
différentiel : un calcul direct sur la relation de dispersion montre que si |λ| → ∞, il
y’a une valeur propre d’ordre O(|λ|) (le mode hyperbolique) et deux valeurs propres
d’ordre

√
|λ| (les modes visqueux). On peut également obtenir un développement

asymptotique des vecteurs propres par rapport à λ. Pour justifier cette approche,
on fait le changement de variable x 7→ |λ|x et on se ramène au calcul d’une base
de solution d’un système différentiel à coefficients lentement variables. On sépare le
mode hyperbolique des modes visqueux en diagonalisant par blocs. On diagonalise
ensuite le bloc visqueux à l’aide de changements de variable à coefficients lentement
variables. On obtient ainsi la description de Gλ pour |λ| grand.

Proposition 2.2.2 Si σ(L)∩{ℜ(λ) ≥ 0} = {0} alors ∀r > 0, il existe α(r) > 0 tel
que Ω1 = {λ/Reλ ≥ −α(r)} \ B(0, r)} ⊂ ρ(L). De plus si R > 0 est suffisamment
grand, alors ∀(x, y) ∈ Ω1 \B(0, R) : Gλ(x, y) = Hλ(x, y) + Pλ(x, y) + Θλ(x, y) où

(2.39) Hλ(x, y) = e
(λ <H>

q
+ <H2>

εF2q
)(x−y)

F (λ, x, y)1]0,∞[(y − x)

(
1
0

)
,

avec F (λ, ., .) L-periodique en x et y. Le terme d’erreur vérifie

Θλ(x, y) =
B(x, y, λ)

λ
+

1

λ2
R(x, y, λ),

où B(x, y, λ) = eλ <H>
q

(x−y)b(λ, x, y)1]0,∞[(y − x)(1, 0)T et |b(x, y, λ)| ≤ Ce−θ|x−y|.

La fonction R(x, y, λ) vérifie R(x, y, λ) = O
(
e−θ(1+Reλ)|x−y| + e−θ

√
|λ||x−y|) pour un

certain θ > 0. Tous ces termes sont analytiques en λ. Enfin la partie parabolique Pλ

est analytique sur Ω = {λ/Reλ > θ1 − θ2|Imλ|} et vérifie

∂a+b

∂xa∂yb
Pλ(x, y) = O

(
|λ|a+b− 1

2e−θ
√

|λ||x−y|).
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Ceci achève la description de Gλ : on calcule ensuite la fonction G, à l’aide d’une
transformée de Laplace inverse. En poussant le contour d’intégration dans le demi
plan {λ ∈ C/ℜ(λ) < 0}, on obtient d’une part une contribution hyperbolique due
aux hautes fréquences et une contribution parabolique due aux basses fréquences.
L’analyse est, de ce point de vue, identique à celle proposée par Oh et Zumbrun [50]
et on obtient le théorème.

Théorème 2.2.3 La fonction G(x, y, t) s’écrit G = H + D + R avec

(2.40) H(x, y, t) =
H3(y)

qH2(x)
e−

R t

0
H(z(y,s))ds

εF δx−a(x,t)t(−y)1]x,∞[(y)(1, 0)T .

où z désigne la caractéristique dz
dt

= − q
H(z)

, z(0, x) = x et a(x, t) = −1
t

∫ t

0
q

H(z(x,s)
ds.

Le terme parabolique D s’écrit

D(x, y, t) =
∑

i=1,2

di√
4πbit

e
− |x−y−ait|2

4bit qi(0, x)q̃
∗
i (0, y),

pour des constantes di fixées et, pour M > 0 suffisamment grand, la fonction R est
donnée par

R(x, y, t) = O
(
e−ηte−

|x−y|2

Mt

)
+ O

(e−
|x−y−a1t|2

Mt + e−
|x−y−a2t|2

Mt

√
t
√
t+ 1

)
.

On déduit de cette estimation un résultat de stabilité L1 ∩ Lp → Lp [50]. On
ne peut pas aller plus loin sans avoir plus d’information sur la dynamique non
linéaire des perturbations basses fréquences. En dimension un, l’estimation obtenue
est insuffisante pour dominer les termes non linéaires. En étudiant les équations de
Whitham (ici un système hyperbolique de dimension 2), on espère obtenir un résultat
d’existence en temps inversement proportionnel à l’amplitude de la perturbation
hyperbolique.

2.3 Perspectives

Dans ce chapitre, j’ai mis en place un schéma d’étude des roll-waves, visqueuses
et non visqueuses, analogue à celui développé pour les chocs multidimensionnels :
existence, stabilité pour les chocs visqueux, persistance pour les chocs non visqueux
et limite faible viscosité. J’ai d’abord donné un théorème d’existence de roll-waves de
petite amplitude dans des systèmes hyperboliques de taille quelconque [5]. Ceci per-
met d’étudier, par exemple, des instabilités dans des écoulements de fluides minces
avec plusieurs couches (roll-waves “internes” et roll-waves à surface libre).
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J’ai ensuite abordé la question de la persistance des roll-waves non visqueuses.
A l’aide de changements de variables fixant tous les chocs d’une perturbation d’une
roll-wave, j’ai pu fournir un cadre mathématique permettant d’étudier la stabilité
spectrale des roll-waves pour les équations de Saint Venant [46]. Comme dans le cas
d’un choc simple multidimensionnel, on a construit une sorte de déterminant de Lo-
patinskii ∆(λ, σ) où σ ∈ S1 joue le rôle d’une variable tranverse. Cette formulation
nous a permis de démontrer la persistance de ces roll-waves lorsque le nombre de
Froude n’est pas trop grand [4]. J’ai obtenu directement des estimations d’énergie
sur le problème linéarisé simplement en diagonalisant le système à l’aide des inva-
riants de Riemann (et donc sans utiliser ∆). Il faudra certainement avoir recours aux
symétriseurs de Kreiss pour étendre ce résultat à des systèmes hyperboliques quel-
conques et pour traiter des perturbations multidimensionnelles. Il serait également
intéressant de faire une étude numérique directe lorsque les conditions de chocs ne
sont plus dissipatives pour voir si les roll-waves sont détruites.

J’ai aussi étudié la stabilité des roll-waves visqueuses. L’étude de la stabi-
lité des ondes progressives périodiques pour des systèmes de lois de conservation
[49, 50, 51, 64] est loin d’être aussi avancée que pour les chocs simples. En particulier,
on a peu de résultats sur la stabilité non linéaire [51]. J’ai abordé dans ce chapitre la
question de la stabilité spectrale et linéaire des roll-waves des équations de Saint Ve-
nant avec viscosité réelle. La première étape a été de déterminer un développement
asymptotique de la fonction de Evans au voisinage des basses fréquences. Ceci four-
nit des conditions nécessaires de stabilité, qu’on a vérifiées numériquement. Les
équations de Saint Venant avec terme source sont un des premiers systèmes de lois
de conservation pour lequel ces conditions sont vérifiées. On en a ensuite déduit la
stabilité linéaire par une méthode proche de celle de Oh et Zumbrun. C’est habi-
tuellement la première étape à franchir avant de montrer la stabilité non linéaire.
Cependant, Zumbrun a montré que ça n’était vrai qu’en dimension supérieure à
trois. En dimension un ou deux, il faut plus d’informations sur la dynamique non
linéaire des basses fréquences (on renvoie le lecteur aux travaux de Doelman et co-
auteurs pour les équations de réaction-diffusion [21]). Cette dynamique est donnée
par les équations de Whitham. C’est un système d’EDP du premier ordre. Serre a
montré que ces équations étaient bien posées (en fait hyperbolique) si et seulement
si les conditions nécessaires de stabilité de Oh et Zumbrun [64] étaient vérifiées. Ceci
nous permet d’affirmer que les équations de Whitham sont hyperboliques pour les
roll-waves. Une étape intéressante serait de justifier ces équations de Whitham dans
notre cas : on pourrait ainsi construire des solutions des équations de Saint Venant
proches des roll-waves et sur des temps inversement proportionnels à la taille des
perturbations. Pour aller plus loin, il faudrait ensuite obtenir les termes “visqueux”
des équations de Whitham.

Enfin, il reste à analyser la limite faible viscosité dans les équations de Saint
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Venant. Si on sait montrer que les roll-waves continues convergent vers les roll-waves
discontinues de Dressler [46], on n’a pas encore établi de lien entre leurs propriétés
de “stabilité”. Dans le cas multidimensionnel, on sait établir un lien entre la condi-
tion de Lopatinskii (donnant la persistance des roll-waves) et le développement de
la fonction de Evans pour les basses fréquences. Si on a bien construit une sorte de
déterminant de Lopatinskii et un développement de la fonction de Evans pour les
basses fréquences, on est encore loin d’avoir pu établir un lien entre les deux, s’il en
existe un. On peut déjà se demander si les solutions discontinues des équations de
Saint Venant ont un analogue visqueux. F. Rousset a démontré ce résultat à l’aide
de fonctions de Green approchées [55]. Là encore, la condition de Lopatinskii joue
un rôle important puisque un problème linéarisé avec condition de Rankine Hugo-
niot linéarisées est utilisé pour construire une solution approchée du problème avec
faible viscosité. Une difficulté supplémentaire à traiter ici est le caractère périodique
des équations : la construction de la fonction de Green approchée est alors plus
compliquée du fait de la présence de plusieurs chocs.
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Chapitre 3

Localisation d’énergie dans des
systèmes hamiltoniens

Dans ce chapitre, on s’intéresse au phénomène de localisation d’énergie dans
des systèmes hamiltoniens (finis) de particules couplées non linéairement. Le but
est de comprendre quels sont les mécanismes permettant d’expliquer un processus
de dissociation. Un des possibilités concerne la localisation d’énergie vibrationnelle
sur quelques liaisons qui, en dépassant l’énergie de liaison entre particules, provo-
querait la dissociation. Mathématiquement, on peut les définir comme des solutions
périodiques ou relativement périodiques (i.e. périodiques dans un repère en rotation)
dont seules quelques particules ont un mouvement de grande amplitude (breathers).

On étudie le cas où deux groupes de particules de masses caractéristiques très
différentes interagissent. Lorsque le rapport de masse est infini, on obtient un système
simplifié où les masses légères bougent dans un champ de potentiel créé par les masses
lourdes immobiles. On peut alors construire des solutions de type breathers et toute
la difficulté consiste à ”continuer” ces solutions pour des rapports de masse finis :
on présente deux cas pour lesquels on justifie cette approche.

– Breathers dans des systèmes invariants par transformation euclidienne : on
présente ici un cadre général de continuation de solutions exactement pério-
diques et réversibles dans des systèmes de particules quelconques. Travail en
collaboration avec G. James [7].

– Orbites périodiques relatives dans un système à trois atomes : on considère
un système à 2 masses lourdes et une masse légère : dans ce cas, on peut
continuer des solutions relativement périodiques et non réversibles aussi bien
théoriquement que numériquement. Collaboration avec G. James et Y. Sire
[8].
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3.1 Solutions localisées réversibles dans des systèmes

hamiltoniens

3.1.1 Description de la limite ”anticontinue”

Considérons un système de N + n masses γMi (i = 1, . . . , N , N ≥ 2), mi (i =
1, . . . , n) dont l’interaction est décrite par un potentiel non harmonique V , invariant
par transformations euclidiennes. On étudie ici la limite anticontinue γ → +∞.
L’hamiltonien du système s’écrit

(3.1) H =

N∑

i=1

1

2γMi
P 2

i +

n∑

i=1

1

2mi
p2

i + V (Q1, . . . , QN , q1, . . . , qn),

où Qi(t), qi(t), Pi(t), pi(t) ∈ R2, i.e. on se restreint à des mouvements plans. On sup-
posera par la suite que ce système possède une ou plusieurs familles d’équilibres (en
sachant que les rotations et les translations génèrent une famille continue d’équilibres).
Les équations du mouvement sont données par le système

(3.2) γM
d2Q

dt2
= F, m

d2q

dt2
= f,

où F = −∇QV , f = −∇qV , et M,m sont les matrices de masse

M = diag(M1,M1, . . . ,MN ,MN), m = diag(m1, m1, . . . , mn, mn).

Pour étudier la limite γ → ∞, on fait deux types de changements de variables.
Les premiers vont éliminer l’invariance du système par les translations et les rota-
tions, le second est spécialement adapté à la limite γ → ∞ puisqu’on va décomposer
le mouvement des masses lourdes en une partie statique et une partie de petite am-
plitude et à moyenne nulle [34]. On fera alors apparâıtre les solutions périodiques de
(3.2) comme les zéros d’une fonction définie sur des espaces de fonctions périodiques.

Commençons par éliminer les invariances par translation et rotation. La quantité
de mouvement totale du système

∑N
i=1 γMi

dQi

dt
+
∑n

i=1mi
dqi

dt
étant préservée, on

suppose que le centre de gravité du système est en 0

(3.3)

N∑

i=1

γMiQi +

n∑

i=1

miqi = 0.

Pour éliminer l’invariance par rotation, on choisit un axe dans le plan dans la di-
rection de la masse M1. On définit ainsi l’angle θ tel que Q1 = ̺(cos θ, sin θ)t et on
introduit de nouvelles coordonnées Xi (i = 1, . . . , N), xi (i = 1, . . . , n) telles que

(3.4) Qi = RθXi, qi = Rθxi, Rθ =

(
cos θ− sin θ
sin θ cos θ

)
.
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On obtient ainsi X1 = (̺, 0)t. Dans la suite, on notera X⊥
i = Rπ/2Xi et X =

(X1, . . . , XN)t, x = (x1, . . . , xn)t. La condition (3.3) permet d’éliminer XN des
équations

(3.5) XN(̺, Z, x, γ) = − 1

MN

N−1∑

i=1

MiXi −
1

γMN

n∑

i=1

mixi.

Le moment angulaire J , qui est une quantité conservée du mouvement, s’écrit

(3.6) J = Jvib + Ĩ θ̇, Jvib =

N∑

i=1

γMiXi ∧
dXi

dt
+

n∑

i=1

mixi ∧
dxi

dt

où Ĩ =
∑N

i=1 γMiX
2
i +

∑n
i=1mix

2
i est le moment d’inertie du système. L’équation

(3.6) permet de définir θ̇

(3.7) θ̇ = Ω(̺, Z, x,
d̺

dt
,
dZ

dt
,
dx

dt
, γ, J/γ).

On peut alors écrire un système d’équations en (̺, Z, x) où Z = (X2, . . . , XN−1)
t ∈

R2N−4 en utilisant J comme paramètre supplémentaire. Le système (3.2) devient

(3.8) γM1
d2̺

dt2
= G̃, γM̃(

d2Z

dt2
+
dΩ

dt
Z⊥) = F̃ , m(

d2x

dt2
+
dΩ

dt
x⊥) = f̃ ,

F̃i = Fi((̺, 0)t, Z,XN , x) + Ω2γ MiXi − 2Ωγ Mi
dXi

dt

⊥
, i = 2, . . . , N − 1,

f̃i = fi((̺, 0)t, Z,XN , x) + Ω2 mixi − 2Ωmi
dxi

dt

⊥
, i = 1, . . . , n,

G̃ = F
(1)
1 ((̺, 0)t, Z,XN , x) + Ω2γ M1̺,

et F
(1)
1 est la première composante de F1 alors que M̃ est la matrice de masse réduite

M̃ = diag(M2,M2, . . . ,MN−1,MN−1). Dans ce système de coordonnées, une solution
périodique de (3.8) correspond à une solution de (3.2) relativement périodique (i.e.
périodique dans un repère en rotation). La vitesse angulaire est la valeur moyenne
de θ̇ donnée par (3.7) et qui est en général non nulle (même si J = 0).

Dans la suite, on considère des solutions T -périodiques de (3.8). On introduit
maintenant des variables adaptées à la limite γ → ∞ en décomposant le mouvement
des particules lourdes entre une partie statique d’amplitude O(1) et une partie os-
cillante de petite amplitude (et de moyenne nulle) qui tend vers 0 pour γ → ∞ [34].
Plus précisément, on pose ǫ = γ−1/2 et Z = X̄ + ǫY , ̺ = ¯̺+ ǫ r telles que

(3.9)

∫ T

0

Y (t) dt = 0,

∫ T

0

r(t) dt = 0.
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On introduit en plus XN et YN donnant la position de la N -ième masse lourde
XN = XN + ǫYN et définies à l’aide de (3.5) :
(3.10)

MNX̄N = −M1(¯̺, 0)t −
N−1∑

i=2

MiX̄i, MNYN = −M1(r, 0)t −
N−1∑

i=2

MiYi − ǫ
n∑

i=1

mixi.

Il faut aussi mettre à l’échelle la vitesse angulaire Ω définie par (3.6)-(3.7) en posant
ω = γ1/2Ω. On obtient ainsi

(3.11) ω = I−1 (ǫJ −
N∑

i=2

MiX̄i ∧
dYi

dt
− ǫ

N∑

i=2

MiYi ∧
dYi

dt
− ǫ

n∑

i=1

mixi ∧
dxi

dt
),

où le moment d’inertie mis à l’échelle I = Ĩ/γ = M1 ¯̺2 +
∑N

i=2MiX̄
2
i + O(ǫ) =

Ī +O(ǫ). Le système (3.8) devient, à cette échelle

M1
d2r

dt2
= ǫG̃(¯̺, X̄, r, Y, x, ǫ, ǫJ),(3.12)

M̃(
d2Y

dt2
+
dω

dt
X̄⊥ + ǫ

dω

dt
Y ⊥)= ǫF̃ (¯̺, X̄, r, Y, x, ǫ, ǫJ),(3.13)

m(
d2x

dt2
+ ǫ

dω

dt
x⊥)= f̃(¯̺, X̄, r, Y, x, ǫ, ǫJ).(3.14)

Le champ de force de (3.12)-(3.13) est d’ordre O(ǫ) : on verra par la suite, grâce au
théorème des fonctions implicites que (r, Y ) = O(ǫ). Pour obtenir des informations
sur la partie statique du mouvement des masses lourdes, il faut remarquer que les
solutions T -périodiques de (3.9)-(3.14) doivent vérifier des conditions de compatibi-
lités obtenues en intégrant (3.12), (3.13), (3.14) sur une période. En particulier, sur
le mouvement des masses lourdes (3.12), (3.13), on obtient

(3.15) Ḡ(¯̺, X̄, r, Y, x, ǫ, ǫJ) = 0, F̄ (¯̺, X̄, r, Y, x, ǫ, ǫJ) = 0,

où F̄ = (F̄2, . . . , F̄N−1)
t et Ḡ sont définies par

T Ḡ=

∫ T

0

F
(1)
1 ((¯̺, 0)t + ǫ(r, 0)t, X̄ + ǫY, X̄N + ǫYN , x) dt+M1 ¯̺

∫ T

0

ω2 dt

+ǫM1

∫ T

0

ω2 r dt,

T F̄i =

∫ T

0

Fi((¯̺, 0)t + ǫ(r, 0)t, X̄ + ǫY, X̄N + ǫYN , x) dt+MiX̄i

∫ T

0

ω2 dt

+ǫMi

∫ T

0

ω2 Yi dt−Mi

∫ T

0

ω
dYi

dt

⊥
dt.
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On utilisera ces équations supplémentaires pour obtenir la partie statique (¯̺, X̄)
du mouvement des masses lourdes : dans la limite ǫ → 0, on considère le système
étendu (3.9)-(3.15), les deux dernières conditions ne pouvant être obtenues pour
ǫ = 0. Il existe également 2 limites différentes selon l’ordre de grandeur de J : soit
J est d’ordre O(1) soit d’ordre O(ε−1) et on posera J = j/ǫ dans (3.9)-(3.15).

On passe à la description du cas ǫ = 0 en commençant par la répartition (sta-
tique) des masses lourdes. Le système (3.12)-(3.14) devient

(3.16)
d2r

dt2
= 0,

d2Y

dt2
+
dω

dt
X̄⊥ = 0, m

d2x

dt2
= f ∗(¯̺, X̄, x),

où f ∗ est donné par f ∗
i (¯̺, X̄, x) = fi((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , x) pour i = 1, . . . , n et X̄N , YN

sont définis par (3.10) avec ǫ = 0 et ω = Ī−1(j−
∑N

i=2MiX̄i ∧ dYi

dt
). On posera j = 0

lorsque le moment angulaire est borné. Si ¯̺ 6= 0 et X̄N · (1, 0)t 6= ¯̺, les solutions
T -périodiques de (3.9)-(3.15) pour ǫ = 0 vérifient nécessairement r = 0, Y = 0 et le
système réduit

(3.17) m
d2x

dt2
= f ∗(¯̺, X̄, x),

où f ∗
i (¯̺, X̄, x) = −∇qi

V ((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , x) pour i = 1, . . . , n. De plus

1

T

∫ T

0

Fi((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , x) dt+MiX̄iĪ
−2j2 =0, i = 2, . . . , N − 1,(3.18)

1

T

∫ T

0

F
(1)
1 ((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , x) dt+M1 ¯̺Ī−2j2 =0.(3.19)

On passe à l’analyse du système réduit (3.17)-(3.19) : on va montrer l’exis-
tence de modes normaux non linéaires et de breathers. Les modes normaux non
linéaires sont des solutions périodiques de (3.17)-(3.19) proches des modes normaux
classiques, i.e. des solutions périodiques des équations (3.17)-(3.19) linéarisées au voi-
sinage d’un équilibre. Les breathers sont également des solutions périodiques mais
seul un petit nombre d’atomes sont en mouvement, les autres étant au repos.

Modes normaux non linéaires

Supposons qu’il existe une solution stationnaire (Q∗, q∗) = ((̺∗, 0)t, X∗, X∗
N , x

∗)
de (3.2) qui correspond à une solution stationnaire Γ∗ = (̺∗, X∗, x∗) de (3.17)-
(3.19) pour j = 0. Montrons que pour j ≈ 0 et sous certaines conditions, il existe
une solution stationnaire et des solutions périodiques proches de Γ∗. On commence
par résoudre (3.17) en considérant que (¯̺, X̄) ≈ (̺∗, X∗) sont des paramètres. Dans
la suite, on notera Ū = (¯̺, X̄)t, U∗ = (̺∗, X∗)t. Le potentiel V vérifie les hypothèses
suivantes.
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Hypothèse 1 La différentielle partielle secondeD2
qV (Q∗, q∗)est inversible et possède

p valeurs propres réelles positives (p ≥ 1).

Si cette hypothèse est vérifiée alors, pour Ū = U∗, l’équation (3.17) linearisée
en x = x∗ devient

(3.20)
d2x

dt2
= −L∗x,

où L∗ = m−1D2
qV (Q∗, q∗) et possède p valeurs propres positives notées ω∗

1
2, . . . , ω∗

p
2

avec leurs vecteurs propres associés ζ∗1 , . . . , ζ
∗
p . On fait ensuite une hypothèse clas-

sique de non résonance

Hypothèse 2 La fréquence ω∗
1 vérifie kω∗

1 6= ω∗
2, . . . , ω

∗
p, for all k ∈ Z.

Pour appliquer le théorème du centre de Lyapounov, on montre d’abord, grâce
au théorème des fonctions implicites et l’hypothèse 1 qu’il existe une famille d’é-
quilibres x̄(¯̺, X̄), unique, telle que x̄(̺∗, X∗) = x∗. On se ramène ensuite en 0 en
posant x = x̄+ y et (3.17) devient

(3.21) m
d2y

dt2
= g∗(¯̺, X̄, y),

où g∗(¯̺, X̄, y) = −∇yV̄ (¯̺, X̄, y) avec V̄ (¯̺, X̄, y) = V ((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , x̄ + y). Par
construction g∗(¯̺, X̄, 0) = 0, i.e. y = 0 est une solution stationnaire de (3.21) pour
tout Ū ≈ U∗. Le linéarisé de (3.21) en 0 possède p valeurs propres positives ω2

i ≈ ω∗
i
2

associées à des vecteurs propres ζi si (ρ̄, X̄) ≈ (ρ∗, X∗). Ces valeurs propres vérifient
une hypothèse de non résonance analogue à l’hypothèse 2. On peut alors appliquer le
théorème du centre de Lyapounov à ce système et montrer l’existence d’une famille
de solutions périodiques qu’on peut écrire (dans les variables de départ)

(3.22) x(t;α, ¯̺, X̄) = x̄(¯̺, X̄) + α cos (Ωt+ φ) ζ1 +O(α2),

où α ≈ 0 est l’amplitude des oscillations, Ω(α, ¯̺, X̄) est la fréquence de x (Ω est
paire en α) et Ω = ω1 +O(α2). La fonction x est paire si on choisit φ = 0 et elle est
régulière en les variables (¯̺, X̄).

On cherche ensuite à déterminer la position des masses lourdes en calculant
une solution (¯̺, X̄) de (3.18)-(3.19), en sachant que x est une fonction (¯̺, X̄) définie
par (3.22). Si on pose T = 2π/Ω et x(t) = x̃(Ωt) dans (3.18)-(3.19), on obtient la
condition

(3.23) G(j, α, ¯̺, X̄) = 0
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où G : R2 × R2N−3 → R2N−3 est définie par G = (G
(1)
1 , G2, . . . , GN−1),

Gi =
1

2π

∫ 2π

0

Fi((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , x̃(t;α, ¯̺, X̄)) dt+MiX̄iĪ
−2j2 ∈ R,(3.24)

G
(1)
1 =

1

2π

∫ 2π

0

F
(1)
1 ((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , x̃(t;α, ¯̺, X̄)) dt+M1 ¯̺Ī−2j2 ∈ R2.(3.25)

Pour α = j = 0, (¯̺, X̄)t = U∗ = (̺∗, X∗)t est une solution de (3.23) correspon-
dant à la solution stationnaire Γ∗ = (̺∗, X∗, x∗) de (3.17)-(3.19). On résout ensuite
(3.24,3.25) pour (α, j) ≈ (0, 0) à l’aide du théorème des fonctions implicites. On fait
deux hypothèses.

Hypothèse 3 L’équilibre (Q∗, q∗) vérifie la condition géométrique

(3.26) ̺∗ 6= 0, X∗
N · (1, 0)t 6= ̺∗.

Cette condition correspond à la condition déjà formulée pour écrire le système
réduit et elle est en générale vérifiée (en renumérotant les masses lourdes si nécessaire).

Hypothèse 4 Le noyau de D2V (Q∗, q∗) est de dimension 3.

Le potentiel V étant invariant par rotation et translation, le noyau deD2V (Q∗, q∗)
est au moins de dimension 3 : on suppose donc qu’il n’y a pas d’éléments supplémen-
taires dans le noyau. Si ces hypothèses sont vérifiées, DŪG(0, 0, U∗) est inversible : en
appliquant le théorème des fonctions implicites, on obtient l’existence de différentes
familles de solutions périodiques de (3.17-3.19).

Théorème 3.1.1 On suppose que les hypothèses 1-4 sont vérifiées. Pour tout j ≈ 0,
le système (3.17)-(3.19) a deux familles de solutions, proches de Γ∗ = (̺∗, X∗, x∗)
(existant pour j = 0)

i) une unique solution stationnaire Γ̄(j) = Γ∗ +O(j2), correspondant à un équilibre
de(3.1) dans la limite d’un rapport de masse infini,

ii) une famille de solutions périodiques à deux paramètres Γ(α, j) proches de Γ̄(j)
(les deux paramètres sont α l’amplitude et la phase φ). Ces solutions sont paires
si φ = 0. Elles correspondent à des modes normaux relatifs non linéaires de (3.1)
associés à Γ̄(j) dans la limite ǫ→ 0.

Breathers

On considère le cas où certains degrés de liberté de x sont découplés des autres
à la limite ǫ → 0. On sépare x en deux groupes x = (ξ0, ξ1)

t où ξi ∈ R2ni où
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n0 + n1 = n. On suppose que le potentiel V est de la forme

(3.27) V (X, x) = V0(X, ξ0) + V1(X, ξ1).

Un breather est une solution périodique dont les oscillations porteront essentielle-
ment sur ξ0 alors que l’amplitude des oscillations de ξ1 sera beaucoup plus petite. On
construit ces solutions pour ǫ = 0 en choisissant simplement X et ξ1 au repos et ξ0
oscillant. On prolongera ensuite ces solutions pour ǫ 6= 0 et pour un faible couplage
entre ξ0 et ξ1. On reprend les notations de la section précédente et on résout (3.17)
pour (¯̺, X̄) ≈ (̺∗, X∗). L’équation (3.17) est scindée en deux :

m̃0
d2ξ0
dt2

= f ∗
0 (¯̺, X̄, ξ0),(3.28)

m̃1
d2ξ1
dt2

= f ∗
1 (¯̺, X̄, ξ1),(3.29)

où f ∗
i (¯̺, X̄, ξi) = −∇ξi

Vi((¯̺, 0)t, X̄, X̄N , ξi) et m̃0, m̃1 sont les matrices de masse
diagonales sur chaque composante ξ0, ξ1. On remplace l’hypothèse 1 par :

Hypothèse 5 Les différentielles partielles secondes D2
ξ0
V0(Q

∗, ξ∗0) et D2
ξ1
V1(Q

∗, ξ∗1)
sont inversibles. De plus D2

ξ0
V0(Q

∗, ξ∗0) possède p valeurs propres positives (p ≥ 1).

La matrice D2
ξ1
V1(Q

∗, ξ∗1) étant inversible, on peut prolonger l’équilibre ξ∗1 de (3.29)

en une unique famille d’équilibre ξ̄1(¯̺, X̄) tel que ξ̄1(̺
∗, X∗) = ξ∗1 . On fixera par

la suite ξ1 = ξ̄1(¯̺, X̄). On étudie (3.28) de la même manière que pour les modes
normaux non linéaires. Sous une hypothèse de non résonance, on construit une
famille de solutions périodiques de (3.28) au voisinage de ξ∗0 . On peut les écrire sous
la forme

(3.30) ξ0(t;α, ¯̺, X̄) = ξ̄0(¯̺, X̄) + α cos (Ωt+ φ) ζ1 +O(α2),

où α ≈ 0 mesure l’amplitude, φ la phase. La fonction ξ0 est paire si φ = 0. Il reste
à résoudre (3.18)-(3.19) en (¯̺, X̄) sachant que x(t) = (ξ0(t;α, ¯̺, X̄), ξ̄1(¯̺, X̄))t. Sous
les hypothèses 3, 4 et en appliquant le théorème des fonctions implicites, on peut
encore résoudre (3.18-3.19) au voisinage de l’équilibre (¯̺∗, X̄) et pour α, j ≈ 0 : on
notera cette solution Ūb(α, j) = U∗ +O(α2 + j2). On a ainsi construit un breather,
solution de (3.17-3.19) et qu’on peut développer sous la forme

(3.31) Γb(t;α, j) = Γ∗+
(
0, α cos (Ωt+ φ) ζ∗1 , 0

)
+O(α2+j2), Ω = ω∗

1+O(α2+j2).

3.1.2 Continuation des solutions périodiques et réversibles

Dans cette section, on donne des conditions générales permettant de prolonger
une famille de solutions T -périodiques et paires de (3.12)-(3.15) pour ǫ 6= 0 : on
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en déduira l’existence de modes normaux non linéaires et de breathers solutions de
(3.2) . On restreint la discussion au cas J = 0 : la vitesse angulaire θ̇ définie par
(3.6) est impaire et T -périodique, ainsi θ est T -périodique et paire. Les solutions
(Q, q) obtenues seront donc T -périodiques et paires dans le repère fixe de référence.
Dans ce qui suit, on travaillera dans des espaces de fonctions paires en temps. Le
potentiel V (Q, q, η) dépend d’un paramètre supplémentaire η qui peut varier autour
d’une valeur de référence (qu’on choisira égale à 0). Les solutions périodiques de
(3.12)-(3.15) sont les zéros de F : X × R2 → Y, (U, ǫ, η) 7→ F(U, ǫ, η),

F(U, ǫ, η) =





G
F

M1
d2r

dt2
− ǫ
(
G̃−G)

M̃
(d2Y

dt2
+
dω

dt
X

⊥
+ ǫ

dω

dt
Y ⊥
)
− ǫ
(
F̃ − F )

m
(d2x

dt2
+ ǫ

dω

dt
x⊥
)
− f̃ ,

où U = (̺,X, r, Y, x) et J = 0 dans (3.11), définissant ω. Les espaces de Hilbert X

et Y sont définis par X = {U ∈ R2N−3 ×
(
H2

0 (T)
)2N−3 ×

(
H2(T)

)2n
, U(t) = U(−t)},

Y = {U ∈ R2N−3 ×
(
L2

0(T)
)2N−3 ×

(
L2(T)

)2n
, U(t) = U(−t)}, munis de leurs

normes usuelles. De plus T = R/TZ et H2(T) est l’espace de Sobolev des fonctions
T -periodiques. Les sous espaces L2

0(T) et H2
0 (T) correspondent aux fonctions de

L2(T) et H2(T) et de moyenne nulle. Ainsi les solutions T -périodiques de (3.12)-
(3.15) (paire si J = 0) sont les zéros de F . Supposons que le système (3.12)-(3.15)
a une solution T -périodique U0 = (¯̺0, X̄0, 0, 0, x0) si ǫ = η = 0, i.e. c’est un zéro de
F(., 0, 0). On a obtenu deux familles de solutions dans la section précédente et on
va montrer un résultat de prolongement pour ǫ 6= 0 et η 6= 0 à l’aide du théorème
des fonctions implicites. Pour cela, montrons que DUF(U0, 0, 0) est inversible. Soit

g1 ∈ R, g2 ∈ R2N−4, h ∈
(
L2(T)

)2n
, p ∈ L2

0(T), q ∈
(
L2

0(T)
)2N−4

. Il faut montrer

qu’il existe une unique solution (δ̺, δX, δr, δY, δx) ∈ X de

(3.32) DUF(U0, 0, 0)(δ̺, δX, δr, δY, δx) = (g1, g2, p, q, h).

Ce système est diagonal par bloc. On a d’un coté la linéarisation des 2 premières
équations de (3.16) sur la partie oscillatoire du mouvement des masses lourdes qu’on
inverse facilement si l’hypothèse de non dégénérescence géométrique est vérifiée. De
l’autre coté, on a simplement la linéarisation de (3.17-3.19) et sur laquelle porte
l’essentiel des hypothèses assurant l’inversibilité de DUF(U0, 0, 0). La linéarisation
de (3.17) conduit à

(3.33) L(δx) = ∂ ¯̺f
∗(¯̺0, X̄0, x0(t))δ̺+DXf

∗(¯̺0, X̄0, x0(t))δX̄ + h,
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où L(δx) = m d2

dt2
δx−Dxf

∗(¯̺0, X̄0, x0(t))δx. L’invariance de (3.12)-(3.15) par trans-
lation en temps implique nécessairement que ẋ0 est dans le noyau de L. On fait
l’hypothèse.

Hypothèse 6 Le noyau de L :
(
H2(T)

)2n →
(
L2(T)

)2n
est engendré par ẋ0,

Alors sur l’espace des fonctions paires de
(
H2(T)

)2n
, on a KerL = { 0 }. L’operateur

L étant Fredholm et d’indice 0, on en déduit que L est inversible : on note L−1 son
inverse. On peut alors écrire δx sous la forme

(3.34) δx(t) = A0(t)δ̺+B0(t)δX + L−1(h)(t).

Il reste à résoudre le système donné par les conditions de compatibilité linéarisées.
En insérant (3.34) dans (3.32), on obtient le système linéaire

(3.35)
A1δ̺+B1δX = g1 −

1

T

∫ T

0

DxF
(1)
1 ((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t))L−1(h)(t)dt,

Aiδ̺+BiδX = g2i −
1

T

∫ T

0

DxFi((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t))L−1(h)(t)dt,

où A1 ∈ R, B1 ∈ M1,2N−4(R) et Ai ∈ R2, Bi ∈ M2,2N−4(R) pour i = 2...N − 1. Plus
précisément, on a

A1 =
1

T

∫ T

0

∂ ¯̺F
(1)
1 ((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t)) +DxF

(1)
1 ((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t))A0(t)dt,

Ai =
1

T

∫ T

0

∂ ¯̺Fi((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t)) +DxFi((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t))A0(t)dt,

B1 =
1

T

∫ T

0

DXF
(1)
1 ((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t)) +DxF

(1)
1 ((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x̄0(t))B0(t)dt,

Bi =
1

T

∫ T

0

DXFi((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x̄0(t)) +DxFi((¯̺0, 0)t, X̄0, X̄0N , x0(t))B0(t)dt.

On fait alors l’hypothèse suivante

Hypothèse 7 La matrice B ∈M2N−3(R) définie par

B =




A1 B1

A2 B2
...

...
AN−1BN−1




est inversible.
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Il existe donc une unique solution (δ̺, δX) de (3.35) et δx est donné par (3.34).
L’opérateur DUF(U0, 0, 0) est inversible et en appliquant le théorème des fonctions
implicites, on obtient l’existence de solutions périodiques de (3.8) pour ǫ≪ 1 et qui
prolongent celle obtenues pour ǫ = 0. Dans le cas des modes normaux non linéaires
et des breathers, on vérifie simplement les hypothèses 6,7 en un équilibre du système.
On obtient les théorèmes d’existence.

Théorème 3.1.2 (modes normaux non linéaires)
Supposons que les hypothèses 2-3 sont vérifiées. Considérons un mode normal non
linéaire Γ(t, α, 0) = (¯̺, X̄, x(t)) donné par 3.1.1, et solution de (3.17)-(3.19) pour
j = 0, et α suffisamment petit. On choisit Γ(., α, 0) pair et T -périodique. Pour γ
suffisamment grand, il existe une solution T -périodique Γγ =

(
̺(t), Z(t), x(t)

)
de

(3.8) pour J = 0, tel que limγ→+∞ Γγ = Γ(., α, 0) dans
(
H2(T)

)2N−3 ×
(
H2(T)

)2n
.

Pour montrer la persistance des breathers, on fait l’hypothèse supplémentaire

Hypothèse 8 n2 ω∗
1
2 /∈ Sp (L1∗) pour tout n ∈ Z, où L1∗ = m̃−1

1 D2
ξ1
V1(Q

∗, ξ∗1).

qui permet de vérifier l’hypothèse 6. C’est une hypothèse classique lorsqu’on cherche
à démontrer l’existence de breathers [34, 35].

Théorème 3.1.3 (breathers)
Considérons un potentiel V défini par (3.27), dépendant d’un petit paramètre de
couplage η. Pour η = 0, on suppose que les hypothèses 2, 3, 4 et 5 sont vérifiées
ainsi que l’hypothèse de non résonance 8. Soit une solution type breather Γb(t, α, 0) =
(¯̺, X̄, ξ0(t), ξ1) de (3.17)-(3.19) pour j = η = 0 et α suffisamment petit. On choisit
Γb(., α, 0) paire et T -périodique. Pour γ assez grand et η ≈ 0, il existe une solution
T -périodique Γγ,η =

(
̺(t), Z(t), x(t)

)
de (3.8) pour J = 0, tel que lim

γ→+∞,η→0
Γγ,η =

Γb(., α, 0) dans
(
H2(T)

)2N−3 ×
(
H2(T)

)2n
.

3.2 Orbites périodiques relatives localisées dans

un système triatomique

3.2.1 Continuation analytique

On étudie un système de deux atomes lourds et un atome léger dont l’hamilto-
nien est défini par

(3.36) H̃ =
1

2γ

(
P̃ 2

1 + P̃ 2
2

)
+

1

2
p̃2

1 +U(‖Q̃1 − Q̃2‖) +W (‖Q̃1 − q̃1‖) +W (‖Q̃2 − q̃1‖).
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Ici γ représente la masse des atomes lourds, Q̃1, Q̃2 ∈ R2 (resp. q̃1) sont les positions
des masses lourdes (resp. légère) et P̃1, P̃2, p̃1 leurs quantités de mouvement. On
suppose que U,W sont régulières sur (0,+∞) et que les forces d’interaction U ′,W ′

s’annulent en D∗, d∗ > 0 avec U ′′(D∗) > 0, W ′′(d∗) > 0 et d∗ > D∗/2, ceci pour
permettre les configurations d’équilibre triangulaires. On fixe encore le centre de
gravité en 0, i.e. γ(Q̃1 + Q̃2) + q̃1 = 0 et on travaille dans un repère en rotation

uniforme et de vitesse angulaire Ω = ǫω̄ où ǫ = γ−
1
2 . Si on note Q1, Q2, q1 les

nouvelles coordonnées dans ce repère, l’hamiltonien devient

H =
ǫ2

2

(
Y 2

1 + Y 2
2

)
+

1

2
y2

1 − Ω
(
Qt

1K Y1 +Qt
2K Y2 + qt

1 K y1

)

+U(‖Q1 −Q2‖) +W (‖Q1 − q1‖) +W (‖Q2 − q1‖),

où K = −Rπ
2
. Notons que H = H̃ − ΩJ̃ , où J̃ = Q̃1 ∧ P̃1 + Q̃2 ∧ P̃2 + q̃1 ∧ p̃1 est

le moment angulaire : c’est également une quantité conservée au cours du temps.
Pour simplifier encore l’écriture, on utilise le système des coordonnées de Jacobi,

u1 = Q2 −Q1, u2 = q1 −
1

2
(Q1 +Q2). L’hamiltonien s’écrit alors

H = ǫ2‖w1‖2 + U(‖u1‖) − ǫω̄ut
1Kw1(3.37)

+
1

2
(1 +

ǫ2

2
)‖w2‖2 +W (‖u2 +

u1

2
‖) +W (‖u2 −

u1

2
‖) − ǫω̄ut

2Kw2,

où w1 = 1
2ǫ2

(u̇1−ǫω̄Ku1), w2 = (1+ ǫ2

2
)−1 (u̇2−ǫω̄Ku2) sont les variables conjuguées

à (u1, u2). On cherche des solutions T -périodiques dans la limite ǫ → 0 de type
breathers, où les masses lourdes ont un mouvement de faible amplitude. On pose
u1(t) = ū+ ǫr1(t) où

∫ T

0
r1(s)ds = 0 et w1 = ǫ−1v1. Pour simplifier les notations, on

écrira également u2 = r2, w2 = v2 et u⊥ = −K u. Les équations du mouvement sont

(3.38)
ṙ1 = 2v1 − ω̄(u+ ǫr1)

⊥, v̇1 = −ǫ
(
ω̄v⊥1 + Fǫ,u(r1, r2)

)
,

ṙ2 = (1 +
ǫ2

2
)v2 − ǫω̄r⊥2 , v̇2 = −ǫω̄v⊥2 − Gǫ,u(r1, r2),

avec Fǫ,u, Gǫ,u : R2 × R2 → R2 données par

Fǫ,u(r1, r2) =U ′(‖u+ ǫr1‖)
u+ ǫr1

‖u+ ǫr1‖
+W ′(‖r2 +

u+ ǫr1
2

‖) r2 + u+ǫr1

2

2‖r2 + u+ǫr1

2
‖

−W ′(‖r2 −
u+ ǫr1

2
‖) r2 − u+ǫr1

2

2‖r2 − u+ǫr1

2
‖ ,

Gǫ,u(r1, r2) =W ′(‖r2 +
u+ ǫr1

2
‖) r2 + u+ǫr1

2

‖r2 + u+ǫr1

2
‖ +W ′(‖r2 −

u+ ǫr1
2

‖) r2 − u+ǫr1

2

‖r2 − u+ǫr1

2
‖ .
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Le système (3.38) a deux quantités conservées : l’hamiltonien H et le mo-
ment angulaire redimensionné J = ǫJ̃ = u ∧ v1 + ǫ(r1 ∧ v1 + r2 ∧ v2). De plus, ce
système possède une symétrie de reversibilité (les deux masses lourdes étant iden-
tiques) : si (u, r1, r2) est une solution du système différentiel d’ordre 2 issu de (3.38)
alors (−S u,−S r1(−t), Sr2(−t)) est aussi solution avec S (a, b) = (−a, b). L’inva-
riance de (3.38) par rotation fait qu’on ne va pas pouvoir appliquer directement le
théorème des fonctions implicites et un changement de variable supprimant cette
invariance (comme dans le cas précédent) introduirait une singularité artificielle qui
nous empêcherait de continuer certaines solutions intéressantes (ici les inversions).

Dans cette section, on adapte une approche introduite par MacKay et Sepulchre
et généralisée par Munoz-Almaraz pour la “continuation” d’orbites périodiques pos-
sédant plusieurs intégrales premières : on introduit dans les équations du mouvement
des termes dissipatifs artificiels par rapport à chaque quantité conservée, ici H et
J . On choisit ici α∇H + β∇J . Le problème est alors équivalent à chercher les zéros
d’un opérateur dont on montrera que c’est une submersion pour ǫ = 0 et sous
certaines conditions de non dégénérescence. En utilisant un théorème de structure
des zéros d’une submersion, cette famille de solutions (correspondant à des solutions
périodiques) persiste pour ǫ 6= 0. On montre en plus que pour avoir des solutions
périodiques du système “dissipatif”, il faut α = β = 0, ce qui permet d’obtenir des
solutions exactes du problème de départ.

Dans la suite, on travaillera dans des espaces de fonctions 1-périodiques (il suffit
de faire le changement de variable t 7→ t/T , où T est une inconnue). On considère
le système différentiel “dissipatif”

(3.39)

ṙ1 = T
(
2v1 − ω̄(u+ ǫr1)

⊥ + αǫ(Fǫ,u(r1, r2) + ω̄v⊥1 ) − βǫv⊥1

)
,

v̇1 = T
(
− ǫ
(
ω̄v⊥1 + Fǫ,u(r1, r2)

)
+ α

(
2v1 − ω̄(u+ ǫr1)

⊥)+ β(u+ ǫr1)
⊥
)
,

ṙ2 = T
(
(1 +

ǫ2

2
)v2 − ǫω̄r⊥2 + α

(
ǫω̄v⊥2 + Gǫ,u(r1, r2)

)
− βǫv⊥2

)
,

v̇2 = T
(
− ǫω̄v⊥2 − Gǫ,u(r1, r2) + α

(
(1 +

ǫ2

2
)v2 − ǫω̄r⊥2

)
+ βǫr⊥2

)
,

où la fonction r1 a une moyenne nulle :

(3.40)

∫ 1

0

r1(s)ds = 0.

Dans la suite, on notera u = (r1, r2, v1, v2)
t. La relation entre les solutions périodiques

de (3.39)-(3.40) et celles du système de départ (3.38) est donnée par le lemme

Lemme 3.2.1 Soit u une solution 1-périodique de (3.39)-(3.40) et ũ(t) = u(t/T ).
S’il existe t0 ∈ R tel que ∇J(ũ(t0)) et ∇H(ũ(t0)) sont libres. Alors α = β = 0 et ũ
est une solution T -périodique de (3.38).
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On réduit ensuite la recherche de solutions périodiques de (3.39)-(3.40) à celle des
zéros d’une fonction bien choisie. Comme dans le cas, général, il faut une équation
sur la partie statique ū pour ǫ = 0. Le problème portant sur ū est invariant par
rotation : à une rotation près, on peut choisir u = ¯̺(1, 0)t. On a juste besoin d’écrire
une équation sur ¯̺. En prenant le produit scalaire de ū avec les 2 premières équations

de (3.39), on obtient
1

T

∫ 1

0

(v̇1, u) dt = ǫ I, où

(3.41) I = −(1 + α2)

∫ 1

0

(
ω̄v⊥1 + Fǫ,u(r1, r2), u

)
dt+ β

∫ 1

0

(
r⊥1 + αv⊥1 , u

)
dt.

Du fait de la périodicité,
∫ 1

0
(v̇1, u) dt = 0 et I = 0 pour ǫ 6= 0. On ajoute cette

condition de compatibilité à (3.39). Elle fixe ū pour ǫ = 0 et s’écrit

(3.42)

∫ 1

0

(
ω̄v⊥1 + Fǫ,u(r1, r2), u

)
dt =

β

1 + α2

∫ 1

0

(
r⊥1 + αv⊥1 , u

)
dt.

On réécrit (3.39)-(3.42) comme un système d’équations fonctionnelles

(3.43) Fǫ,ω̄(r1, v1, r2, v2, ¯̺, T, α, β) = 0

où

Fǫ,ω̄ =




ṙ1 − T
(
2v1 − ω̄(u + ǫr1)

⊥ + αǫ(Fǫ,u + ω̄v⊥1 ) − βǫv⊥1

)

v̇1 − T
(
− ǫ
(
ω̄v⊥1 + Fǫ,u

)
+ α

(
2v1 − ω̄(u + ǫr1)

⊥)+ β(u + ǫr1)
⊥ − ǫI u

‖u‖2

)

ṙ2 − T
(
(1 +

ǫ2

2
)v2 − ǫω̄r⊥2 + α

(
ǫω̄v⊥2 + Gǫ,u

)
− βǫv⊥2

)

v̇2 − T
(
− ǫω̄v⊥2 − Gǫ,u + α

(
(1 +

ǫ2

2
)v2 − ǫω̄r⊥2

)
+ βǫr⊥2

)

I




et u = ¯̺(1, 0)t. Notons que la seconde composante de Fǫ,ω̄ multipliée par (1, 0)t a
une moyenne nulle. Les potentiels U,W étant réguliers, la fonction Fǫ,ω̄ est Ck sur
un ouvert de X et à valeurs dans Y, où X = H1

0×(H1)3×R4, Y = L2×L2
0×(L2)2×R.

De plus H1
0 désigne l’espace des fonctions r ∈ H1 tel que

∫ 1

0
r(s)ds = 0, et v ∈ L2

0 si

v ∈ L2 et
∫ 1

0
(v(s), (1, 0)t)ds = 0.

On calcule d’abord les solutions périodiques du problème pour ǫ = 0 i.e. les
zéros de F0,ω̄0 et on montrera que c’est une submersion en ces points. En utilisant
un théorème de structure des zéros d’une submersion, on obtiendra une solution
T -périodique du problème (3.39)-(3.42) et donc du problème (3.38) pour ǫ ≪ 1 et
ω̄ ≈ ω̄0. Si ǫ = 0, une solution T -périodique doit vérifier α = β = 0 et r1 = 0,
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v1 = 1
2
ω̄ū⊥. Pour le mouvement de la masse légère et la partie statique ū, on obtient

le système couplé

(3.44) r̈2 + T 2∇r2V (¯̺(1, 0)t, r2) = 0,

∫ 1

0

F1(¯̺(1, 0)t, r2(s))ds = ω̄2 ¯̺,

où F1 est la première composante de F . On étudie le cas ω̄ = 0, le cas ω̄ 6= 0
étant traité de manière perturbative. On se restreint aux configurations isocèles en
choisissant r2(t) = (0, R(Tt)) (R est T -périodique) et ρ̄ = ¯̺/2. Le système (3.44)
devient

R′′ +
∂V0

∂R
(R, ρ̄)= 0,(3.45)

∫ T

0

∂V0

∂ρ̄
(R(t), ρ̄) dt= 0,(3.46)

où V0(R, ρ̄) = 2W (
√
R2 + ρ̄2) + U(2ρ̄). Le système (3.45)-(3.46) possède les solu-

tions d’équilibre (R, ρ̄) = (±R∗, ρ∗), i.e. ∇V0(±R∗, ρ∗) = 0. Pour les configurations
isocèles, le problème est très simplifié puisque l’équation (3.45) est intégrable. On va,
comme pour le cas général, calculer les solutions T -périodiques de l’équation (3.45)
puis étudier l’équation non linéaire obtenue en insérant cette solution périodique
dans la condition (3.46). Les potentiels V,W vérifient les conditions :

Hypothèse 9 Les fonctions U,W sont analytiques sur R+ et U ′,W ′ s’annulent
uniquement en D∗, d∗ > 0 respectivement, avec U ′′(D∗) > 0, W ′′(d∗) > 0 et d∗ >
ρ∗ = D∗/2. De plus, on choisit W convexe sur (0, d∗].

Pour avoir l’existence d’une solution périodique de (3.45, 3.46), il faut ρ̄ < d∗.
On supposera cette hypothèse vérifiée par la suite. L’hypothèse 9 implique que V0

est un potentiel à double puits avec les points critiques 0 (point selle) et ±R0(ρ̄)

où R0(ρ̄) =
√
d∗2 − ρ̄2 (centres). Le signe de h(ρ̄) = [∂2V0

∂R2
∂4V0

∂R4 − 5
3
(∂3V0

∂R3 )2]R=R0(ρ̄)

détermine si la fréquence augmente ou diminue avec l’amplitude. L’allure du poten-
tiel est représentée dans la figure 3.1 (figure de gauche).

La fonction W étant strictement croissante sur (d∗, +∞) et décroissante sur
(0, d∗), il existe dmin tel que dmin = Inf{d ∈ (0, d∗), W (d) < W∞}. Si ρ̄ ∈
(dmin, d

∗) alors W (ρ̄) < W∞ et V0 a un maximum local en 0 et global en +∞.
Les trajectoires sont données par la figure 3.1 (figure de droite) au moins jusqu’aux
orbites homoclines à 0. A l’intérieur, les orbites périodiques sont les prolongements
des modes normaux linéaires jusqu’à l’orbite homocline et la configuration reste tri-
angulaire. Au dela de l’orbite homocline, les solutions périodiques correspondent à
des modes d’inversions. On a deux situations différentes selon que W∞ = +∞ ou
W∞ <∞ : ou bien les orbites périodiques de type inversion remplissent tout l’espace
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RR0(ρ̄)−R0(ρ̄)

V0(R, ρ̄)

0
  

 

 

0

0
R

R
′

Fig. 3.1 – Figure de gauche : Comportement local du potentiel V0(., ρ̄), Figure de
droite : Plan de phase du système (3.45) pour ρ̄ ∈ (dmin, d

∗), au voisinage des orbites
homoclines à 0.

des phases (W∞ = +∞) ou bien elles restent confinées entre deux orbites hétéroclines
symétriques joignant (±∞, 0). On supposera par la suite que ρ∗ > dmin pour
préserver les propriétés du potentiel V0. Pour paramétrer les solutions périodiques,
on introduit le paramètre d’énergie E = 2[W (

√
R(0)2 + ρ̄2) − W (d∗)]. La valeur

E = 0 correspond à l’équilibre R = R0(ρ̄) et E → Emax(ρ̄) = 2
(
W (ρ̄)−W (d∗)

)
lors-

qu’on s’approche de l’orbite homocline. Au dela E > Emax(ρ̄), il existe des solutions
périodiques en inversion tant que E < E∗ = 2

(
W∞ −W (d∗)

)
. Ainsi, pour chaque

valeur de E ∈ [0, Emax(ρ̄)) ∪ (Emax(ρ̄, E
∗), il existe une unique solution T (E, ρ̄)-

périodique et paire qu’on notera RE,ρ̄. On a ainsi obtenu les solutions périodiques de
(3.45) : en insérant cette solution dans (3.46), on réduit le problème du calcul des
solutions périodiques de (3.45-3.46) à la recherche des zéros de la fonction f définie
par

(3.47) f(E, ρ̄) =
1

TE,ρ̄

∫ TE,ρ̄

0

∂V0

∂ρ̄
(RE,ρ̄(t), ρ̄) dt.

La figure 3.2 (figure de gauche) représente les zéros de f calculés numériquement
pour les potentiels de Morse. La ligne mince représente l’ensemble (Emax(ρ̄), ρ̄), noté
Γ1. La ligne de niveau des zéros de f s’étend jusqu’à (E0, ρ0) ≈ (0.04, 0.81) ∈ Γ1. La
branche des solutions en dessous de Γ1 représente la branche des modes normaux
non linéaires alors que celle située au dessus représente les modes en inversions. On
ne peut étendre numériquement le calcul mais il semble qu’en ce point de rebrousse-
ment, les deux branches soient tangentes. On obtient ainsi le théorème d’existence
suivant
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Fig. 3.2 – Figure de gauche : Ensemble des zéros de f , noté ∆0, calculé pour les
potentiels de Morse U(x) = W (x) = 1

2
(e−(x−1) − 1)2. Figure de droite : Période des

solutions de (3.45) en fonction de E lorsque (E, ρ̄) suit la ligne des zéros de f .

Théorème 3.2.2 Supposons que l’hypothèse 9 soit vérifiée, dmin < ρ∗ et le zéro
ρ̄ = ρ0 de f(Emax(ρ̄), ρ̄) soit simple. Alors on a

i) Pour tout ρ̄ ∈ (ρ∗, ρ0), il existe T > 0 et une fonction R T -périodique de
(3.45)-(3.46) avec 0 < E < Emax(ρ̄) et tel que

a) R est paire en t, R(t) > 0 pour tout t ∈ R,
b) T → 2π/ω∗

1, E → 0 et R → R∗ dans C2
b (R) lorsque ρ̄ → ρ∗. Dans cette

limite les solutions sont paramétrées par α ≈ 0 l’amplitude :

R(t) = R∗ + α cos Ωt+O(α2), Ω = ω∗
1 +O(α2), ρ̄ = ρ∗ +O(α2),

c) T → +∞, E → Emax(ρ0) et R → Rh
ρ0

(uniformément sur tout compact) si
ρ̄→ ρ0.

ii) Pour tout T assez grand, il existe ρ̄ ∈ (dmin, d
∗) et une fonction R T -périodique

vérifiant (3.45)-(3.46), avec E > Emax(ρ̄) et tel que
a) R paire en t, R(t) > 0 pour tout t ∈ [0, T/4), R(t+ T/2) = −R(t) pour tout
t ∈ R,

b) ρ̄ → ρ0, E → Emax(ρ0) et R → Rh
ρ0

(uniformément sur tout compact) si
T → +∞.

On a représenté dans la figure 3.2 (figure de droite) la dépendance de la période
T par rapport à E lorsqu’on parcourt la ligne de solutions de (3.45,3.46).

On passe maintenant au problème du prolongement de ces solutions pour ǫ 6= 0.
Considérons une solution 1-périodique de (3.44) notée u0 = (¯̺0, 0)t, r0

2 pour T =
T0 et de vitesse angulaire ω̄0. On veut montrer que F0,ω̄0 est une submersion en
(r1, v1, r2, v2, ¯̺, T, α, β) = X0 où X0 = (0, 1

2
ω̄0u

⊥
0 , r

0
2, v

0
2, ¯̺0, T0, 0, 0) et T−1

0 ṙ0
2 = v0

2.
Rappelons que F0,ω̄0 : X → Y est une submersion en X0 si DF0,ω̄0(X0) est surjective
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et son noyau a un complémentaire fermé dans X. Comme dans le cas général à N+n
particules, les conditions pour que F0,ω̄0 soit une submersion, portent essentiellement
sur les équations du mouvement de la particule légère et la contrainte de compati-
bilité. Soit L : H2 → L2 l’opérateur linéaire défini par Lv = v̈ + T 2

0Dr2G(ū0, r
0
2)v.

On fait l’hypothèse de non dégénerescence :

Hypothèse 10 KerL =< ṙ0
2 > .

L’opérateur L étant Fredholm et d’indice 0, ceci permet d’énoncer des conditions
simples pour la résolution d’un problème du type Lv = h. La deuxième condition
porte sur la linéarisation de la contrainte de compatibilité. Soit h0

2 solution de Lh0
2 =

−T 2
0DūḠ(ū0, r

0
2)ū0. On définit le coefficient ∆1 correspondant à la dérivée partielle

dans la direction ū de la contrainte de compatibilité en la solution périodique X0

pour ǫ = 0 :

(3.48) ∆1 =

∫ 1

0

(
DūF̄(ū0, r

0
2)ū0 +Dr2F̄ (ū0, r

0
2)h

0
2, ū0

)
dt.

On fait alors l’hypothèse, analogue à celle sur l’inversibilité de la matrice B de la
section précédente

Hypothèse 11 Le coefficient ∆1 défini par (3.48) ne s’annule pas.

Si ces hypothèses sont vérifiées, on montre que DF0,ω̄0(X0) est une submersion. Plus
précisément, on montre que DF0,ω̄0(X0) est surjective et son noyau est de dimension
deux. On obtient alors un résultat général de persistance de solutions périodiques

Théorème 3.2.3 On fixe ǫ = 0, ω̄ = ω̄0 dans (3.40)-(3.39)-(3.42) et on choisit une
solution 1-périodique, associée à T = T0, (r1, v1, r2, v2, u) = U0 non stationnaire de
ce système. Si les hypothèses 10, 11 sont vérifiées alors U0 appartient localement à
une famille de solutions périodiques à trois paramètres de (3.40)-(3.39)-(3.42) (pour
ǫ = 0, ω̄ = ω̄0), parametrées par la phase, la rotation et la période T ≈ T0. Cette
famille persiste pour ǫ ≈ 0 (grand rapport de masse) et ω̄ ≈ ω̄0 (vitesses angulaires
proches). Pour ǫ 6= 0, les solutions du système hamiltonien (3.37) qui leur sont
associées vérifient u1 − 〈u1〉 = O(ǫ2), avec des oscillations portant essentiellement
sur u2 lorsque ǫ ≈ 0.

En combinant les théorèmes 3.2.2 et 3.2.3, on obtient des branches globales
de solutions périodiques de (3.40)-(3.39)-(3.42), paramétrées par la période T , le
rapport de masse ǫ et la vitesse angulaire ω̄ (à un déphasage et une transformation
Euclidienne près). Cette branche est globable au sens où T est non borné mais reste
une branche locale dans les directions transverses ǫ ≈ 0 et ω̄ ≈ ω̄0.
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Théorème 3.2.4 On suppose que les hypothèses du théorème 3.2.2 sont vérifiées et
on choisit une solution T0-periodique (non constante) (R, ρ̄) de (3.45)-(3.46) donnée
par le théorème 3.2.2. On définit une solution 1-périodique solution U0 de (3.40)-
(3.39)-(3.42) associée à T = T0, ǫ = 0, ω̄ = 0 par (r1, v1, r2, v2, u) = U0 et ū =
(2ρ̄, 0)t, r1 = v1 = 0, r2(t) = (0, R(t))t, T−1

0 ṙ2 = v2. On suppose en plus que (R, ρ̄)
est tel que les hypothèses 10, 11 sont vérifiées (c’est le cas pour 3.2.2-i) si on choisit
une solution proche d’un équilibre triangulaire avec ρ∗ qui n’est pas un multiple de
R∗ et si le coefficient h(ρ∗) = [∂2V0

∂R2
∂4V0

∂R4 − 5
3
(∂3V0

∂R3 )2]R=R0(ρ̄) ne s’annule pas). Alors
U0 appartient à une famille de solutions de (3.40)-(3.39)-(3.42), parametrée par la
phase, la rotation, la période T ≈ T0, ǫ ≈ 0 et ω̄ ≈ 0.

3.2.2 Continuation numérique

On a calculé numériquement des prolongements de modes en inversion obtenus
au théorème 3.2.2 pour ǫ 6= 0 et ω̄ 6= 0 en procédant en deux étapes. On fixe ω̄ = 0
et on calcule un prolongement par rapport à ǫ. Dans ce cas, la configuration isocèle
est préservée et on utilise simplement une procédure de “continuation” d’orbites
périodiques paires. Plus précisément, si on pose ū + ǫr1(t) = (2ρ(t), 0)t et r2(t) =
(0, R(t))t. On cherche simplement des solutions périodiques et paires de

(3.49)

ρ′′ = −ǫ2
(
U ′(2ρ) +W ′(

√
R2 + ρ2)

ρ√
R2 + ρ2

)
,

R′′ = −(2 + ǫ2)W ′(
√
R2 + ρ2)

R√
R2 + ρ2

.

en calculant les points fixes de l’application
(
R(0), ρ(0)

)
7→
(
R(T ), ρ(T )

)
où

(
R(T ), R′(T ), ρ(T ), ρ′(T )

)
= φT (R(0), 0, ρ(0), 0),

où φT est le flot associé à (3.49) à l’instant T . Ce problème est résolu en augmen-
tant ǫ d’un cran δǫ et en se servant de la solution calculée à l’étape précédente
pour démarrer les itérations de Newton (la jacobienne de l’application est inversible
puisqu’on cherche des fonctions paires). Le résultat du calcul est représenté par le
graphe de l’hamiltonien H̃ǫ en fonction de ǫ (figure 3.3). On a fait le calcul pour
la solution en inversion correspondant à T = 15 lorsque ǫ = 0. On a pu mener la
procédure de continuation jusqu’à ǫ = 0.4. Au dela, la solution est trop instable.
Plus précisément, en analysant le spectre de Floquet, on montre que +1 est valeur
propre double et une autre paire de valeurs propres, complexes conjuguées est sur
le cercle unité tant que ǫ < 0.23, au dela, cette paire collisionne en +1 et passe sur
l’axe des réels pour former une paire de valeurs propres instables.

On procède ensuite à la continuation de la solution obtenue pour ω̄ 6= 0. Dans
ce cas, la configuration isocèle n’est plus maintenue et on doit résoudre le système
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Fig. 3.3 – Figure de gauche : l’Hamiltonien H̃ǫ en fonction du rapport de masse ǫ
lorsque la fonction (R0, ρ̄0) de (3.40,3.39,3.42) calculée pour ǫ = 0 est continuée par
rapport à ǫ. On a fait la continuation jusqu’à ǫ = 0.4. Figure de droite : Prolongement
de modes d’inversion pour ǫ = 0.1 (ligne en pointillés) et ǫ = 0.2 (ligne continue)
lorsque ω̄ varie.

différentiel complet sur les variables de Jacobi et de dimension 8. On a représenté
le résultat de la continuation pour ǫ = 0.1 et ǫ = 0.2 lorsque ω̄ varie. En calculant
le spectre de Floquet, on montre que la branche située après le premier point de re-
broussement est instable (au moins au voisinage de ce point). Pour ǫ = 0.1, la valeur
du point de retournement ω̄ ≈ 0.6 semble reliée à une bifurcation du même type
sur les équilibres relatifs. Comme le montre la figure 3.4, une paire de configuration
triangulaire isocèle semble émerger du point R = 0 pour ω̄ = ω̄c ≈ 0.49.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6
Triangular equilibrium, ε=0.1

/ε̄ω

R
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

  

Triangular equilibrium, ε=0.1

ω̄

ρ

Fig. 3.4 – Famille d’équilibres relatifs avec u1 = (2ρ, 0)t et u2 = (0, R)t émergeant
de la configuration isocèle (R = ±

√
3/2, ρ = 1/2) lorsque ω augmente, pour ǫ = 0.1.

Les calculs sont réalisés à l’aide de CL MATCONT [20].

On termine par des considérations dynamiques sur le problème complet : on
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souhaite analyser l’effet de l’instabilité des modes en inversions et voir si on observe
un phénomène de dissociation. On a effectué une perturbation de l’ordre de 5% de
l’énergie totale du système. Dans ce cas, on observe une dislocation partielle où la
masse légère reste attachée à l’un des atomes lourds alors que l’autre atome est
ejecté (figure 3.5, à gauche). On a également effectué une perturbation d’un mode
stable et représenté la composante verticale de u2) : même si la solution n’est plus
périodique, on voit que la dynamique s’organise encore autour des inversions (figure
3.5, à droite).
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Fig. 3.5 – Figure de gauche : perturbation d’une solution T -périodique instable
associée à ǫ = 0.2 et ω̄ = 0.4869 sur la figure 3.3 (branche du haut). La distance entre
masses lourdes est représentée par ligne continue, les lignes discontinues donnent les
distances de la masse légère au deux masses lourdes. Figure de droite : perturbation
d’une solution T -périodique stable associée à ǫ = 0.2 et ω̄ = 0.4869 sur la figure 3.3
(branche du bas). On représente la composante verticale de u2

3.3 Perspectives

On a présenté une méthode de construction de breathers périodiques ou rela-
tivement périodiques pour des molécules dans le plan, lorsqu’un groupe d’atomes
possède une masse caractéristique très supérieure à la masse des autres atomes.
Cette méthode permet ensuite de calculer numériquement des breathers pour des
rapports de masses qui ne sont pas nécessairement très grands. Pour ǫ = ω̄ = 0,
on a restreint le calcul aux configurations isocèles et il serait intéressant d’étudier
d’autres types de solutions périodiques susceptibles d’être prolongées pour ǫ 6= 0 et
ω̄ 6= 0. Ensuite, pour les modes en inversion, on a fait le lien entre une bifurcation
d’équilibres relatifs et deux branches (une stable et une instable) de breathers rela-
tivement périodiques. Une analyse de stabilité de ces équilibres au voisinage de la
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bifurcation nous permettrait de mieux comprendre la stabilité des breathers proches
de ces équilibres.

Un autre problème important est celui de la généralisation à la dimension trois
de nos résultats. Dans ce cas, la structure des transformations euclidiennes laissant
invariantes le système est plus riche. On pourrait commencer par étudier le cas par-
ticulier de la configuration tétraédrique pour laquelle, il existe un certain nombre
de résultats (numériques) dans le cas de la molécule SnD4 [28]. Enfin, les résultats
obtenus concernent l’existence de breathers : on ne sait rien dire de leur stabilité (à
part numériquement). Il serait donc intéressant de mettre en avant des mécanismes
permettant de passer d’une configuration où l’énergie est équidistribuée à une situa-
tion où l’énergie est localisée. C’est une question difficile auquelle on ne sait répondre
que très partiellement à travers une étude numérique de stabilité linéaire.
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