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Série n°2 :
Résolution numériques des EDO.

Exercice 1. Propriétés de stabilité du schéma d’Euler

a) Un schéma d’Euler implicite Montrer que le schéma suivant est convergent et d’ordre un

{ un—i—l = " + hf(t"“‘l,u""'l),

UO = Uug.

b) Un schéma d’Euler modifié Montrer que le schéma suivant est convergent et d’ordre deux
un+1/2 = " + ﬁf(tn un)
2 ) )

un+1 = " + hf(t”+1/2,u”+1/2), tn+1/2 :tn+h/2,

UO = Ug.

c) Application. Soit I’équation différentielle (k > 0)
v +ky* =0, y(0)=1.
(i) Résoudre cette équation différentielle. Quelle est sa limite en ¢ — co?
(i) Ecrire le schéma d’Euler explicite et étudier le comportement de la solution lorsque n tend vers I'infini.

(iii) On considere le schéma

n+l _ ,n n+1 n\ 2
YTV Lk () S
h 2

Calculer la solution ™! en fonction de y™ k et At et en déduire une condition sur At pour que
le comportement de la solution numérique soit correct lorsque n — oco. Montrer que le schéma est
consistant d’ordre deux.
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Exercice 2. Un nouveau schéma d’ordre élevé
Soit f une fonction de classe C®°(IR" x IR, IR). Nous considérons I’équation différentielle ordinaire suivante
u'(t) = f(t,u(t))

avec une donnée initiale u(0) = ug.
Nous définissons f(™) € C*(IR" x IR, IR) par

FOtu(t) = f(t,u(t()))
SO u(t))) = Lgt (t, u(t)) + < 5 (t,u(t))) ftu(t), m=0.




a) Montrer par récurrence que u(™ 41 (t) = f0m) (¢ u(t)).

b) Nous posons

et définissons le schéma suivant

’LLO = Ug
u™tl = + At (t7, u, At)

Montrer que ce schéma est consistant d’ordre p

c) Montrer que le schéma est stable et en déduire que le schéma est convergent d’ordre p, c’est-a-dire, il
existe C' > 0 telle que
[u(t™) —u™| < CAtP.

Exercice 3. Un schéma d’ordre deux

Soit f une fonction de classe C®°(IR™ x IR, IR). Nous considérons I’équation différentielle ordinaire suivante

u'(t) = f(t ult))

avec une donnée initiale u(0) = ug. Nous nous proposons d’étudier le schéma suivant

’ZLO = Up
At
uTh =t 4+ = () 4+ f(ET a4 AL ().
a) Montrer que ce schéma est consistant d’ordre deux.

b) Montrer que le schéma est stable et en déduire que ce schéma est convergent d’ordre deux.

Exercice 4. Les schémas de type Runge-Kutta

Nous considérons by, ba, c1,co,a € IR avec 0 < ¢; < ¢ < 1. Puis nous introduison des points intermédiaires:
t"t =t" + ¢ h, i=1,2
et des valeurs intermédiaires
1 2 )1 )1
u™ =u", u™ = u" + ha f(t™,u™")
Considérons alors le schéma suivant de Runge-Kutta explicite a deux points intermédiaires:
2
n+l _ . n h b n,J M7
u"t ="+ i (", u"™),
j=1

’LLO = Uug.

a) Quelles valeurs de coefficients faut-il choisir pour avoir un schéma d’ordre un et deux ?

b) Le schéma d’Euler modifié entre-t-il dans ce cadre?



1 Correction des exercices

Exercice 1.

Soit un systeme différentiel de la forme

u(0) = uyg,
{ W (1) = f(t,u(t)), W

La solution u vit sur I'intervalle [0, T]. Nous décomposons en N petits sous-intervalles [t",#""1] avec t" =
nAt et At = T/N. On note v™ la solution approchée de u(t™); les schémas & un pas s’écrivent Nous
définissons un schéma & un pas pour la résolution numérique de (1) de la maniére suivante :

00 = u(t?) )
oL = o+ At o707, At),

oll ¢ est une fonction de IR x R x IR & valeur dans IR? et est obtenue en cherchant une approximation
de f(t™, u(t™)).

Nous chercherons de plus & évaluer lerreur de discrétisation €™ = wu(t™) — v™, et plus précisément, &
obtenir des estimations d’erreur de la forme

€] = Ju(t") — "] < C A,

ou C ne dépend que de la solution exacte, du temps final 7' mais surtout pas du pas de temps At; tandis
que « donne l'ordre de la convergence.

Proposition 1 (Caractérisation de la consistance) Considérons le schéma a un pas (2) associé a l’équation
différentielle (1). Si la fonction ¢ € C(R* x R? x R*, RY) et si

o(t,u,0) = f(t,u), te]0,T].
Alors, le schéma (2) est consistant.

Proposition 2 (Caractérisation de la stabilité) Considérons le schéma a un pas (2) associé a l’équation
différentielle (1). Si la fonction ¢ € C(IRT x IR* x IR™, IR?) et si

Alors, le schéma (2) est stable.

Théoréeme 1 (Consistance + Stabilité < Convergence) Nous supposons que le schéma (2) est con-
sistant d’ordre p : il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de f, T, ug (et surtout pas de At) telle
que

|1R(t, u, At)|] < C AP, pour tout t > 0.

De plus, le schéma (2) est “stable” par rapport aux erreurs.
Alors, la solution numérique fournie par le schéma converge vers la solution exacte de (1). De plus,
Uerreur vérifie ’estimation
le*(An)| < C [At + [ (An)]],

pour tout n =0,..., N.

Exercice 2.

1. Nous vérifions que
ulD(t) = u'(t) = ftu(t)) = fO ult)).

Nous supposons que ’assertion est vraie a I’ordre m c’est-a-dire que

W™ () = £ (8, ().



Montrons alors que u(™+V(t) = f(™) (¢, u(t)). Pour cela, nous écrivons que

d

uH() = (@ @) = Zu(0) = 5 (£ u))

Ainsi par composition des dérivées

- af(m—l) af(m—l)

W (1) —g— () + () = (t,u(?))

et puisque u'(t) = f(t,u(t)), nous obtenons

ut™ () = fU (8 u(t)).

2. Nous posons @(t, u, At) = 1, (¢, u, At), c’est un schéma & un pas explicite. Pour démontrer la consistance
nous vérifions que ¢ est continue et ¢(t,u,0) = f(t, u).

En effet, puisque f est de classe C*°(IR" x IR, IR), la fonction ¢ qui contient les dérivées jusqu’a 'ordre
p de f est bien continue. Ensuite

00
¢<t7 u, O) = ff(o)(t’ u) = f(t, u)

Le schéma est bien consistant.
Pour 'ordre, nous calculons

t+h) — u(t)

R(t,u,h) = u — ¢(t,u(t), h)

En remplagant ¢ par son expression, nous avons

1
= — (]+1)
ot ul®).h) =30 ey )
7=0
Et donc
1 Popi
R(tu,h) = | u(t +h) = u(t) - %um(t)
=17

Ceci représente un développement de Taylor tronquée de u et nous savons que

P
h hptl
_ _ @ (p+1)
u(t+ h) = u(t) jEZl i u(t) + T u (€).
En remplacant dans ’expression de R, nous avons donc
hP
R(t,u,h) = ———— uP+1)

En supposant que u(P*+1) est bornée, nous avons donc: il existe une constante C' > 0 telle que
|R(t,u,h)] < ChP,

le schéma est d’ordre p.



2. Pour la stabilité, il faut supposer que f est de classe C'>° et que toutes ses dérivées sont bornées. Ainsi,
toutes les fonctions f), pour j = 0,...,p sont Lipschitziennes et donc ¢ est Lipschitzienne par rapport & la
variable u. Le schéma est donc stable.
En appliquant le théoréeme du cours, le schéma est convergent d’ordre p, il existe une constante C' > 0
telle que
lu(t™) —u"™| < ChP.

Exercice 3.

1. Pour la consistance, nous appliquons le méme raisonnement que dans ’exercice précédent. Pour montrer
que le schéma est d’ordre deux, c’est différent. C’est aussi un schéma a un pas

(f(t,u)+ f(t+ h,u + h f(t,u))).

| —

d)(t’ u? h) =
Le schéma est d’ordre deux lorsque

u(t+h)—u(t) 1

R(t,u,h) = b =5 (F(tul®)) + f(t +hult) + hf(E u(t))

vérifie
|R(t,u,h)| < Ch?.

Pour montrer cela nous rappelons que puisque u est la solution exacte

u(t+h) —u) 1 [Th
- = E/t f(s,u(s))ds.

Or, nous avons vu que nous pouvons construire un schéma a partir d’'une méthode de quadrature. Par
exemple ici nous reconnaissons presque la méthode des trapezes, d’apres un résultat du cours :

1

t+h 1 9
E/t Flsu(s))ds — 5 (£ u(t) + f(t+ by u(t + )| < Ch

Or, ce n’est pas exactement le schéma proposé car il faut encore approcher f(t + h,u(t + h)). A Paide d'un
développement de Taylor, nous obtenons

2

u(t+h) =u(t) + hf(t,ult)) + %u"(f), € t,t+ h]

et donc )
FfE+hut+h) = fE+h,ult) + hftult) + gT]:(t +h, ) %u”(f).

Finalement, nous avons
< Ch®.

t+h 2
1 /t F(s,u(s))ds — % ( Fltu() + F(E+ hou(t) + BE(E u(t) + g—z(t +ha) };u”(g))

Nous reconnaissons le terme d’erreur de consistance

2
Rt - S+ o) o) < o

et donc en suppsoant que f est Lipschitzienne et u” est bornée, nous obtenons le résultat

|R(t,u,h)| < Coh?.

2. Nous appliquons le méme raisonnement que dans ’exercice précédent.



