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Mass 41: Algebre (L2) — Examen Partiel II.
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Calculatrices, téléphones portables et tous documents interdits

Exercice I. Soit g un endomorphisme de E, espace vectoriel réel de dimension finie.
Si g2 4+ g — 6Idg = 0, quelles peuvent étre les valeurs propres de f ?

Exercice II. On pose les sous-ensembles de R suivants :
F= {(QCE _y7x+y7_y)| (:Evy) € R2}ﬂ G = {(l'vyaz) € IR3| 2£L'+y— z = 0}

1) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

3) Déterminer les dimensions de F' et G.

(1)
(2) Déterminer une base de F' et une base de G.
(3)
(4) Déterminer F'(G.

Exercice ITI. On considere I’endomorphisme u de I'espace R3[X] des polynomes a coefficients réels de degré
< 3 défini par
w:Pw— (1-X?)P" - XP
(1) Ecrire la matrice de u dans la base de R3[X] constitué des polynomes 1, X, X2, X3
2)
(3) Quelles sont les valeurs propres de u ? L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
(4) Soit f: R3[X] x R3[X] — R définie par

Quel est le noyau de u ? Quel est rang de u ?

/1 P(z)Q(z)dz.

-1
(a) Montrer que f définit un produit scalaire sur F.
(b) Vérifier que la base canonique de R3[X], {1, X, X2, X3}, forme une famille non orthogonale.

(¢) Déterminer une base orthonormale de (R3[X], f).

Exercice IV. Soit ¢ la forme quadratique de R? de matrice

2 11
A= 1 1 1
1 1 2

dans la base canonique B = (e1, ez, e3) de R?

onner ’expression analytique de ¢ dans B et expliciter sa forme polaire ¢.

1) D I i lyti de ¢ dans B et licit fi lai

(2) Vérifier que B’ = (ey, —%el + e, —es + e3) est une base de R? et donner la matrice de ¢ dans cette
base.

(3) Trouver le rang et la signature de g.

Exercice V. Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3, de base B = (e, eq,e3). Soit ¢ : E — R une

forme quadratique définie par :
q(z) = 21’% + 2w120 + 41123 — xg + 6x013 + 2:L’§.

(1) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base B.

(2) Donner la forme polaire ¢ qui lui est associée.

(3) Décomposer g en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires. En déduire une diagonali-
sation de A en precisant la base orthogonale ainsi que le rang et la signature de q.

(4) Déterminer ’ensemble des vecteurs isotropes.

(5) Trouver l'orthogonal de Vect(ey,2es + e3).

Exercice VI. Soit G un sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs : v; = (0,3,4), vy = (1,0, 1).

Déterminer
(1) une base orthonormale de G,
(2) une base orthonormale de G+, I’espace orthogonale & G,

(3) la projection orthogonale de (1,—1,1) a G.



