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Exercice 1. Donner la définition d’une norme sur RP avec p € N*.
Montrer qu’une boule ouverte (de centre A et rayon R) par rapport & une norme sur RP est conveze. (Une partie P C RP

est conveze si X,Y € P implique tX + (1 —t)Y € P pour tout t € [0,1].)

On appelle norme sur R? une application de RP dans Ry qui & x associe un nombre réel || x ||,
positif ou 0, et vérifie

N1 (séparation) Vz € E, ||z [|=0< 2 =0
N2 (homogéniété positive) VA € R,Va € E, || Az ||= |A|- || ||
N3 (inégalité triangulaire) Va,y € E, ||z +y ||<[ =z || + || v || -

Soit X, Y deux points interieurs d’une boule ouverte B(A, R) ce qui signifieque || X —A || < Ret ||
X — A || < R. 1l faut montrer que || (tX + (1 —t)Y) — A ||< R pour tout ¢t € [0,1]. On remarque
que | (X + (1 -8)Y)—-A|=| t(X —A) + (1 —-t)(Y — A) || . Par 'inégalité triangulaire et la
homogéniété positive on a || t(X —A)+ (1 —t)(Y —A) [|<[t(X —A) |+ || A =t)(Y = A) ||=1¢ |
(X—A) | +1—-t) | (Y —A) |<tR+(1-t)R=R.

Exercice I1. Calculer les limites si elles existent de la fonction définie sur
{(z,y) € R?| = # y%}
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h(z,y) = -
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auz points (1,1), (0,0), (—1,1).

La fonction h est continue en (—1,1) : la limite en (—1, 1) est égale & la valeur de h en ce point,

i.e. a 3.
Les droites y = kz,k € R passent par le point (0,0). La restriction de h & une droite y = kx
23— kx z(2? — k)
d Dh(x k)= ——5 +2= —— -+ 2.
onne : iz, kz) x — (k)3 * z(1 — k322) *
z(x? — k)

Fin point (0,0) on a limy ~5—7 5

choisie. Par consequence, lim(, ,y_,(o,0) n'existe pas car si elle avait existé elle aurait ¢t¢ unique.

4+ 2= —k+2,ie. lalimite depend de k, i.e. de la droite

Pour le point (1,1), prenons deux courbes qui passent par ce point, par example la droite y = z

et la parabole y = 22. Pour la droite: lim 3
z—1Tr — 2

+ 2 =1 pour la parabole
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x> —x ¢ —x 20— 1 9
Iim ——+2=1 2 =1 2=
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en utilisant le regle de 'Hospital. On obtient deux valeurs différentes de la limite donc lim; ) (1,1 h(zx,y)

n’existe pas car si elle avait existé elle aurait été unique.ll

Exercice III. soit F Uapplication définie par

223 + 3zy?

g % @) #0,0)

F(a:,y) =

0, si(z,y)=(0,0).
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3) Quelle est le lien entre le gradient d’une fonction différentiable et la dérivée directionnelle ?
4) F est-elle différentiable en (0,0) ?

Montrer que F est continue sur R2.

Calculer les dérivées directionnelles en (0,0) dans la direction donnée par un vecteur unitaire (cost,sint), ¢ € [0, 2x][.
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(1) Cette fonction est continue sur R?\ {(0,0)} en tant qu’une fraction des fonctions continues.
En (0,0) on a :
. 223 + 3:1:y2 . 223 + 39:y2 23 cosdt+ 3rd3costsin? t
lim —5——— = lim —5 5 = lim 5
(zy)—(00) Z°+yY V@E—0)2+(y—02—0 T°TY r—0 T

Cette limite est égale au produit des limites : (2cos®t + 3costsin®t)lim, g7 = 0, car

|2 cos® t 4 3 cos t sin? t| - une fonction bornée (par exemple par 3 car 2 cos®t+3costsin®t =
2 cost(cos? t+sin? t) +cost sin? t. Donc la fonction F est continue en (0, 0). Par consequence
elle est continue sur R2.
. f((0,0) + u(cost,sint)) — f(0,0
D(cost,sint)F(Oa 0) = limy,—o (( : ) ( )) ( : )
5 f(ucost,usint) — f(() O) 2u3 cos? t + 3u® cost sin? ¢
= lim

u—0 u u - u2(cos?t + sin?t)
=2cos®t + 3costsin?t

(3) Soit f: D C RP — R, différentiable en A € D et V un vecteur de RP. Alors,
Dy f(4) = gradf(4) - V (1)

(4) Les dérivées partielles par rapport a = et par raport a y sont les dérivés directionnelles dans
les direction de vecteurs (1, 0) et (0 1). De la question (2) on a

grad F (0, D(10)F, D(o.1yF)(0,0) = (0,2).

La formule (D cos ¢ sint) F) (0, ) graaF)(O 0)-(cost,sint) n’est pas satisfaite pour presque
aucun vecteur (cost,sint). Donc F' n’est pas différentiable en (0,0).H

Exercice IV. Soit f: R2 — R une fonction différentiable telle que son gradient au point (2,3) est (4,—1) et £(2,3) = 1.

(1) Donner la définition d’un point critique d’une fonction.
(2) Est-ce que (2,3) un mazimum ou mintmum local de f, ou ni 'un ni Uautre ? Justifier briévement.
3) Pour e > 0 suffisamment petit, f(2+ €,3 — €) est-il plus grand ou plus petit que 7 ? Justifier votre réponse.
g
(4) On définit une fonction de R dans R par : g(t) = f(2t%,t3 + 2). Trouver la valeur de la dérivée de g au point t = 1.

(1) Soit f: D — R une fonction de classe C'! sur une partie D de RP. On dit que A € D est un
point critique de f si toutes les dérivées partielles s’annulent en A (équivalent a dire que le
gradient de f est nul en A, équivalent & dire aussi que la différentielle de f est nul en A).

(2) La condition necessaire d’un extremum en un point donné est que ce point est un point
critique. Ce n’est pas le cas ici car le gradient n’est pas le vecteur nul.

(3) La formule de Taylor en (2,3) a 'ordre 1 est

of of

f@+h3+k%=ﬂ2$+ha(2$+ka( 3) +o(ll(h, K)[)

Pour € suffisament petit on a

of

F@+e3—6) = F(2,8) +eol(2,8)+ (- 02!

Jy

Donc pour e suffisament petit (dans le voisinage de (2, 3) ou la formule de Taylor a 'ordre 1

(2,3) +0(€) =7+e-4—€- (—1) + ofe)

tient, i.e. les terms en ordre superieur sont négligeables par rapport & e on a f(2+¢,3—¢) =
7+ 5¢ + o(e).) Par consequence, la reponse : f(2 4 €,3 — €) est plus grand que 7!

(4) Pour t = 1, on a (x,y) = (22,43 + 2)}t:1 = (2,3). On connait les valeurs des dérivées
partielles de f dans ce point. La fonction g est une fonction composée et sa dérivée se

calcul comme suit :

dg Of dx Of dy 9
O =2 gy ~1)- =1
dt  Ox dt+8y dt b+ (1) -3t s
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