Wall crossing dans la théorie de
la catégorie O de
DBepumrenn-I'ennpana-I'enndanm.
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1 Catégorie O

Ici, je fait des rappels sur la catégoie O ou la catégorie de BI'T". Voir,
e.g.,]MP] ou [K].

1.1 Définition

Soit g une algebre de Lie simple, h C g une sous-algebre de Cartan, A et W
le systeme de racines et le groupe de Weyl par rapport a h. Fixons une base
IT ¢ A d’ou le sous-ensemble des racines positives A, . Pour a € A, notons



par g, le sous-espace radiciel avec la racine a. Posons ny := @, . A, Yo ct
b=bhdn,.. On a une décomposition triangulaire :

g:n+@f)@n_.

Définition 1.1. La catégorie O (de Bepumrenu-Tenvpann-Tenndann) est
la sous-catégorie pleine de la catégorie des g-modules dont un objet M est

i) h-diagonalisable, i.e., M = @, My ot My = {m € Mlh.m =
AMh)m Y h € b}. Posons P(M) :={\ € h*|M, # {0}}.

i) Pour A € P(M), dim M) < oco.

iii) Il existe un nombre fini d’éléments A\1,--- , \. € b* tels que P(M) C
U, D(A;) ot D(\) := A — NIL.

Il est claire que la catégorie O est une catégorie abélienne.
Voici deux type d’exemples : soit A € h*. On définit la structure de
b-module sur C, := Cuv, par

h.vy = Xh)vy h €D, n,.vy = {0},

et on pose M(A) := Indg, Cy := U(g) ®u() Cx. Le g-module M ()) s’appelle
le module de Verma de plus haut poids \. Il existe le maximal sous-
module propre de M (\) d’ou le quotient simple L(\) est unique.

Exemple 1.1. Considérons le cas g = sly = Ce @ Ch® Cf avec les relations
[h,e] = 2e, [h, f] = =2f, [e,f] = h. On pose h = Ch, n, =Ce, n_ =Cf
et fire a € b* tel que a(h) = 2. Pour A € h*, on introduire la structure de
b =0 ®n,-module sur Cy := Cuvy, par

h.vy = A(h)vy, evy =0,
et on pose M(\) = Ind{C, = C[f].(1 ® vy). Pour i € N, on pose u; :=
L (1®wy). Alors,

1. {u;}ien forme une base de M(N), et

2. laction de sly sont donnée par
f.ui :(l + 1)Ui+1,

hoau; =(A(h) — 20)u;,



On en déduit que
1. M(X) est réductible si et seulement si A\(h) € N, et
2. SiXh) €N, on a L(\) = M(\)/UMm_)uxn)+1-

1.2 Décomposition de modules dans la catégorie O

Notons par (-,-) la forme bilinéaire sur h* induite par la forme de Killing.
Pour A\ € b*, on pose

A :={a € A]Q(A’Q) € 7},
(c, @)
WA= (rala € A)).
Remarque 1.1. Posons

AL =AMNAy, =AY\ (A + A

et SN = {r,|a € '}, on pourra montrer que le paire (W*,5?) est un systéme
de Cogeter.

Soit ~ la relation d’équivalence sur h* définie par
A~ — e Wrol,
ou o est l'action translatée de W par —p, i.e., wo A := w(A + p) — p. D’ici,
pP= % Daeat

Remarque 1.2. En effet, on sait que X\ ~ p si et seulement si
[M(X): L(p)] >0 ou [M(p) : L(N)] > 0.

Soit \ € h*/ ~ et soit Oj la sous-catégorie pleine de O consitutée par des
g-modules M avec la propriété suivante :

[M : L(p)] > 0 implique g € A.
Alors, le théoreme suivant est un clé important :

Théoréme 1.1. On a O = @;\Er}*/w Os, i.e., pour tout M € Ob(0O), il existe
des objets M5 € Ob(O5) tels que M = @5 M;.
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Pour la preuve, il faut montrer

1. pour tout M € Ob(M), il existe une suite de sous-modules
{0} =MyC My C---CM, =M,
telle que M;/M; 1 = L()\;) avec \; € b*, et
2. pour A & p, Ext'(L(N\), L(1)) = 0.

Pour le détail, voir [MP]. Notons le fonceur O — Oj qui fait associer M €
Ob(O) a Mj; € Ob(0O5) dans le théoreme ci-dessus par 7s.

2 Foncteur de translation

Ici, j’explique fonceurs de translation introduit et étudié par C. Jantzen [J].

2.1 Définition et propriétés simples

Soit A, i1 € by tel que p— X € P, le réseau de poids. Alors, il existe un unique
poids dominant A € W (u — A). En particulier, on a A* = A# et WH = W™,

Définition 2.1. Le foncteur T} : O5 — Oz M — m;(M @ L(A)) s’appelle
un foncteur de translation.

Un objet typique de O5 est M(w o \) avec w € W™ Etudions, donc
T (M(woM))!

Exemple 2.1. Considérons le cas g = sly. On reprend les notations d’Exemple
1.1. Soit V= Cwy & Cw_ la représentation naturelle :

havs — +w., ewy =0, ew_ = wy,
fwy =w_, faw_=0.
On regarde M(N\) @ V. On a
MO &V = M) © V)3
neN
CUO & Wy, n=yv,
MA@Vt e =
(M) )’\+(é nja {(Cun Q@ wy B Cupg @ w_, n > 0.



On pourra montrer que U(g).(uo @ wy) = M(XA+ 3a). En effet, on a
U(g)-(uo ® wy) = Cug @ wy & P,,-o Clu, @ wy + up—g @ w_).
Par caleul, on a (M(\) ® V),\,%a)” = C(uy @ wy — A(h)ug @ w_) et

U(g).(t ® ws — A(R)ug @ w_) = Bpery C(n + Vit & w4 — (A(R) — m)uiy & ),
On en déduit que
1. siAh) # -1, MA@V 2 M(A+ 3a) ® M(\ — 3a), et
2. si A(h) = =1, on a M(0) = M(—3a)®@V — M(-a).

Voila. Ca serait mieux d’avoir une idée, et voici une astuce.
Soit A une algebre de Hopf sur un corps K avec son coproduit A, antipode
a et counit £, et soit B C A une sous-algebre de Hopf.

Proposition 2.1 (‘Tensor Identity’). Soit M wun B-module et N un A-
module. Alors, il y a un isomorphisme

(A®g M)k N =2 A®g (M g N),
ou N dans le coté droit est regardé comme B-module par restriction.

Notons que les applications linéaires

p: A (MN) = (A M)@k N ;2@ (m@n) — (za).m ® x(2).n),
V: (A M)@x N 5 A@g (M@ N);(z@m)®@n — x4y ® (m® a(zg).n)

sont de morphismes de A-modules et on pourra montrer que ¢ oy = id et
1o ¢ =id (exercise). 0
Un corollaire simple de cette proposition est

Corollaire 2.2. Soit A € b* et A € P*, i.e., A est un poids dominant et
entier. Alors, Le g-module M (\) ® L(A) une suite croissante finie de sous-
modules

{0} =My C My C---C M, =MN® L(A),
telle que M;/M;—1 = M (X + 0;) avec un 0; € P(L(A)), l'ensemble des poids
de L(A).

Pour la preuve, il suffit de voir que M () ® L(A) = Ind}(C\ ® L(A))
d’apres Proposition 2.1. En effet, comme b est une sous-algerre rsoluble et



le b-module Cy ® L(A) est de dimension finie, il existe un drapeau complet
b-stable
{0}=VycViC---CV,=C\®L(A),

d’apres un Théoréme de Lie. Posons M; := IndiV;, on obtient une suite que
I’on cherche. O
On va montrer

Proposition 2.3. Supposons qu’il existe une chambre de Weyl associée au
systeme de raines A* telle que X+ p € C et que pu+p € C. Alors, pour tout
weW?, ona

T (M(wo X)) =M(wo ).

Ici, la chambre de Weyl fondamentale est définie par {\ € bh*|(\,a) €
R* (a € IIM)}.
Preuve.  D’apres Théoreme 1.1 et Corollaire 2.2, il suffit de montrer que
I’équation

wol+0=wop 0 € P(L(N)), w'eW?

n’admet qu’une unique solution w’ = w. Posons X' = A+ p, i/ = u+ p,
0 = w0 € P(L(A)) et v =w 'w'. L’équation ci-dessus récrit comme suit
N+ 0 =o' Si 0 et v satisfait cette équation, alors, on a

1011 = Hlw'1* = 2(vp’, X) + [N

Soit I1 une base de A* déterminée par la chambre C. Alors, il existe
{na}ael‘[é C N tel que vp/ = p/ — Zaeng neo, d’olt

1011 = 111 = N|F+2 ) nalo, N) > [l = NP, (1)

A
aEHC

et I’égalité arrive si et seulement si v = id. En plus, comme 6" € P(L(A)),
on a

1011 < [IAJ]P = [l = X%,

d’ou v =1id, i.e., w' = w. a
La preuve de Proposition 2.3 montre qu’il peut étre compliqué a calculer
T7(M(w o ) sous la méme condition.. Pour un cas simple, on a

Proposition 2.4. Supposons que



1. il existe une seule o € II* pour laquelle (pn+ p, o) = 0, et que
2. wo A —wry, o\ € Na.
Alors, on a la courte suite exacte
0— M(woX) — T3 (M(wopu)) — M(wrq o) — 0.

En effet, pour un tel cas, ce qui change dans la preuve de Proposition 2.3
est la solution de I'égalité (1), cette inégalité devient égale si et seulement si
v € {id, r,}. Donc, la preuve pour ce cas est un exercise simple.

2.2 Wall crossing

Soit A\ € hj un poids dominant, i.e., (A\,a) € N pour tout @ € A}. Pour
chaque a € I1*, fixons )\, € b% tel que

L A=\, € P,
2. Mat+p,B)eNsifell*\ {a} et (A +p,a)=0.

Définition 2.2. 0, = T/\Aa o Tj‘a : O; — Ox s’appelle le ‘wall crossing
functor’ associé a la racine .

D’apres Propositions 2.3 et 2.4, on a la courte suite exacte :
0— M(wol) — 0(M(wo X)) — M(wry,oX) — 0.

En effet, cette suite exacte n’est pas scindée.

2.3 Petits mots sur applications

Soit A\ € hi un poids dominant, i.e., (A\,a) € N pour tout @ € A}. Pour
i € b*, soit P(u) le g-module indécomposable projectif qui surjecte sur L(u).
Ceci est construit de facon suivante.

Pour w € W, soit w = r,, - - - 1o, une expression réduite. Alors, on pourra
montrer (cf. [S]) que

P(woA) = oy - 0o, (M(X)). (2)



Cette formule est loin d’étre évidente. En fait, le module P(u) admet une
suite de sous-modules

{0}=P0CP1CCPT:P(;L),

dont chaque facteur P;/P;_; est isomorphe a un module de Verma, d’ou on
peut définir la multiplicité [P(u) : M (N\)] de M () dans P(u) par le nombre
de i tels que P;/P,_; = M()). Rappelons le théoreme suivant :

Théoréme 2.5 (Dualité de BI'T"). On a [P(p) : M(X)] = [M(X) : L(p)].

Or, ce dernier est donnée par la conjecture de Kazhdan et Lusztig (main-
tenant un théoreme de Beilinson-Bernstein et Kashiwara-Brylinski), i.e.,

[M(woA): L(y o A)] = Pugwuwoy(1),

ot P, . (q) est un polynome de Kazhdan et Lusztig, c’est tres compliqué a
calculer P(u).
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