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Exercice 1. Chemins homotopes.
On considére les chemins dans R?\ {(0,0)} de point (1,0) vers le point (0, 1). Donner une définition

des chemins homotopes et décrire les classes d’homotopie des ch
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Exercice 2. Homéomorphisme et les groupes fondamentaux.

1. Soit X,Y deux t‘.‘spaces topologiques et ¢ : X — Y un homéomorphisme, Montrer que ¢ induit
isomorphisme de groupes 7 (X) — 71 (Y).
2. On musidérp m 1 i-plan H = {(x,y) € R?| y > 0}. Montrer que il n'existe pas de
homéomorphist ntre H t R2,
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Exercice 3. Rétract.
Soit zp un point de S'. Montrer que le S* x {xg} est un rétract de S' x S! mais que ce n'est pas
un rétract par déformation
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Exercice 4. Groupe fondamental.

1. Quel est l e groupe fondamental du plan privé d'un point 7 Justifier en utilisant un réctract par
défor on sur le c.ercle.
2. Quel est le groupe fondamental du plan privé de trois points?
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Exercice 5. Droites dans 1’espace.
Le but de cet exercice est le caleul du groupe fondamental de R? privé de deux droites sécantes.
Notons cet espace X :
X =R\ ({(z.4,2) eR} 2 =y=0}U{(z,9,2) eR?| y=2=0}).

Indication : 11 est utile d'utiliser les résultats de I'exercice précédent.

1. On consider un cylindre C = R x S! dans 'espace R?. On peut paramétrer le cylindre par les co-
ordonnées hauteur et angle. Montrer que I'application (z,6) — e*#-¢? définit un homéomorphisme
entre le cylindre C et les nombres complexes privé de l'origine C\ {(0} que l'on idéntifie avec
le plan réel privé de Uorigine : R?\ {(0,0)}.

2. Montrer que le cyclindre C est un retracte par déformation de Y = R?\ {(z,y,2) € R?| = =
y =0}

3. Quel est 'image de X C Y par I'application de rétraction de Y sur C7

4. Quel est le groupe fondamental de X 7
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Exercice 6. Produit libre.

1. Montrer que si G = H est abélien alors G ou H est le groupe trivial (qui n’a qu'un élément).
2. Soit A= {1,a} et B = {1,b} des groupes & deux éléments (cest & dire a® = 1 et b* = 1).
(a) Décrire tous les éléments de A * B.
(b) Décrire les inverses des éléments de A = B.

(¢) Trouver un élément d’ordre infini.
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