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Avant-Propos

Savez-vous,

— que, sur la Terre, il existe toujours deux lieux antipodaux ayant méme température
et méme altitude ?

— que si I’on essaie de recouvrir le globe terrestre par 3 fermés, on ne peut éviter
que 1'un d’eatre eux contienne deux points antipodaux ?

— que la plupart des jeux admettent une position d’équilibre dans laquelle aucun des
joueurs n’a intérét & changer sa stratégie ?

~que I’on ne peut peigner une boule de billard chevelue sans éviter un “tourbillon” ?

—qu'il n’existe que cinq polyedres réguliers en dimension 3 ?

- que si I’on veut recouvrir complétement une chambre & air par des rustines en
forme de triangles, il faudra au moins 7 sommets ?

Avec la diversité d’un tel inventaire, on peut imaginer que les preuves foat intervenir
plusieurs domaines mathématiques mais il n’en est rien. Ces propriéiés se démontrent
facilement avec les méthodes de ce qui est appelée 1a Topologie Algébrique et nous
le faisons dans ce livre. Appelée parfois la science du caoutchouc, la Topologie Algé-
brique identifie des objets que 1'on peut déformer contindment (sans rupture) de 'un
vers "autre, Bien siir, avec de telles méthodes, la taille n’importe plus. On ne peut
cependant pas identifier tout et c’est souvent le fait que deux objets ne sont pas défor-
mables ["ua sur I’autre qui constitue I'information importante. Par exemple, on peut
déformer un triangle sur un disque mais, comme on le verra assez vite, on ne peut
déformer un pneu sur un globe. Plus formellement, il s agit d’une ideatification d’ob-
jets par ce que 1’on appelle une relation d’équivalence. Comme lorsque 1’on considére
le modulo 2 d’un nombre entier, et que 1’on identifie ainsi tous les nombres pairs
entre eux et tous les nombres impairs entre eux, ne voyant plus que deux éléments.
11 ne subsiste ainsi qu’une information partielle pour chaque nombre, cette demigre
s’avérant plus facile d’utilisation et quelquefois suffisante pour résoudre un probléeme
particulier.

Cette démarche d’identification s’applique aussi bien aux ensembles qu’aux
nombres. Par exemple, on peut identifier deux ensembles X et Y s’il existe une
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bijection entre eux. Lorsque ces ensembles somt munis d une structure additionnelle,
I"identtification requiert 1’existence d’une bijection compatible avec la structure
étudide :
~ pour des espaces topologiques, on impose 1’existence d’en homéomorphisme,
- pour des variéiés différentiables (plus simplement pour des ouverts de R™), Iiden-
tification est la notion de difféomorphisme.

La structure additionnelle modifie profondément les classes d’isomorphismes. Par
exemple,

— on peut montrer que les ensembles R et R? sont en bijection, pour toutn > 1 et
tout p = 1,

— si l’on considere deux ouverts U et V de R” et R respectivement, reliés par un
difféomorphisme f: / — V. alors 'approximation linéaire, df : " — RR¥, est
un isomorphisme lnéaire, donc on a obligatoirement = p.

Avec I'une des structures, on identifie tous les espaces R” entre eux, avec autre
on en identifie aucun. Qu’en est-il pour les espaces topologigques R™ ? Peut-on avoir
R* homéomorphe & RP avec n £ p? Abordons cette question par des exemples
simples :

— pour R et R*, la réponse est non : si ¢: R - R? est une application continue, on
choisit un point quelcongue a € R et on considére 1a restriction ¢, : R\{a} —
R2\{@(a)} de ¢. St ¢ est un homéomorphisme, il en est de méme pour g, ce
qui est impossible car R\ {a} n’est pas connexe alors que R?\{¢(a)} lest.

— pour B? et B? un raisonnement identique ne fonctionne pas car R*\{a} et
R*\{¢{a)} sont tous les deux connexes. On pourrait envisager d’étudier I’image
de R?\ A ol A est une droite mais I'image d’une droite par une application conti-
nue nest généralement pas une droite et on perd la possibilité d’argumenter
comme ci-dessus.

Restons donc avec les espaces privés d’un point. Fixons un point xo € R?\{a} et
un point yo € R*\{@(a)}. Par définition, un lacet d’origine xg est un chemin continu
de source et but le point xy. Considérens un tel lacet entourant le point a. En tirant
sur les extrémités du lacet, il est impossible de ramener toute la boucle sur le point xg
sans passer par le point 4, tout en restant dans le plan R, Par contre, dans R il est
possible de ramener cette boucle en xg tout en évitant le point ¢{a). Dans les chapitres
1 et 3, nous formalisons cette idée et donnons une démonstration précise du fait que
R? n’est pas homéomorphe a R*. Pour cela, nous sommes amenés 2 introduire deux
notions :

— la déformation continue d’applications continues,
— les lacets d’origine un point.
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L’ensemble des lacets, étudiés & déformation continue prés, constitue un groupe
appelé groupe fondamental ou groupe de Poincaré (1895) et noté 7 ({X). Il est le
premier objet d’intérét de ce cours qui s’articule ainsi.

Le Chapitre 1 est essentiellement consacré & la preave que le groupe fondamental
du cercle est égal au groupe additif des entiers, ,(S') = Z. De ce résultat, nous
pouvens déja déduire plusieurs conséquences :

— une preuve courte du théoréme de D’Alembert

— le théoréme de Brouwer : toute application continue du disque de R dans lui-
méme a un point fixe;

— le théoréme de Borsuk-Ulam : pour toute application continue f de la sphere
$2 dans le plan R?, il existe un point x € S° tel que f(x} = f(—x). De fagon
plus imagée : il existe toujours sur la Terre deux potnts antipodaux ayant méme
altitude et méme température ;

— le théoréme de Lusternik-Schnirelmann : si la sphére $? est recouverte par 3
ensembles fermeés, alors 'un d’entre eux contient des points antipodaux ;

~ le théoréme de la dimension : un ouvert de R? n’est jamais homéomorphe 2 un
ouvert de B”, pour # # 2.

Le Chapitre 2 est un chapitre de Topologie Générale. Partant des résultats connus
des années antérieures, nous intreduisons la notion de topologie quotient et d’action
de groupe sur un espace topologique. Le but est d’enrichir notre herbier d’espaces
et d’obtenir les outils nécessaires a leur étude. Dans ce chapitre, est introduite aussi
la notion de surface, définie intuitivement comme un objet & deux dimensions. Nous
présentons leur classification en mentrant que les surfaces orientables compactes et
sans bord sont, & homéomorphisme prés, la sphére $2 letore T, le tore & 2 trous T,
etc. A ce moment du cours, nous ne pouvons pas monirer que deax quelconques de
ces objets ne sont pas homéomorphes. Pour cela, nous avons besoin de savoir calculer
leur groupe fondamental. C’est le théoréme de Seifert et Van Kampen introdwit au
Chapirre 3 qui nous permet de le faire. Ce Chapitre 3 comporte quelques difficultés
d’ordre algébrique, comme la définition d’un groupe par générateurs et relations, mais,
une fois celles-ci levées, nous pouvons déterminer le groupe fondamental des surfaces
et terminer leur classification commencée au chapitre précédent.

Le calcul de 71(S') = Z mené au Chapitre | s est effectué 2 partir des propriétés
de I’application exponentielle de R dans S'. Dans le Chapitre 4, nous synthétisons
ces propriétés pour en tirer la notion de revétement. Un revétement est une application
continue, p: £ — B, telle que tout point de B admet un voisinage V' vérifiant la
proprié¢té suivante : en imaginant ¥ sous la forme d'une assiette, I’tmage réciproque
de V est une pile d"assiettes identiques & V. L'espace B est appelé la base, E I'espace
total et I'ensemble des points de E envoyés par p sur un point x € B donné, la
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fibre au-dessus de x. Une particularité remarquable des revétements est que la pro-
priété topologique d’existence du relevement d’une application est équivalente 4 une
propriété algébrigue :

plus précisément, si on se donne un revétement p et une application continue ¢,

comme ci-dessous
&
/’ l"

Yy —= X,

il existe une application continue & telle que p o @ = ¢ si, et seulement si, on a
@m(¥Y) C pnn()?), ol ¢, et p. sont les applications induites par ¢ et p enire
les groupes fondamentaux. Nous démontrons 1’existence de nombreux exemples de
revétements a partir de ['action d’un groupe & sur un espace topologique E. Une
question naturelle est alors de savoir si tous les revétements s’obtiennent de cette
fagon et, une nouvelle fois, nous avons un probléme topologique dont la réponse est
une caractérisation algébrique, a savoir :

un revétement p: E — X s obtient comme quotient de £ sous "action d’un groupe
si, ef seulement si, p, 71{E) est un sous-groupe distingué de 7;(X). Un tel revétement
est dit galoisien.

Dans un revétement, deux groupes interagissent, le groupe fondamental (B, x),
qui permute les €léments de la fibre au-dessus de x, et le groupe des anfomorphismes
du revétement, qui permute les assiettes dans les piles. Nous étudions en détail ceite
interaction, en distinguant le cas galoisien, d’un abord assez facile, du cas général,
qui fait 1’objet de 1a Section 4.6. Terminons la présentation de ce chapitre clé, en
mentionnant que le groupe fondamental sert également a classifier les revéiements, cf.
Théoreme 4.18, et que la derniere section explicite 1a classification des revétements
dont le groupe fondamental de la base est finiment présenté, avec I’exemple du nceud
de trefle completement détaillé lorsque la pile comporte 3 assiettes.

Aprés ce tour d’horizon du groupe fondamental et de ses implications dans divers
problémes, nous revenons aux applications du caleul de 71(S!) = Z présentées dans
le Chapitre 1. Pour y éliminer les restrictions de dimension, il nous faut utiliser des
structures de dimensions supérieures, cormme les triangles ou les tétragdres. C’est ce
que nous faisons avec I’homologie qui constitue 1a deuxieme partie de ce livre. En fait,
nous avons, non pas un groupe, mais une famille de groupes abéliens, constitués de
sommes formelles de points, de chemins, de triangles dans lesquelles on identifie les
points qui sont les extrémités d’un chemin, les sommes de chemins qui sont le bord
d'un triangle, les sommes de triangles qui sont les faces d'un tétraédre, etc. Ces groupes
se révelent plus faciles 2 déterminer que le groupe fondamental et aussi plus faciles
& utiliser mais, au départ, ils présentent le paradoxe d’étre plus difficiles a introduire
car ils nécessitent la formalisation de ces sommes d’objets géoméiriques. Ce sont
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les complexes de chaines étudiés au Chapitre 5. Nous y développons les techniques
nécessaires, en particulier les suites exactes, 4 la base de la plupart des résultats, et
présentons deux complexes de chaines, le complexe des chaines simpliciales ¢’un
complexe simplicial et celui des chaines singulieres d’un espace topologique. Les
divers complexes étudiés sont définis sur des familles de R-modules, oli R est un
anneau commutatif. La possibilité de changer I’anneau de référence s’avere tes utile
et I’anneau Z y joue un réle central, permetiant de retrouver tous les autres, a travers
le théoréme des coefficients universels, présenté dans la derniére section.

Au Chapitre 6, nous reprenons |'étude de 1’homologie singuliére introduite au
chapitre précédent. Le premier résultat important est le Théoréme d’excision ; avec lui,
on peut calculer I’homologie d’un espace en en “excisant” une partie, ce qui s’ avere
trés efficace, comme le montre le calcul des groupes d’homologie des sphéres, Un
deexieme résultat trés pratique est I’existence d’une suite exacte longue, dite de Mayer-
Vietoris, qui tire profit de [’existence d’un recouvrement par deux ouverts. Ce chapitre
comporte également 1"identification des homologies simpliciale et singuli¢re associées
a un complexe simplicial, et I'introduction d’un nouveau complexe de chaines issu
de la structure cellulaire de certains espaces. Nous montrons également comment une
application “transfert” permet de connecter les homologies de I’espace total et de la
base d’un revétement et Putilisons pour I’homologie, a coefficients dans Z/2Z, des
espaces projectifs réels. Une fois ces prémices mises en place, nous pouvons reprendre
les théoreémes du Chapitre 1 et les étendre i uwne dimension quelcongue. Parmi les
applications non topologiques de ces résultats, mentionnons les liens étroits entre les
équilibres de la théorie des jeux et le théoréme du point fixe de Brouwer ; ce sont les
équilibres de Nash présentés dans la Section 6.7.

A ce stade, nous disposons d’un c¢té du groupe fondamental et de 1'autre d’une
famille de groupes d’homologie mais n’avons pas établi de liens entre eux. Dans le
Chapitre 7, nous montrons que le premier groupe d’homologie est I’abélianisé du
groupe fondamental et nous étendons la construction du groupe fondamental pour
obtenir les groupes d’homotopie d’ordre supérieur, dont les éléments sont les classes
d’homotopie relative d’applications continues potntées de §* dans X. Ces groupes
contiennent de nombreuses informations mais sont en général trés difficiles a calculer.
Dans ce Chapitre 7, nous mettons en place les éiéments de base de la théorie et
leurs interactions, groupes d”homotopie, fibrés localement triviaux, fibrations. Nous
présentons ensuite, sans démonstration, quelques résultats fondamentaux, en renvoyant
pour les preuves vers des ouvrages plus avancés. Nous terminons par deux thémes, Pun
extérieur & la Topologie montre comment la question de 1'existence d’un choix soctal
dawns ane société fait intervenir le type d’homotopie de ’espace des choix possibles.
Le deuxieme ouvre une fenétre sur les espaces de configurations, a la lisiere de la
Topologie et de la Géométrie.
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Ce livre peut €tre utilisé dans sa totalité pour un enseignement annuel de Topologie
algébrique mais il s’adapte trés bien i des enseignements semestriels en offrant plu-
steurs possibilités : un cours classique sur la théorie des revétements, tel qu’il figure
dans la plupart des premieres années de Master, constitué des 4 premiers chapitres
et de leurs exercices, on un cours d’introduction a I’homologie, comprenant les deux
premiers chapitres et les trois derniers. Il peut également étre utilisé pour une présen-
tation équilibrée de I’homologie et de ’hemotopie, & partir des 6 premiers chapitres,
en limitant le Chapitre 4 2 ses premiéres sections,

La bibliographie est exceptionnellement longue car, en plusicurs endroits, dans
le cours hui-méme ou au détour d’un exercice, nous avons abordé un possible déve-
loppement et avons offert au lecteur la possibilité de poursnivre dans cette voie, en
consultant les références recommandées. Il est important de noter que certains articles
du milieu du vingti¢me siecle ont apporté une soluticn non triviale a des problémes
ouverts et sont accessibles aux lecteurs de ce livre. Mentionnons en particulier,

— article de J.E. Connett [12] sur les applications périodigues du cercle, dont nous
avons extrait les Exercices 4.4, 4.5 et 4.6,

— 'article de S. Kakutani [25} dont la preuve est proposée en exercice et qui a
ouvert des développements comme [46],

— le célebre résuliat de J. Nash, [33], et la synthése écrite par D. Gale, [19], avec
I'exemple du jeu de Hex.

Quant aux divers livres figurant dans cette bibliographie, signalons ceux de E.H.
Spanter [43], (un magnifique ouvrage de référence), de C. Godbillon, [20], (pour une
présentation en frangais, avec une preuve du Théoréme de Seifert et Van Kampen
uttlisant la théorie des revétements, ainsi gu'une introduction a la cohomologie des
variétés différentiables), de G.E. Bredon, [9], (avec une présentation trés ouverte vers
la géométrie des variétés) ou de A, Hatcher, [22], dont les chapitres 3 et 4 constituent
une suite attrayante pour le lecteur déstreux de poursuivre son apprentissage de la
Topologie Algébrique. Nous n’avons pas présenté d’aspect historigue des notions
introduites, le livre de J. Dieudonné, [13], y suppléant de fagon exhaustive.
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Chapitre 1

Le groupe de Poincaré

Pour tous les mathématiciens, un carré est différent d’un disque, sauf pour un petit
peuple appelé “Topologues” qui, grice a la notion d’homotopie, ne considérent les
objets qu’a une déformation continue pr&s. Dans ce chapitre, nous introduisens 1"ho-
motopie et le groupe fondamental dans le cadre général des espaces topologiques et en
établissons les propriétés principales. Nous calculons ensuite le groupe fondamental
des sphéres $* pour n > 1 et en déduisons de nombreuses applications concrétes.

Le cceur de ce chapitre est la détermination du groupe fondamental du cercle. Nous
invitons le lecteur 4 en lire la preuve avec attention ; les principaux ingrédients de la
théorie des revétements y sont présents et rous serviront de guide dans le Chapitre 4.

1.1 HOMOTOPIE

Nous supposons le lecteur tamilier avec les notions basiques de topologie générale, cf.
par exemple le livre de Hervé Queffelec [36]. Un bref rappel des notions principales
est aussi présenté dans 1" Appendice A. Pour éviter toute confusion, nous indiquons dés
A présent que dans ce texte un espace compact est un espace topologique, non néces-
sairement séparé, dans lequel tout recouvrement ouvert admet un sous-recouvrement
fini. Cette définition est en effet celle qui est utilisée dans la plupart des ouvrages de
Topologie Algébrique. Rappelons que si X et ¥ sont deux espaces topologiques, la
topologie produit sur X x Y a pour cuverts les réunions d’ouverts du type Oy x Oy,
avec Oy ouvert de X et O, ouvert de Y. Les deux projections py et py de X x ¥
sur X et sur ¥ sont alors des applications continues. [D’autre pait, une application
f:Z — X x Y est continue, si et seulement si, ses composantes px o fetpyo f le
sont. Rappelons aussi le Théoréme de Tychonoff : si X et ¥ sont compacts, I’espace
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produit X x ¥ est un espace compact, cf. [36, Chapitre II. Section V] ou Exercice A, 3.
Ces préliminaires étant faits, nous introduisons maintenant le concept principal de ce
cours.

Définition 1.1 Deux applications continues, f et g, d’un espace X vers un espace
Y, sont homotopes s’il existe une application continue F: X x [0,11 — Y, telle que
F{x,00 = f(x)et F(x,1) = g(x). L'application F est appelée homotopie de f vers
g. Dans la suite, cetie relation d'homotopie est notée f ~gou F. [ ~ g, s'ilva
nécessité d’expliciter "'homotopie de f vers g.

Une homotopie F est donc une déformation continue de I’application f vers I’ap-
plication g. Commengons par un exemple simple.

Exempie : Toute application continue non surjective d’un espace X gquelconque
vers la spheére S* est homotope & une application constante de X vers S*.

Rappelons que la sphére §2 est ’ensemble des points de R? de norme 1. Soit
f: X — 82 une application continue telle que le point v € 2 ne se trouve pas
dans I'image de f. On définit une application continue F: X x [0, 1] — S? par

(I =0fx) — 1ty
el T v L

Le point vy n’étant pas atteint, I"origine de R n’appartient & aucun des segments
d’extrémités f(x) et —vy. L'application F est donc bien définie et continue sur
X > [0, 1]. Elle vérifie F(x,0) = f(x) et F(x, ) = —vp; c’est une homotopie
entre f et I’application constante sur —uy.

Plus généralement, nous imposons a I’homotopie des restrictions sur un sous-espace
A de la source, le cas précédent correspondant & 4 = 2.

Définition 1.2 Deux applications continues f et g, d’un espace X vers un espace
Y, égales sur une partie A C X, sont homotopes relativement & A s’il existe une
homotopie F entre [ er g telle gue Fla,t) = f(a) = g(a), pour tout t € [0, 1] et tout
a € A. Dans la suite, nous notons f = g rel A cette relation.

Proposition 1.3 Considérons deux espaces topologiques, X et Y, une partie A de
X, et une application §: A — Y. L’homotopie relativement & A est une relation
d’équivalence sur I'ensemble des applications continues de X vers Y, coincidant avec
i sur A. L'ensemble quotient est noté [ X, Y] si A = &

Démonstration. Il suffit de vérifier les trois propridtés d’une relation d’équi-
valence.

~ L’homotopie est réflexive, | application définie par F(x.t) = f(x) étant
une homotopie relative de f vers f.
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— L’homotopie est symétrigue. 81 F est une homotopie relative de f vers g,
I’application définie par F'(x,t) = F(x, 1 — t} est une homotopie relative
de g vers f.

— L’homotopie est transitive. Considérons deux homotopies relatives,
F: f~get(G: g~ h,etdéfinissons une application H par

| F(x,2t) st 0<¢1<1/2,
H("‘")‘“{G(x,zt—n s 1/2<r<1.

Le Lemme 1.4 nous assure la continuité de I'application H. Des égali-
tés H(x,0) = F(x,h = f(x), Hx,1) = G(x,1) = h(x), H{a,t} =
Fla,r) = Gla,t) = f(a) = g(a), nous ¢éduisons que H est une homotopie
de f vers k relativement 4 A.

temme 1.4 Considérons deux espaces topologiques, X et Y, F et F' deux fermés
de X, f1 F - Y et f': F' — Y deux applications continues dont les restrictions
a Vintersection F N F' coincident. Alors, Uapplication h, définie sur F U F' par
hx)= f(x)six e F, h(x") = f'(x"Ysix' € F', est continue de F U F' dans Y.

Démonstration. 11 suffit de constater que 1'image réciproque d’un fermé de
Y par l'application A est un fermé de X.

Nous utilisons la relation d’homotopie pour identifier des espaces de la facon
suivante.

Définition 1.5 Deux espaces X et ¥ ont méme type d’homotopie s'il existe deux
applications continues f: X — Yetg: YV — Xtellesque fog ~idy et go f ~ idy.
Cette relation est notée X ~ Y et les applications f et g sont appelées équivalences
d’hornotopie.

Par exemple, deux espaces homéomorphes ont méme type d’homotopie,

Exemple : Les deux sous-espaces suivants du plan R?, X = Slet ¥ = S' U
([1,2] x {O}), ont méme type d’homotopie et ne sont pas homéomorphes.

L

Notons m, le point de coordonnées (1, 0). Il n’existe pas d’homéomorphisme
F:¥Y — Xcar X — { f(my)} estconnexe alors que ¥ — {m;} ne 'est pas.

Pour justifier le fait que ces espaces ont le méme type d’homotopie, considérons
P’injection canonique ¢: X — ¥ et Papplication g: ¥ - X définie par g(x)} =
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xsix € Stetgx)=m six €[1,2] x {0}.Onagor=idyetiog ~idy
par I'homotopie F: Y x [0,1] — Y définie par F(x, ) = xsix € S' et
Fx,)=tx+(1 —tm;six €{1,2] x {0}.

Exemple : Les espaces R\ {0} et S! ont méme type d’homotopie.
Considérons l'inclusion canonique ¢: §' — R>\{0} et Papplication
g: R0} — §!' définie par g(x) = ﬁg Onagoc¢ = ida et
tog = idgn oy par 'homotopie F: (R*\{0}) x [0,1] — R*\{0}
définie par F(x,1) = fx + (1 — :)ﬁﬁ.

Définition 1.6 La boule de dimension n est espace E* = {x € R" | ||x|} < 1}. Son
bord est la sphere de dimensionn — 1, $*7! = {x € R* | ||x}| = 1}. Dans le cas
n = 2, on parle de disque E* et de cercle S'.

Rappelons que la projection stéréographique induit un homéomorphisme entre la
spheére $2 privée d’un point et le plan R?, cf. [36, Chapitre VI, Théoréme IL9].

Définition 1.7 Un espace X est contractile si ["application identité sur X est homotope
& une application constante.

Exemple : Un sous-ensemble convexe, C, de R* est contractile. 1" homotopie
entre I’identité et I’application constante sur le point xo € C est I'application
continue F: C x [0,1] — C définie par F(x.t) = (I — t)xy + ¢x. La boule £
et I'espace R" sont donc contractites pourn > 1.

Définition 1.8

1. Une partie A d’un espace X est un vétracte de X s'il existe une application conti-
nue r: X — Atelle que r o1 = ida, ot t: A — X est Uinjection canonigue.
L’application r est appelde rétraction.

2. Une partie A de X est un rétracte par déformation s'il existe une rétraction r telle
que ¢ o r soit homotope & Iidentité sur X. Dans ce cas, les applications v et v sont
des équivalences d’homotopie.

En particulier, un espace X est contractile si, et seulement si, i existe un point
xo € X tel que {xg} soit un réiracte par déformation de X. Des exemples précédents
et des exercices 1.2 et 1.5, nous déduisons {0} ~ E" ~ R” et R**!\ {0} ~ §" ~
§" % {0, 1]. La notion de groupe fondamental nous permettra de montrer qu’il n’existe
pas ¢’équivalence d’homoiopie enire R” et S!, pour tout n > 1, ainsi qu’entre S! et
S* pour tout n > 1.
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Exemple: Le complémentaire de S' dans 8% a le type d’homotopie de S,
ie., SNS! ~ 8! Ecrivons §7 comme Pensemble des couples de nombres
complexes dont la somme des carrés des modules vaut 1,

§={z.) e Clal*+|2l? =1},

et §' comme le cercle {(z,0) | z € §'}. Le cercle {(0,2)|z € §'} estun
réiracte par déformation de S*\S! grace A Phomotopie H : (S*\S") x [0, 17 —
$3\$! définie par

H{{z1,22),1) = (le’ S 1 “jfﬂ) ‘

1.2 GROUPE FONDAMENTAL

Définition 1.9 Soit X un espace topologique, un chemin de X est une application
continue a: [0, 1] — X. Si xg est un point de X, un lacet de (X, xp) est un chemin o
de X tel gue a(0) = a(l) = xy.

Le groupe fondamentat d’un espace topologique X est consiruit sur un ensemble
quotient de lacets de X, I’idée étant de considérer les lacets a déformations continues

prés.
Définition 1.10 Considérons deux chemins a et B de X rels gue a(0)y = B(0) et
a1} = B(1). Ces chemins sont homotopes & extrémités fixées si ¢ ~ g ret {0, 1}.

La relation @ 2~ B ret {0, 1} est notée a ~ B et appelée homotopie si aucune confu-
sion n’est possible. Elle signifie ’existence d’une application continue F: [0, 1] — X
telle que F(s,0) = als), F(s,1) = B(s), F(0,1) = a(0) = B(0), F(1,#) = a(l) =
B(1), pour tout couple (5,1} € [0, 1]>. C’est une relation d’équivalence d’apres la
Proposition 1.3 ; la classe du chemin « est notée [er].

Nous introduisons deux opérations sur I’ensemble des chemins et étudions leur
comportement par rapport 2 la relation d’homotopie.
Définition 1.11
/. Le chemin inverse d’un chemin a de X est le chemin @ défini par a(s) = a(l — s).
2. Le chemin composé de deux chemins a et B de X, tels gque a(l) = B(0), est le
chemin «.3 défini par

_ a2t si 0<1<1/2,
(-B)t) = { Bt—1) si 1/2<t<1.
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La continuité de 1’application «.8 est une conséguence du Lemme 1.4 ; nous n’ex-
pliciterons plus cette propriété dans Ja suite.

Proposition 1.12  Soit X un espace topologigue.

1. Considérons quatre chemins ay, oq, B; et B de X tels gue a1(0) = a(y,

a(l) = ay(1}) = 5,(0) = B2(0) &1 B, (1) = B2(1).
a) Sion >~ asrel {0, 1}, alors @) ~ @, rel {0, 1}.
b) Siay ~ ay rel {0, 1} er By > B> rel {0, 1}, alors a).B) = a;.5, rel {0, 1}
. S @, @, oy sont trois chemins de X vérifiant ay(1) = ax(0) et a2(1) = as((h),
alors (ay.aq).a3 o a).(aq.a3) rel {0, 1 }.
. 8i x est un point de X, on note ¢, le chemin constant sur x. Soit @ un chemin de
X telgue a( = x et (1) = y. Alors, ona :

a) e~ arel{0, 1} et a ~ a.c, rel {0, 1},
b)aa~c,rel{0,t}eta.a~c,rel{0,1}.

' Démonstration.

1. @) Si F est une homotopie entre o et a3, ["application F définic par
F(s, 1) = F(1 — 5, 1) est une homotopie entre @, ct @:.
b) Notons F I’homotopie de a; vers ay et G I"homotopie de 3, vers 8.
Définissons H: [0, 1] — X par
.| F@2s.0) si 0<5 <1/2,
fs, 1= { GOs—1.1) si 1/2<s<1.
L’application H cst continue car F(1,¢} = a,(1) = 8, = GO, 1).
Elle vérific H(0,t) = F(0,1) = a;(0)), H(1,£) = G(1,t) = B(]),
H{s,0) = (o). B1}Xs)et H(s. 1) = (a2.82)(s). C’est donc une homo-
topie entre les chemins a;.53, et a».B3s.

2. Définissons une homotopie entre les chemins (a.a2).a3 ot @ .(az.az3)

par
4s . t+1
oy st 0<s < —no
t+1 4
. . t+t t+2
F(s, 1) = wr(ds — 1 —~ 1) 51 e < s < 0
“ —2—t+4ds . r+2< <
—— 51 —— )
} 2—¢ g =°=

Les formules utilisées dans 'écriture de F peavent se déduire du dia-
gramme ci-dessous, apres avoir observé que les segments obligues sont
portés par des droites d’équations respectives 1 = 45 — Lot = 45 — 2.
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3. a) L'homotopie entre ¢,.« et « est donnée par

X si 0<s <t/2,
Fis.t)= (23 —t
o

i 1/2<s <1,
2_{) si 1/2<s <

L’homotopie F se visualise comme suit.
H

X 3 [43
1 2

It 15
Le raisonnement est analogue pour la relation a.cy, =~ a.

b) L’homotopie entre ¢, et le composé a.& est donnée par

a(28) si 0<s <1/2,
Fis,t) =« aft) sio1/2<s5<1—(t/2),
a(2-2s) si 1-(/2)<s <1

Cette application vérifie :
— F(5,0) = a(0) = x = c.(s),

Fs.1) = al(2s) si 0<s<1/2
S e D=y el =mes - s 1/2<s <,
- F(O.n=ald)=x,et F(1,1) = a(0) = x.

C’est donc bien }’homotopie cherchée ; elle se visualise par :
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X X 178

Notons #1(X, x¢) 'ensemble des classes d'équivalence de lacets en (X, xq) pour la
relation d’homotopie, i.c.,

TI(X, x0) = {[a] | @: {0, 1] — X, a(0} = a(l) = x}.

Des résultats obtenus dans la Proposition 1,12, nous déduisons que la composition
des chemins induit une structure de groupe sur (X, xg), ol I'inverse est donné par

[o}~! = {a@].

péfinition 1.13  Le groupe 7 (X, xy) est appelé groupe fondamental ou groupe de
Poincaré ou encore premier groupe d’homotopie de Pespace X pointé en xy.

Les deux propositions suivantes précisent I'influence d’un changement du point de
base xy de ’espace X sur le groupe fondamental (X, xy) ainsi que le comportement
d’une application continue ¢: X — Y sur les groupes fondamentaux en X eten Y.
Soit y un chemin de X, d’origine x et d’extrémité y. Définissons un homomorphisme
de groupes, @, : 71(X,x) — m1(X, y), par D, ([]) = [y]~' [al[¥].

Proposition 1.14  Si [l'espace X est connexe par arcs, ["homomorphisme
D, m(X.x) — wUX,y) est un isomorphisme, pour tout couple de poinis
(x,y)e X x X.

Démonstration. Vérifions que @5 est 'inverse de @, : (Py o Py )([a]) =
¥yl a] [y1{¥] = o}, car {¥} = [y]!. On montre de méme que
(@, 0o DB = [BL, si{Bl € mi(Y, y).

Remargue : Dans la preuve précédente, 1’ isomorphisme construit entre les deux
groupes dépend de la classe d’homotopie du chemin y. I n’existe pas de choix
canonique de cette classe, donc cet isomorphisme n’est pas canonigue. Deux
isomorphismes induits par deux classes différentes de chemin soni cependant
conjugués, cf. Exercice 1.10.

Proposition 1.15  Soit ¢: X — Y une application continue. Choisissons un point
Xy € X et notons vy = @(xy) son image. L’application @ induit un homomorphisme

de groupes, (@) = ¢, m(X, x9) — m1(Y, Yo), défini par ¢.([a]) = [p o al].
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Démonstration. Cette proposition est une conséquence des propriétés déja
établies.

— Si ey =~ a; an moyen d'une homotopie H, alors ¢ o H est une homotopie
enire ¢ o @ et ¢ © o,

— Par définition du chemin composé de deux chemins, si @ et 8 sont deux
chemins de X tels que a{1} = B(0) alors p o {«.8) = (p o a).(¢p o B).

Si # est une application homotope & ¢ telle que ¥ixp) = @(xg), alors poa ~ o a
pour tout lacet e de (X, xy), done les applications ¢, et ¢, coincident.

Corollaire 1.16 Considérons deux espaces topologiques X et Y avec points de base,
Xy € X et yy € Y. Les projections canoniques induisent un isomorphisme de groupes

(Px)s X (pyls: m(X X Y, (x0.¥0)) — (X, xg) X 7 (Y, ¥).

Démanstration. L homomorphisme (px), % (py). admet un inverse défini

par [ar] x [B] = [a x B], avec (@ x BY1) = (a(1), B(N)).

Par définition, si ¢: X — Y etd: ¥ — Z sont deux applications continues, les
homomorphismes induits vérifient ¢, o ¢, = (i o ¢).. Le résultat svivant précise
I"homomorphisme induit par une équivalence d’homotopie.

Théoreme 1.17 Si p: X — Y est une équivalence d’homotopie, I"homomorphisme
induit @.: m1(X,x) — m1(Y, e(x)) est un isomorphisme. En conséquence, le groupe
fondamenral d’un espace contractile X, est rrivial, i.e., m(X,x) = {1}.

II existe une différence entre les deux situnations : la notion de groupe fondamental
nécessite davoir fixé un point alors qu’aucun point n’est privilégié dans la définition
d’équivalence d’homotopie. Pour démontrer Ie théoréme précédent, nous devons donc
préciser comment ces deux notions interagissent.

Lemme 1.18 Considérons deux applications homotopes, ¢ et o, de X
vers Y. Pour tour point x € X, il existe un isomorphisme de groupes,
X mi(Y, ¥(x))y — 7 (Y, e(x)), tel gue le diagramme suivant commute :

L

mi(X, x) m (¥, o(x))
i
Y, p(x)).

Démonstration. Soit F: X x [0, 1T — ¥ une homotopie de ¢ vers ¢ et soit
x € X. Lapplication s — ¥(s5) = F(x,s) étant un chemin d’origine #(x)
et d’extrémité ¢(x), nous définissons y = P, 7(Y, ¥(x)) — 7 (¥, ¢(x))
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par x([«]} = [¥]~! [«] [v]. La Proposition 1.14 nous assure que y est un
isomorphisme de groupes. Il nous faut maintenant éiablir la commutativité
du diagramme de 1’énonce.

Soit B un lacet de X d’origine x, nous allons montrer que les chemins
¥.(roB). v et oS sont homotopes. Pour cela, nous considérons Iapplication
®: [0,1]* — X définie par D(s,1) = F(B(s), 1 — ). Elle vérifie :

— ®(s,0) = F(B(s), 1) = (@ 0 B)(s).
- @5, 1) = F(B(s),0) = (¢ o B)(s),
- PO, =D, =Flx,1 - =y —1) =70

Visualisons ces égalités en indiquant sur la figure ci-aprés les valeurs prises
par @ sur le bord du carré.

pop

poff

Nous composons @ avec 'application du carré [0, 1]*> dans lui-méme
envoyant les segments horizontaux sur des chemins comme celfui représenté
ci-dessous.

A ¥

Ce composé est une homotopie a extrémités fixées entre g o 8 et ¥.(¢ro 3).y.

Dans ce lemme, si ¢ ~ ¢ rel {x}, le chemin vy choisi est constant d’olt y = id et

P = ‘;’*

Démonstration du Théoréme 1.17. St ¢ est une équivalence d"homotopie,
d’'inverse homotopique i, il suffit d"appliquer ce qui précéde aux deux
applications homotopes frog et idy pour en déduire I'égalité yo(iop), = id.
L’applicaiion y €tani un isomorphisme, il en est de méme pour (¢ o @), =
i, © ©.. En conséquence, ¢, est surjective et ¢,. est injective. Avec le méme
argument appliqué a ¢ o i, nous obtenons que @, est un isomorphisme.
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Proposition 1.19 S/ A est un rétracte de X et a € A, le groupe w{A,q) s'injecte
dans m (X, a).

Démonstration. Notons r une rétraction de Finclusiont: 4 — X. Derow =
id4, on déduit r, o ¢, = id et le résuliat énoncé.

Lorsque X est connexe par arcs, nous écrivons 7 (X) au lieu de 7(X, xg), les
groupes correspondants & des points différents étant isomorphes. Cette simplification
de notation sera largement utilisée dans la suite de ce livre.

Définition 1.20 Un espace X est simplement connexe s'il est connexe par arcs et si

m(X)= {1}

Un espace contractile étant du type d’homotopie d’un point, tout espace contractile
est simplement connexe. En particulier, 7 (R"} = o (E") = ar(x) = {1}, pour tout
n > 1. Nous verrons ultérieurement qu’il existe des espaces simplement connexes non
contractiles.

1.3 GROUPE FONDAMENTAL DU CERCLE

Le but de cette section est la démonstration du théoréme suivant.
Théoréme 1.21 Le groupe fondamental du cercle est le groupe additif des entiers,
m(Sh =Z.

Ce résultat implique que le cercle n’est pas contractile et n’a donc pas méme type
d’homotopie que le plan R? ou le disque £%. La preuve de ce théoréme est basée sur
une étude approfondie de I’application exponentielle,

exp: R — S, définie par exp(t) = ¢*™.

Nous considérons §! comme le cercle unité du plan R?, identifié & C, et choisissons
deux points m; = (1,0) et m, = (—1,0) de §'. Nous recouvrons S’ par deux ouverts
Ui = S"{m} et Uy = §1\{m,}. Par définition de I’exponentielle, nous constatons

1 |
-1 _ —1 _
exp” (Uy) = U In — La[ etexp (Uh) = U Jn - E,n+ 5[
nEZ neEg
Observons que les restrictions exp: Jn—1,n[— Ujetexp: In—(1/2), n+(1/2)[— U
sont des homéomorphismes pour tout n.

Un autre ingrédient important de la preuve du Théoréme 1.21 est le nombre de
Lebesgue d’un recouvrement, que nous énongons ici et dont la justification est présen-
tée a la fin de cette section.
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Proposition 1.22 {Nombre de Lebesgue d’un recouvrement.) Si(FE,d)est un espace
métrique compact muni d'un recouvrement ouvert (O;);cy, I exisie un nombre réel
strictement positif €, tel que toute boule ouverte de rayon g, B(x, £), est conteniite dans
un des ouverts O; du recouvrement.

La preuve du Théoréme 1.21 est déclinée suivant plusieurs lermmes.

Lemame 1.23  Pour toute application continue y: {a,b] — S' telle que y(a) = y(b) =
my et tout k € R tel que exp(k) = m, il existe une unique application continue
¥:la,b] — Rrelleque expo y = v et ¥(a) =k,

e

[a,b] -—— g1

Une telle application ¥ est appelée relévement de .

Démonstration. Notons & le nombre de Lebesgue du recouvre-
ment ('y'“'(Ul), y“(Ug)) de lintervalle [a,b}, cf. Proposition 1.22,
Nous décomposons [a,b] en intervalles d’extrémités les points
a = x5 <X} < ...<x,=btels que la longueur de chaque intervalle
[x:, x;+1] soit strictement inféricure & £. En conséquence, chacune des
images, ¥{[x;, X;+1}), est incluse soit dans U/ soit dans /5.

Supposons avoir construit une application continue ¥: [a,x:—;] — R qui
reléve -y sur cet intervalle. Comme nous 1’avons remarqué, I'timage de |’in-
tervalle [x;_(, x¢] est incluse soit dans U;, soit dans U, ; supposons-ta dans
/. Nous considérons le diagramme commutatif suivant :

{31} ———exp~ ' (U2)

le""

U,

[xe—1,xi]

La valeur ¥(x;_1) appartient 2 un unique intervalle Jny — (1/2), ¢ + (1/2)[
de exp~!(U3). Nous pouvons donc réécrire le diagramme précédent en :

[t} et Yy — (1/2), e + (12

zlexp

[xe—1sx4] — .
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L application exp: Jng — (1/2), ni+(1/2){— U, étant un homéomorphisme,
nous pouvons étendre ¥ de {x;_} A [xk_1,x;] par exp~! o y. L'existence
de ¥ est donc établie par induction.

Un raisonnement analogue est utilisé pour son unicité. Supposons avoir
construit deux relévements ¥ et 3’ de y sur [a, ], qui coincident sur Fin-
tervalle [a, x;_;]. Du diagramme ci-dessus, nous déduisons I’égalité des
restrictions de ¥ et 9" a I'intervalle [x;_ 1, x;]. Une induction entraine V'éga-
lité de ¥ et ¥’ sur [a, b] tout entier.

Avec les notations de la preuve précédente, de exp(y¥(h)) = exp(¥(a)) = m;, nous
déduisons que ¥(b} — ¥(a) est un entier relatif. Par unicité du relévement, cet entier
ne dépend pas du choix de y(a), ce qui justifie la définition suivante.

Définition 1.24 Siy: [a,b] — S! est une application continue telle que y(a) = y(b)
et st v [a,b] — R est un reléevement de v, le nombre entier ¥(b) — ¥(a) est appelé le
degré de y et est noté deg y.

Lemme 1.25 Si f: [a, b]x[0, 1] — S! est une application continue et si k € R est tel
que explk) = fla,0), il existe une unique application continue f a, bl x[0,1] - R
telle que expo f = f et f(a,0) = k.

En conséquence, deux lacets y, v’ [0,1] — § 1 centrés en (1,0), sont homotopes
relativement & {0, 1} si, et seulement si, ils ont méme degré, degy = degy’.

Démonstration. En utilisant le nombre de Lebesque du reconvremeni
(f =NV, £~ (U) de [a,b] x {0, 1], nous décomposons le rectangle
fa, b] % [0, 1], en N? rectangles J1, J,, ..., Jy2, ayani des cOtés de longueur
(b —a)/N et 1/N, et tels que f(J;) est inclus, soit dans U, soit dans Us,
pour tout i. Nous ordonnons ces rectangles de sorte que 1’on parcourt
d’abord 1a rangée du bas saivant les valeurs croissantes de I’abscisse, puis
la deuxieme rangée avec le méme ordre, et ainsi de suite jusqu’a la rangée
supérieure. Supposons avoir construit le relévement £ de f sur I'ensemble

Vicr = ({a} x [0, 1D U (U] 7)),

visualisé ci-dessous par le diagramme en traits pleins.

Jo

||
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Nous reprenons I'argument du Lemme 1.23 & partir du diagramme

J M Ve —'——J—'—'—*"- exp“l(Ug)

l exp

Us,

Ji

Les carrés J; ont été ordonnés de sorte que I'intersection J, M V,_, soit
conmexe ; I'ensemble f(J, N V,_1) est donc inclus dans un seul intervalle
Ine — (1/2), ny + (1/2)[, 4’ ol le diagramme

T Vet — oy — (12, e+ (1/2)]

glexp

Jk UZ-

Nous définissons f sur Jy par f];k = exp~' o f. La construction de f sur

[a. b} x [0, 1} s’ ensutt par induction. La preuve de son unicité est similaire,

Donnons-nous maintenant deux chemins v: [0, 1] — St ¥ 10,11 — St
tels que ¥(0) = y(0) = ¥(1) = ¥'(1) = (1,0). Notons ¥ et ¥’ les relevés
respectifs tels que #(0) = $'(0) = 0.

¢ Supposons ces deux chemins homotopes par une homotopie # : [0, 1]2

S 2 extrémités fixées. Notons H : {0, 11?2 — R le relevé de H tel que H =
exp o Het H(0,0) = 0. Remarguons que H({]} x [0, 1]) est inclus dans
Z, donc, par connexité de {1} x [0, 1], "application H(1, —) est constante
sur [0, 1]. Nous en déduisons #(1) = H({1,0) = H(1,1) = ¥ (etdegy =
deg %/, par définition du degré.

» Réciproguement, nous supposons deg y = deg 9'. Les relevés ¥ et 4 sont
donc deux chemins de R ayant mémes extrémités. L’espace R étant contrac-
tile, il existe une homotopie H: [0, 1}> — R & extrémités fixées entre ces
deux relevés, cf. Exercice 1.7. L'application composée, exp ¢ H: [0, 1P -
S, est une homotopie A extrémités fixées entre v et y'.

Nous notons deg: 7(S',(1,0)) — Z I'application qui associe a une classe de
chemins [] I’entier relatif deg . Remarquons que si ¥ est le relévement de y vérifiant
¥(0) = 0, le degré de vy est égal & §(1). Le Théoréme 1.21 est une conséquence du
résultat suivant,

Théoréme 1.26 L'application deg: 7(5,(1,0)) — Z est un isomorphisme de
groupes.
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Démonstration. 1 application deg a un sens et elle est injective grice au
Lemme 1.25.

Sin € Z,le chemin vy,, défini par y,(1) = ¢¥™ a pour relévement
I’application ¥: [0,1] — R, r ~— nt. Le chemin vy, a donc¢ pour degré & et
I’application deg: 7(S',(1,0)) — Z est surjective.

Il nous reste & vérifier que 1’on a un homomorphisme de groupes. Pour
cela, constdérons deux lacets v et ¥' de S', centrés en (1,0). Notons ¥ et
¥’ les relevements respectifs tels que ¥(0) = $'(0) = 0. Définissons une
application ®: {0, 1] — R par

¥(21) st 0<r<1/2,
Py=1< | , /
¥(2t —1)+degy st 1/2<t <1

11 est facile de vérifier que 1’application P est un relévement du chemin y.y',
valant O ent = 0. Sa valeurent = 1 est ¥'(1) + degy = degy’ + degy.
Nous avons ainsi démontré 1’égalité

deg(y.v) = degy +degvy’.

Soit ¥ un lacet de §!, d’inverse 7. A partir de v.7 = *, le Théoréme 1.26 impligue
deg y+deg ¥y = 0.

Remargue : Un raisonnement analogue a celui du Lemme 1.25 montre que si
f:10,11" — S est une application continue telle que f(0,...,0) = (1.0)
et si k € Z est un entier relatit fixé, il existe une unique application continue
f: [0,1]" — Rtelle que expo f= fet f({), ...,y = k. Une telle application
f est appelée relévement de f. (Le cas général est traité dans le Théoréme 4.10.)

Terminons cette section avec la démonstration de D'existence du nombre de
Lebesgue associé & un recouvrement.

Démanstration de la Proposition 1.22. Effectuons un raisonnement par
I’absurde, en supposant vraie la propriété suivante : “Pour tout entier positif
n. il existe un point @, € E tel que la boule ouverte B(a,, 1/n) ne soit
contenue dans aucun ouvert du recouvrement.”

L'espace E étant compact, la suite (a,) admet une valeur d’adhérence a.
Il existe donc un ouvert Oy et un nombre o > 0 tel que B(a,a) C Oy,
D’ autre part, le point ¢ étant valeur d’adhérence, il existe un entier positif p

tel que — < hid etap € Bla, a).
p 2

De ces propriétés, nous déduisons B (a,,1/p) C B(a,a) C O, ce qui
contredit I’hypothése de départ.
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1.4 APPLICATIONS DE #4(5") = Z
1.4.1 Théoréme de d’Alembhert

En utilisant la paramétrisation du cercle en ¢*™ avec ¢ € [0, 1], nous constatons que
la donnée d’une application continue f: [0, 1] — X vérifiant f(0) = f(1) équivaut
i celle d’une application continue f: S' — X. Nous pouvons donc parler du degré
d’une application de §! dans §'.

Théoréme 1.27 Tour polynome a coefficients complexes, de degré supérieur ou égal
a 1, admet une racine complexe.

Démonstration. Posons p(z) = z° +ae_ 12" '+ -+ ez +ap avec k > 1.
Si le polynéme p n’a pas de racines sur le cercle S!, nous considérons le
lacet p: S' — S!, défini par

p(2) =

Distinguons deux cas.

1. §i le polyndme p n'a pas de racines dans le disque unité ouvert, alors

le lacet p est de degré (2 En effet, I'application F: S' x {0,1] — S§%,
ptz)

| pe2))

définie par F(z,1) = , est une homotopie entre p et "application

constante sur — .
flao|
2. 8ile polynéme p n’a pas de racines a l'extérieur du disque unité fermé,
alors le lacet p est de degré k. En effet, I’application G : S! x[0,1] — §!,

*p (%)
z

ekp (4) 1

tion z +— z* de degré k.

définie par G(z,1) = est une homotopie entre p et |’applica-

Le degré d’un lacet étant défini de fagon unique, le polynéme p doit avoir
une racine dans €.

1.4.2 Théoréme de Brouwer
Rappelons que le disque unité fermé du plan est noté E? ; son bord est le cercle §' .

Théoréme 1.28 Toute application continue de E* dans E* admet un point fixe.

Démonstration. La preuve s’effectue par I'absurde. Soit f: E* — E? une
application continue telle que f(x) # x, pour tout x € E*. La droite passant
par les points x et f(x) est donc parfaitement définie et nous considérons la
demi-droite ouverte, d’origine f(x) dirigée vers x. L’intersection de cette
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demi-droite avec le cercle unité S! est notée r(x). Cette association définit
une application continue r : E2 — S dont la restriction 2 S! est I’application
identité. En conséquence, le cercle S' est un rétracte du disque E* et nous
avons (cf. Proposition 1.19) une injection de 7(§') = Z dans 7 (E?) =
{1}, ce qui est absurde.

1.4.3 Théoréme de Borsuk-Ulam

Rappelons que la sphere $? est le sous-ensemble de &> formé des points de norme 1.

Théoréme 1.29 Pour toute application continue f: §* — R?, il existe un point
x € §*tel que f(x)= f(—x)

Une conséquence imagée de ce résultat est que, sur le globe terrestre, il existe
toujours deux points antipodaux ayant méme altitude et méme température. Avant de
le démontrer, nous établissons trois résultats préliminaires d’intérét propre.

Lemme 1.30 Soit f: S" — X une application continue. St f admet une extension
continue au disque unité fermé, f: E™' — X, alors f est homotope i une application
constante. En particulier, 5si X = §' et n = 1, le degré de f vaut 0.

Démonstration. Définissons une application continue F: $* x [0,1] —
E™! par F(z,£) = tz. L’application composée f o F: 8 x[0,1] - X
vérifie (f o F)z,0) = f(0) et (f o F)z,1) = f(z) = f(2). Ainsi f est
homotope a I’application constante sur £(0).

Lemme 1.31 Soit f: S' — S une application continue vérifiant f(z) = — f(-2)
pour tout 7 € S'. Alors, f est de degré impair.

Démonstration. L’application f peut aussi s’exprimer comme une applica-
tion £: {0, 1] — §' telle que f(z+(1/2)) = — F(¢). Notons f un relévement
de f.Légalité £(1/2) = — f(0) implique que la différence f'(l/2) — f(0)
correspond a un nombre de tours complets du cercle plus un demi-tour,
¢’est-a-dire : f'(]/?.) — f(O) = n + (1/2), pour un certain n € Z. Nous
construisons maintenant un autre relévement ¢ de f par:

A(I):{ [, ) ) si 1< 1/2,
F/D+ @ — /) — f(O), si t>1/2.

T s’ensuit deg £ = §(1) — 2(0) = 2(f(1/2) — f(O) =2n + 1.

Lemme 1.32 [l n’existe pas d’application continue f: 7 — S vérifiant f(—z) =
— £(2) pour tout 7 € §7.
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Démonstration. Nous effectuons un raisonnement par I’absurde en sup-
posant qu'une telle application f existe. Nous construisons alors un che-
min y: ' — S! par y(x,y) = f(x,y,0). Ce chemin s’étend en une
application continue %: £ — $! par ¥(x,v) = f(x,y,1/1 — x2 - y2).
D’apres le Lemme 1.30, le chemin y est de degré 0. D’autre part, V'égalité
f(—2) = — f(z) implique que vy est de degré impair d’apres le Lemme 1.31.
Nous avons obtenu une contradiction.

Démontration du Théoréme 1.29. Nous effectuons un raisonnement par
I'absurde. §°il n’existe pas de point x € $? tel que f(x) = f(—x), nous
pouvons définir une application continue g $? — §! par

ey = SO = F=D
1fx) = f(=0)]

Une telle application contredit Ie Lemme 1.32.

1.4.4 Théoréme de Lusternik et Schnirelmann

Théoréme 1.33 Si lu sphére S? est recouverte par trois fermés, A, B, C, alors 'un

d’entre eux contient deux points antipodaux.

Démonstration. Si F est un fermé d’un espace topologique X et x € X,
notons d{x, F) la borne inférieure des nombres d(x, y) lorsque y parcourt
F. Nous définissons une application continue g: $? — R> par g(x) =
(d(x,A),d(x, BY)).

D’aprés le théoréme de Borsuk-Ulam, il existe un point xy € S5 tel que
glxg) = g(-xp), Le., d(xp, A) = d(—xp, A) et d(xo, B} = d(—xp, B).
Remarquons que xy € A si, et seulement si, d{xp, A) = d(—xq,A) = 0,
donc si, et seulement si, —xp € A. On montre de méme que xp € B si, et
seulement si, —xp € B. Maintenant, si xo ¢ AU B, alors —xg ¢ AU B,
d’ol xg € C si, et seulement si, —xp € C.

1.4.5 Théoréme d’invariance de la dimension

Théoréme 1.34 Sin # 2, un ouvert U de R? ne peut étre homéomorphe & un ouvert
Vde R".

Démonstration. Supposons k. = 1. Nous retrouvons le raisonnement de
I'introduction. Soit x un point de U et I une boule ouverte centrée en x € D.
Un homéomorphisime ¢: I/ — V avec ¥V C R induit un homéomorphisme
entre D\{x} et @(D)\{@(x)}, ce qui est impossible car D\ {x} est connexe
et o DY\ {e(x)} ne Uest pas.
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Supposens # > 3, Nous choisissons un point y € V et un nombre r > 0 tel
que la boule fermée B(y, r) soit incluse dans V. En particularisant certaines
coordonnées, nous avons une boule E* < R? incluse dans B(y.r); notons
52 le bord de cette boule. S’il existe un homéomorphisme entre V et {7, il
induit une application injective continue de $? dans R?, ce qui contredit le
théoréme de Borsuk-Ulam.

1.4.6 Généralisation

L’étude ayant été menée dans le plan a partir de la détermination du groupe fonda-
maental du cercle, nous ne pouvons espérer des résultats en dimension quelconque. Les
théorémes cités se généralisent en plus grande dimension mais leur démonstration
nécessite I’introduction de nouvelles notions notamment celle des groupes d’homolo-
gie d’un espace X, ce qui sera réalisé au Chapitre 6.

— La sphére $*~! n’est pas un rétracte de la boule £*. Il s’ensuit un Théoréme de
Brouwer pour les applications continues de E™ dans E”, cf. Théoréme 6.43.

- Pour toute application continue f: S* — R”, il existe un point x; € S™ tel que
Fxo) = f(—xu). Cestle Théoréme de Borsuk-Ulam, cf. Corollaire 6.41.

- Si la sphere $" est recouverte par (n + 1) fermés alors I’'un d’entre eux contient
deux points antipodaux. C’est le Théoréme de Lusternik-Schnirelmann, cf. Théo-
reme 6.42.

- Sim # n, un ouvert U de R™ ne peut étre homéomorphe A un ouvert V de R”.
C’est le Théoréme d'invariance de Ia dimension, cf. Théoréme 6.27.

1.5 GROUPE FONDAMENTAL DES SPHERES S” POUR n > 2

La détermination du groupe fondamental du cercle nous a permis de montrer que S’
n’a pas le méme type d’homotopie que R”. Pour distinguer S' des sphéres $”, nous
calculons le groupe fondamental de 87 pour n > 1 & I’aide d’un cas particulter du
Théoréme de Seifert et Van Kampen qui fait I’objet du Chapite 3.

Proposition 1.35 {Petit théoréme de Seifert et Van Kampen) 7Tout espace topolo-
gigue connexe par arcs, X, réunion de deux ouverts simplement connexes, Uy et U,
d’intersection Uy M Us connexe par arcs, est simplement connexe.

Démonstration. Choisissons xp € Uy N s etsoit a: [0, 1] — X un lacet
en xg. Nous recouvrons [0, 1] par (o~ (U}, @~ 1(T)) et notons e le nombre
de Lebesgue de ce recouvrement. Nous obtenons donc une suite finie =
fo <ty < ... < g = 1telle que, pour tout j, 'image a({z;, t;.1]) estincluse
soit dans U, soit dans U,. Quitte & supprimer certains 7;, nous pouvons
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supposer que, st a([#;,7;.1]) est inclus dans un des ouverts, {1 ou Us, alors
a([tj41,142]) est inclus dans I'autre.

Remarquons a{t;) € U; N U et choisissons un chemin 8; de source xg, de
but a(¢;}, ayant son support dans U, N U3, ce qui est possible car Uy N U
est connexe par arcs. En particulier, 8y et B¢ sont le chemin constant en xy.
Nous posons a; = Bj.cr”,j‘,j“]ﬁ;l et & = ap . .. o, Par construction, les
lacets « et & sont homotopes i extrémités fixées.

D’autre part, chaque a; est un lacet en xq dont le support est entiérement
inclus soit dans Uy, soit dans Uz, L'ouvert U; étant simplement connexe,
pour i = 1, 2, chaque lacet «; est homotope dans X au lacet constant
sur xg. Il s”ensuit que « est homotope & ce lacet constant et que le groupe
fondamental de X est trivial.

Théoréme 1.36 La sphére §" est simplement connexe pourn > 2.

Démonstration. Soit " la sphére unité de R™1, Notons U, (resp. U2} Pou-
vert de §” constitué des points (xy, x2, ..., X,1) de 8" tels que x4 > —1/2
(resp. x,+1 < 1/2). Chacun de ces ouverts est contractile. Par exemple,
I"ouvert U/; se rétracte par déformation sur le pdle Nord de $", caractérisé
par x,., = 1, de la facon suivante. On définit G: Uy x [0,1] — R+t par
G(xy, . - Xn 1, 1Y = (X, X7, oo o Xy, PX0e (1 — 1)), On vérifie facilement
que G ne s’annule pas sur Uy x [0, 1], ce qui peg:(let de définir I’glomotopie
] o X1yowo s Xpalyt

F:Up x[0,1] — 8" par Fxy, ..., %n41.7) GG el
L’intersection {/; N U, est homéomorphe au produit §7=1%70, 1[; elle est
donc connexe par arcs. Nous sommes dans les conditions d’application de
la Proposition 1.35 et 71, (S") = {1}, pour n > 2.

Dans le cas n = 1, on peut introduire les ouverts I/ et U comme ci-dessus mais
P'intersection I} N U/, n’étant pas un ouvert connexe, le Théoréme 1.33 ne s’applique
pas.

1.6 EXPRESSIONS ANALYTIQUES DU DEGRE D'UN LACET

Dans cette section, nous exprimons le degré d’un lacet de classe C! a 1'aide d’une
intégrale curviligne et comme la somme d’une série. Rappelons d’abord que, par
définition, une application &: A — R”, définie sur un fermé A de R? est de classe
C1 §’il existe une extension de classe C!, de & 4 un ouvert de R? contenant A. Nous
utiliserons le résultat suivant.
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Proposition 1.37 Tout lacet continy a: S' — S! est homotope & un lacet de classe
C™>®. Si « et B sont deux lacets de classe C!, homotopes, on peut choisir I'homotopie
F: 8! % [0,1] — S! de classe C!.

La preuve de ce résultat utilise des approximations de classe C°° d’applications
continues et nécessite des développements qui nous éloignent du theme principal de
cet ouvrage. Nous renvoyons donc le lecteur 4 {9, Corollary 11.9, Page 97} ou a [20,
Corollaire 4.11, Page 67} pour une justification de cet énoncé. Précisons qu’un tel
résultat reste vrai en remplagant §' par une variété compacte.

Notons o la forme différentielle définie sur le plan R? privé de 1’ origine (0, 0) par

xdy — vdx
o= —F— .
x2 4 y2

Théoréme 1.38 Si a : [0,1} — S! est un lacet de classe C', le nombre 1(a), défini

par !
Ha) = — ,
(o) 7 /; ©,

1. 8§i B:[0,1] — S! est un lacet de classe C' homotope & a, alors [{e) = I(f3).
2. Ha) =dega.

vérifie les propriétés suivantes.

Démonstration. Soit F une homotopie de classe C! entre « et 8. On note
comme d’habitude F*w I'image inverse de @ sur le carré [0, 1]°. Cest une
forme différentielle fermée et le théortme de Green-Riemann implique

/ F*w:f F*dw)=0.
J oo, 112 1,1

D’ autre part, sur deux faces du bord, F est I’application constante, et donc
F*w est nulle sur ces faces. Sur les deux autres faces, £ w est respective-
ment égale &4 a*wet i B w, d’ou 'égalité :

0=/ F*w:/ oo — Bo=Ia)-I{#).
a0, 1? [0,1] (0,11

Pour montrer que I est le degré, il suffit maintenant de le vérifier sur les
courbes a,, (1) = (cos 2arnt, sin 27rnt) qui engendrent le groupe fondamental
du cercle. Dans ce cas, on a :

1 1 /!
I(Cfn)=%] xdy—ydeE/(; 2andt = n = dega,.
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Le degré peut aussi s’exprimer en terme d’intégrale complexe.
Corollaire 1.39 Si & : {0, 1] — S! est un lacet de classe C!, on a

1 dz
ds =— | —.
e 2@i f, 2

Démonstration. Enposantz = x+iy,ona:

dz

= = d(In(x* + y*) +3m
<

x2+yr

ce qui implique

1 dz 1 xdy — vdx
2ai f, 2 2w [, x2+y?

Nous décrivons maintenant le degré d’un lacet ae: S' — ', de classe C!, comme
la somme d’une série obtenue i partir des coefficients de Fourier de «. Remarquons
d’abord que la donnée d’une fonction f: S — C équivaut i celle d’une fonction 277-
périodique, ¢: R — C, 1a correspondance entre les deux étant I’égalité ¢(f) = f (€.
Dans la suite de ce paragraphe, nous identifions ces deux fonctions et notons f(¢) a
la place de f (e'"), comme il est d’usage dans ce contexte. Pour les résuitats sur les
séries de Fourier utilisés ci-aprés, nous renvoyons le lecteur au livre de W. Rudin [38,
Chapitre 4].

Rappelons que toute fonction continue f: S' — C est la somme de sa série de
Fourier |

FOy =7 enf)e", avec c(f) = 5 - / fne™ dr.
nek TS
Si on se donne deux fonctions continues f, g: §' — C, un résultat important de la
théorie est le théoréme de Parseval qui s’exprime par I"égalité

e 1 L I
cnlf)en®) = — / FYRE dr.
; 2w J_

Rappelons aussi que si f: §' —+ C est de classe C', la série de Fourier de la fonction
dérivée f’ est obtenue en dérivant terme 4 terme la série de Fourier de f,

fliny= Z incu(fle™, autrement dit, c,( f') = in co(f).

nek

Dans {10}, H. Brézis montre que le degré d’une application de classe C!, a: S —
S!, s’obtient A partir de ses coefficients de Fourier de la fagon suivante.
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Théoréme 1.40 Sia: §' — ' estde classe C', alorsdega = Y, n[le{a)|.
Démonstration. Le Corollaire 1.39 s’écrit ici

| T al (D) 1 T S
d = — —dt = — ! )
ega i | et t i /.ﬂa (tyalt)dt

Appliquons A cette derniére expression le théoreme de Parseval rappelé
ci-dessus pour obtenir,

deger = 37 D 5 |

i
=y neF

Signalons que cette formule ne s’étend pas aux lacets confinus, comme 1’ont montré
J. Bourgain et G. Kozma, cf. [7].
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EXERCICES

Exercice 1.1 Considérons deux applications, f, et f5, de X vers ¥ et deux appli-
cations, g, et g1, de ¥ vers Z.

1) Si fi = f2, montrer gy 0 fi = g1 0 fa.
2) Si fi =~ fret gy = g2, montrer gy o fj ~ g2 0 fo.

Exercice 1.2  Montrer que les espaces suivants ont méme type ¢’ homotopie *
1) R**'\ {0} et la sphére 5",

2) le cercle S' et une couronne {x € E?|||x]| > u}, avec u €]0, 1,

3) un espace X et le produit X x {0, 1],

4) Uespace R**! privé de deux points et la réunion de deux sphéres S* tangentes en
un point.

Exercice 1.3  Considérons deux espaces X et ¥ ayant le méme type d’homotopie.
Montrer que si X est connexe par arcs il en est de méme pour Y.

Exercice 1.4 Notons ¢: A — X I’inclusion d’une partie A d’un espace topolo-
gique séparé X. Monirer que si une rétraction r: X — A existe alors A est fermé
dans X.

Exercice 1.5 Démontrer les propriétés suivantes :
1) le disque E? se rétracte par déformation sur son centre ;

2) tout sous-espace étoilé de R” est contractile. (Rappelons que C est étoilé s’il existe
un point xy € C tel que le segment [xg, x] soit inclus dans C pour tout x € C.)

Exercice 1.6  Notons S' v S}, ,, I'espace défini par

S'vsha ={t e R | xf+yf =1} J{to, ) e R [ — 27 +3] =1}
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1) Montrer que Sty S(lm) se rétracte sur le cercle unité S' de centre (0, 0). (Nous
verrons ultérieurement qu’il ne s agit pas d’un rétracte par déformation.)

2)Onpose X = S'v S(lz,o)\ {(—=1,0), (3,0 }. Montrer que {(1,0)} est un rétracte par
déformation de X.

Exercice 1.7 Monirer les propriétés suivanies.
1) Un espace X est contractile si, et seulement si, il a le type d’homotopie d’un point.

2) Si f et g sont deux applications continues d’un espace ¥ vers un espace contractile
X, alors f est homotope 4 g.

3) Soit E™*! 1a boule unité de R**! de bord la sphére unité S*. Fixons un point xg de
§7? et considérons une application continue f: $" — X. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes ;

a) f est homotope & une application constante ;

b} il existe une application continue g: E**! — X dont la restriction 3 §” est égale
af,

€) f est homotope a |’application constante sur xp, relativement a {xp} ; (On prendra

garde au fait qu’il existe des espaces contractiles pour lesquels I”application identité
n’est pas homotope & une application constante sur un point xo, relativement & {xy}.)

Exercice 1.8  Donner un exemple d’application injective (resp. surjective),
f: X — ¥, v’induisant pas un homomorphisme injectif (resp. surjectif) entre les
groupes fondamentaux.

Exercice 1.9  Un groupe topologique est un groupe, G, muni d'une topologie
pour laquelle les applications G x G — G, (x,¥) — xy, et G — G, x — x~ !,
sont continues. Montrer que le groupe fondamental (G, ) d’un groupe topelogique
G est toujours abélien. (On pourra utiliser la multiplication de deux chemins « et 8

définie parla loi de G, i.c., (aeB)(1) = a(t)B(r).)

Exercice 1.10  Soit X un espace topologique connexe par arcs et x, y deux
points de X. Considérons deux chemins de X, ¥4, v, de source x, de but y et les
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isomorphismes @, , ®,,: 7 (X,x) — (X, y) définis dans la Proposition 1.14.
Montrer que ¢, = &, si, et seulement si, la classe [y,.77] commute avec tous
les éléments de 7 (X, x). En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que
I'1somorphisme @, : 7(X, x) — (X, y) ne dépende pas du choix du chemin v.

Exercice 1.11  Enoncer et démontrer un Théoréme de Borsuk-Ulam pour une
application continue g: S' — R.

Exercice 1.12 Notons E° le disque unité fermé de R?, de bord le cercle S'. Soit
h: E? — R? une application continue telle que A(—z) = —h(z) pour tout z < S'.
Montrer qu’il existe un point (x, y) € E? tel que h{x, y) = (0, ).

Exercice 1.13  Soit Gl(n,R) le groupe des matrices réelles n x n inversibles
et O(n} le groupe orthogonal. Notons g: Gl{#,R) — O(xn) le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt. Montrer que g est une application continue et définit
une équivalence d’homotopie. Déterminer les composantes connexes de O(2) et leur
groupe fondamental. En déduire #,(GI(2, R). id).

Exercice 1.14  Si X est un espace topologique, I’espace des configurations de 2
points dans X est le sous-espace F(X,2) du produit X x X, constitué des couples
(x,¥) tels que x # y. Montrer que F(S',2) est homéomorphe a S! x (ST\{(1.0)}).
Calculer 7, (F(S'. ) et expliciter un générateur de ce groupe.
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SOLUTION DES EXERCICES

Exercice 1.2  On utilise les homotopies suivantes.

1) Fix, 1) = tx + (1 —z)”i—“.

2) F(re?, 1) = (t + (1 — DHyrye'?,
3) Fix,z,8) = (x,s1).

4) On peut supposer X = R™!\{a. —a} et les deux spheres de centres respectifs
a et —a, tangentes en 0. D’abord, on rétracte par déformation R**'\{a, —a} sur la
réunion des deux boules délimitées par les deux spheres de la facon suivante : pour
tout x € R"*1, x 3 0, on note x’ le point d’intersection de la demi-droite (O x) avec
une des deux sphéres. Si x appartient & I'une des boules, on pose F(x,f) = x et
F(x,ty = (1 — t)x + tx’ sinon. Ensuite, pour chacune des boules, on envoie tout
Iintérieur, sauf leur centre, sur le bord $*~!, comme dans le point 1) de cet exercice.

Exercice 1.3 Notons ¢y: X — Y et ¢: ¥ — X des équivalences d’homotopie
inverses I’une de 1’autre, & homotopie pres. Si (v, y2) € ¥ x Y, il existe un chemin
v de X, de source ¢(y) et de but ¢{y;). Le chemin « o vy relie les points ¢r(@(y)) et
(o)) 11 reste A utiliser I’homotopie entre ¢ o ¢ et I'identité pour relier, par des
chemins, t(@{y)) et dr(@{y2)) 2 ¥, et y; respectivement.

Exercice 1.4  Soit x € X\ A. En utilisant la continuité de r et la séparation de
X, on trouve un voisinage V de x et un voisinage W de r(x) tels que (V) C W et
VN W = @. Remarquons que ces deux propriéiés entrainent qu’aucun point de V
n’est laissé fixe par r d’oit V. C X\ A et A est fermé.

Exercice 1.5
1) On choisit I'homotopie F(re'?, 1) = tre'®.

2) 11 suffit d’adapter la preuve faite dans le cas oll C est connexe, cf. Page 4.

Exercice 1.6

1) Considérer la projection, x — x /|| x]|, sur le cercle unité S! de centre (0,0).
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2)Siz; € SN{(~1.0)} et 22 € 8},\{(3,0)}. nous posons z; = x; +iy; = &%,
avec 8, €] — w,w[ et zp = x> +iy; = 2+ €%, avec 6> €10, 2m[. Nous définissons
easnite £: X % [0, 11 — X par F(z,,1) = &% et F(z,,1) = 2 + /U1 -N7+02),

Exercice 1.7

1) Si X a le type d’homotopie d’un espace réduit 2 un point {+}, notons ¢: X — {x}
et if: {#} — X des équivalences d’homotopie inverses I'une de I’ autre, & homotopie
prés. Lidentité sur X est alors homotope a4 1’application constante i o ¢.
Réciproquement, supposons que F: X x [0,1] — X est une homotopie entre
I'identité et I’application constante sur xy € X. Notons respectivement ¢ {xp} — X
et p: X — {xo} I'injection canonique et la projection. Nous constatons que p o ¢ est
I’identité sur {xp} et que F est une homotopie entre ¢ o p et I'identité sur X

2) Utiliser la transitivité de la relation d”homotopie.

3) Supposons f homotope a I’application constante sur xo € X par une homo-
topie F. On définit g: E™' — X par g(x} = xp, s1 0 < x| < 1/2, et
o = F (5.2 -2l )osi 12 <l < 1.

Si P'extension g: E™' — X existe, on construit une homotopie relative, £: " x
[0.11 — X, par F(x,1) = g((1 — £)x + ta), ol g est un point quelconque fixé de S5”.

Exercice 1.8 Considérer I'inclusion canonique §' <— E? et la projection
: q proj
[—1,1]— Sl, ¢ ¥t

Exercice 1.9 Si a et 8 sont deux lacets de (G, e), on définit F de [0, 1] dans G
par F(s,t) = a(5)8(). Sur le bord du carré {0, 11%, application F vaut F(0,1) =
F(1,1) = B(t), F(5,0) = F(s, 1) = a(s). En utilisant un argument explicité dans la
preuve du Lemme 1.18, nous en déduisons que B.o.8.@ est homotope 2 I’application
constante sur [’élément neutre e de G.

Une démonstration alternative s’ organise comme suit, cf. aussi I’Exercice 4.7.

- Si F est une homotopie entre e et o, G une homotopie entre S et 87, alors
I’application (¢, s) — F(¢,5)G(1,s) est une homotopie entre asf et a’e ',

-Dea~a.c, ~c.aetf~c.B = fB.c.ondéduit asf =~ (a.c,)o(B.c.) ~ a.p

eta.8 =~ (c,.a)y{(f.c.) = B.a.

Exercice 1.10 1l suffit d’appliquer la définition de ®,({a]) = [y]~'{a] [y} dans
I'égalité @,,([a])} = Py,([«]). En conséquence, O, est indépendant du chemin v si,
¢t seulement si, le groupe 71 ( X, x) est abélien.
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Exercice 1.11 Le Théoréme de Borsuk-Ulam pour le cercle §' s énonce : Pour
toute application continue g: §' — R, il existe un point z € §' tel que g(z) = g(—2z).

Utilisons une démonstration par 1’absurde en supposant g(—z) # g{z}, pour tout
z € $'. Nous construisons alors une application continue ¢: §' — {—1,+1} par:

g(z) — g(~2)
lg(zy — g(—2)}

L’espace S' étant connexe, |'application ¢ est constante. Si elle est constante sur
1, nous obtenons g(z) — g(~z) = |g(z) — g{(-z)] > 0, d’on g(z) > g(—z) pour
tout z € S'. En particularisant tour a tour, z = 1 et z = —1, nous en déduisons :
g(1) > g(-—1) > g(1), ce qui est impossible. Si I’application ¢ est constante sur -1, un
raisonnement analogue donne également une contradiction. En conclusion, il existe
un point z € §' pour lequel g(z) = g(—2z).

o(z) =

Exercice 1.12  Si A(x, y) # (0, Og(pour tout (x, y) € EZ, on construit une appli-
X

L - »¥)
cation r: E? — §' par (x,y) = ————.
e, |
S! du disque E2. Nous obtenons une contradiction, 1’application i étant a la fois de
degré nul car admettant une extension au disque (cf. Lemme 1.3}, et de degré impair

d’aprés le Lemme 1.31.

Notons ¢ la restriction de ¢ au bord

Exercice 1.13  Un élément de Gl(n, R} correspond 2 une base £ = (¢y,...,e,)
de R”. La base orthonormale associée a £ par le procédé de Gram-Schmidt est la base
(uy,...,u,) définic par

€piyl — Zf:[ (ep+la“i)ui
“eml - Ef:l(epﬂa“i)“f”
C’est clairement une application continue qui fait de O(s) un rétracte de Gl(n, R). Si
t € {0, 1], on vérifie que (te; + (1 — Hu;)1<; <, est une base de R". Le groupe O(n) est
donc un rétracte par déformation de Gl(n, R).

Notons SO(2) le sous-groupe de O(2) formé des matrices & déterminant égal a 1.
L’application

up+] -

it cos 2wt sin2awt
€ .
sin2at  cos 2t

induit un homéomorphisme §' = S0(2), donc SO(2) est connexe par arcs et
71(S0(2)) = Z. Nous pouvons également démontrer directement que SO(2) est
connexe par arcs en considérant les chemins

cos 2wty sin 27wty
— )
sin 2wty cos2awiu
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joignant un élément quelconque de SO(2) a la matrice identité.

L’application définie par f — g, avec gle)) = — fle1), glea) = f(es), est un
homéomorphisme de SO(2) sur le sous-espace O~ (2) de O{2), constitué des matrices
A déterminant égal a -1. On en déduit la connexité par arcs de O~ (2) et m((07(2)) = Z.
(Rappelons que les éléments de SO(2) sont les rotations centrées en I'origine et les
éléments de O~ (2) les réflexions orthogonales par rapport i des droites passant par
I’ origine.)

L’application det: O(2) — Z, étant surjective, le groupe O(2) n’est pas connexe.
D’apreés ce qui précéde, il a deux composantes connexes, qui sont SO(2) et O7(2).

De I'existence d’une rétraction par déformation entre O(r) et Gl(n,R), nous dédui-
sons (G2, R),id) = Z.

Exercice 1.14 L application (a, b) — (a, ba~') envoie F(S',2) dans le produit
Stx ($'\{(1,0)}}. Elle est continue, d’inverse I"application continue (a, b) +— {a, ba).
On a donc un homéomorphisme F(S',2) 2 §' x {S\{(1,0)}) et F(S',2) est
connexe par arcs. L’espace $'\{(1,0)} étant contractile, le Corollaire 1.16 implique
w1 (F(S',2)) = Z. Un générateur de ce groupe est donné par t + (&', ie).



Chapitre 2

Constructions d'espaces

Dans ce chapitre, nous construisons des espaces nouveaux a partir d’espaces connus,
en utilisant des quotients, des recollements ou des actions de groupes. Nous obtenons
ainsi les exemples classiques de la topologie et de la géométrie comme les espaces
projectifs ou les variétés de Stiefel et de Grassmann. C’est sur eux que nous teste-
rons dans les chapitres ultérieurs I’efficacité des théorémes permettant le calcul des
invariants algébriques associés. Leur description en espaces cellulaires ou en com-
plexes simplicianx aidera a cette détermination. La derniere section est consacrée aux
surfaces topologiques dont nous présentons la classification 4 homéomorphisme prés.

2.1 TOPOLOGIE QUOTIENT

Si X est un espace topologique, Y un ensemble et f: X — Y une application, nous
pouvons utiliser f pour construire une topologie sur Y. Parmi les topologies possibles,
nous nous intéressons a celles pour lesquelles f est continue et, parmi elles, a celle
qui contient le plus grand nombre possible d’ouverts. On I'appelle la plus fine.

Proposition 2.1 Si X est un espace topologique, Y un ensemble et f: X — Y une
application, la topologie image de X par f est définie par

U est un ouvert de Y si, et seulement si, = (U) est un ouvert de X.

Si Y est muni de la topologie image, Uapplication f: X — Y est continue. De
plus, une application g: Y — Z de but un espace topologique Z est continue 5i, et
seulement si, go f: X — Z lest.

En prenant pour g I’application identité sur Y, on constate que la topologie image
est bien la topologie la plus fine rendant continue I’application f: X — Y.
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Démonstration. De f~HUiNUy) = fF~UDNF (W) et F~ ' (UieUi) =
Uier [~ ). lorsque {J; C Y, nous déduisons que cet ensemble d’ouverts
est stable 2 Pintersection finie et 4 la réunion quelconque. Il contient
évidemment I’ensemble vide et I’ensemble Y ; c’est donc une topologie sur
Y. Par construction, I'application f: X — Y est continue.

Sig: ¥ — Z estcontinue, g o f 'est. Supposons maintenant g o f continue.
Pout tout ouvert I/ de Z, g~ (U) est un ouvert de ¥ car f~'g~'(U) =
(g o f)~'(I/) est un ouvert de X. Donc g: ¥ — Z est continue.

Exemple : Si X est un espace topologique et R une relation d’équivalence sur
Pensemble X, on munit ’ensemble des classes d’équivalence X /R de 1a topolo-
gie image pour la surjection canonique g: X — X /R. L'espace X /R sappelle
alors I'espace quotient de X par la relation d’égquivalence R. La surjection cano-
nique g: X — X /R est continue et vérifie la propriété suivante : pour toute
application continue f: X — Y, compatible avec la relation d’équivalence
(i.e., xRy implique fix) = f(y)), il existe une unique application continue
f:X/R—Ytelleque f = fogq.

Exemple : Soit X un espace et A une partic de X. On définit une relation
d’équivalence R sur X ayant pour classes d'équivalence la partie A et les
singletons {x} pour x € A. Le quotient se note X/A et s"appelle !’espace
obtenu en identifiant A a un point ou encore en écrasant A en un point. Les
spheres et boules de R” peuvent se déduire les uns des autres par ce procédé. On
peut montrer que (X /A) x {0, 1] est homéomorphe a (X x [0, 1])/(A x [0, 1]).
Cette preuve est assez technique et, pour ne pas rompre le fil du texte, nous
’avons développée dans I’Exercice A.3.

Proposition 2.2 Pour tout n > 1, il existe des homéomorphismes :
I E"/sn) = g8
2.8 x[0,1]/8*! x {0} & E™.

Démonstration. 1) On construit une application continue f: E" — §" par
les formules

£ { @, yT=xD, sl <4,
X)y=

(axx, —/1— [lax](®), silx]| >3
avec a; = 4 — 4{x||. L’application f envoie la sphere §*~' sur le point

(0, ~1). Elle s’étend donc en une application continue f: E*/S"! —
$", que I'on vérifie facilement étre une bijection. Finalement f est une
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2.1 Topologie quotient a3

application bijective, continue, de source un espace compact, de but un
espace topologique séparé ; ¢’est donc un homéomoerphisme.

Dans le cas n = 2, "homéomorphisme peut &tre visualisé cormme suit. On
place le disque £? dans le plan z = 0 de R®. On pousse ensuite verticalement
sur le centre du disque pour le transformer en un bol. 1l est maintenant clair
que si on identifie tous les points du bord du bol en un point, on obtient une
sphére §2.

2) Notons g: §"7! x [0,1] — (87! x [0, 1]}/(5"~! x {0}) la surjection
canonique et considérons I’application f: §"~! x [0, 1] — E*, définie par
flx.t) = tx. Cette derniere est continue et compatible avec la relation
d’équivalence car tous les points (x, 0} sont envoyés sur le méme point. 11
existe donc une application continue (cf. Proposition 2.1),

Fosxp0,11/87 ! x {0} — E7,

telle que f o ¢ = f. Remarquons maintenant que f est continue, bijective,
de source un espace compact, de but un espace topologique séparé ; c’est
done un homéomorphisme.

En général, la topologie quotient n’est pas séparée. Sur 'intervalle [—1, 1] de R,
définissons la relation d’équivalence R par x Ry si, et seulement si, x = —y et x # 1,
x # —1. Dans I"espace quotient, on ne peut séparer les classes {1} et {—1} par deux
voisinages d’intersection vide.

Definition 2.3 Le graphe d’une relation d’équivalence R, définie sur un ensemble X,
est la partie du produit X x X constituée des couples d’éléments en relation par R,

I'={(x,y)e X x X | xRy}.

La nature du graphe est reliée a la séparation de I’espace quotient.

Proposition 2.4 Soit X un espace topologigue séparé muni d’une relation d’équiva-
lence R. Si’espace quotient X [ R est séparé, alors le graphe I de R est fermé dans
X x X,

Démonstration. Remarquons qu’un espace topologique est séparé si, et
senlement si, sa diagonale, A = {(x,x) | x € X}, est fermée dans X x X.Le
graphe I étant I'image réciproque de la diagonale de X /R par I’application
canonique g X g: X x X — X /R x X /R, il est fermé dans X x X d&s que
la topologie quotient X /R est séparée.

Proposition 2.5 Considérons un espace topologique séparé X muni d’une relation
d'équivalence R telle que les conditions suivantes soient vérifiées.
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1. Pour tout x € X, le saturé q~ ' (q(x)) de {x} est compact dans X.
2. Le saturé d'un fermé de X est fermé.

Alors, Uespace quotient X /R est séparé.

Démonstration, Considérons deux classes d’équivalence distinctes [x] et
[v]. Les sous-ensembles ¢ ~'[x} et ¢ ~'{y] étant compacts et disjoints, il
existe (cf. Exercice A.3) deux ouverts I/ et V de X tels que g~ '[x] C U,
g [yl C VetUnNV = @ Cecinentraine pas que g(I/) et g(V) sont
disjoints ; nous devons utiliser I'hypothese 2 pour cela.

Les complémentaires F = X\U et G = X\ V étant fermés, ont des saturés
F et G fermés. Les complémentaires U’ = X\ F et V/ = X\ G sont donc
ouverts, saturés, inclus dans U et V respectivement, d’ot U'NV’ = &. Il est
maintenant facile de vérifier que g(U’) et ¢(V’) sont deux ouverts disjoints
du quotient X /R, contenant respectivement [x| et [y].

Ce résultat fournit une condition suffisante de séparation pour X /A.

Corollaire 2.6 Si 'espace X est séparé et si A est une partie compacte de X, alors
Pespace quotient X | A est séparé.

2.2 ESPACES CELLULAIRES

Dans la section précédente, nous avons constrait des espaces ¥ & partir d’un espace
X en identifiant un sous-espace de X & un point ou, plus généralement, a I’aide d’une
refation d’équivalence sur X. Nous allons maintenant construire de nouveaux espaces
en recollant deux espaces X et X’ suivant une partie commune. La situation générale
est la suivante.

Supposons avoir deux applications continues, f: A — X et f': A — X'. On
forme alors, & partir de U'espace topologique somme X IT X', I’espace quotient

XUp X' =X X")/R,

ol R est la relation d’équivalence engendrée par f{a)}Rf’(a), pour touta € A. Remar-
quons gue, par abus de notation, nous ne gardons pas f et f’ dans la notation X Uy X',
mais cette opération dépend en fait du choix de f et f’. Notons jyx: X — X U X'
I"application qui associe 4 un élément x € X sa classe dans le quotient. Nows définis-
sons de méme jyx/: X’ — X U, X'. Ces deux applications sont continues et vérifient
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jx © f = jx» o f'. Elles satisfont également ta propriété universelle suivante, consé-
quence directe de la propriété universelle de I’espace topologique quotient.

Pour tout couple d’applications continues, ¢: X — Z, ¢': X/ — Z, telles que
po f = ¢ o f il existe une unique application continue ®: X Uy X’ — Z telle que
Do jy=gpetPojy =g

La description de la sphére S* comme la réunion de deux tores pleins le long de
leur bord est un exemple de cette situation, cf. Exercice 2.1.

Exemple : Le bouguet, X vV X', de deux espaces X et X' est construit
comme suit : on choisit deux points x € X et &' € X'. On effectue
maintenant la construction précédente 2 partir des applications {x}: {*} — X
et {x}: {x} — X’ qui envoient le point * sur x et x’ respectivement.
L’Exercice 1.6 est un exemple de bouquet de deux cercles.

La situation de plus grand intérét pour la suite est celle de attachement d'une
n-cellule le long d'une application f: §"~! — X.Elie correspond au cas particulier
ol f’ est I'inclusion de §”~! dans E”. On note X Uy e" = X Ug-1 E" et on dit que
XUy e" est obienu en ajoutant une n-cellule a X le tong de f. L'application f s’appelle
application d’attachement de lu cellule. 1" image de E" se note ¢ et s’appelle la n-
cellule ajoutée. Soit f: E" — X Uy e" Vapplication induite, sa restriction a Uintérieur
de E” est un homéomorphisme sur son image appelée cellule ouverte. En utilisant
la Proposition 2.2, on constate que si |’application d’attachement f: §"~! — X est
constante, I’'espace X Uy ¢” est homéomorphe au bouguet X v §”.

Définition 2.7 Un espace cellulaire fini est urn espace obtenu ¢ partir d’un ensemble
fini de points par ajout itératif d’une nombre fini de cellules. Les points de départ sont
appelés les O-cellules.

L’écriture d’un espace comme espace cellulaire n’est pas unique. Par exemple, le
cercle §' peut s’ obtenir

— 4 partir d’'un peint en ajoutant une 1-cellule, ce qui donne la représentation

' =
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— et 2 partir de S° en ajoutant deux 1-celluies, i.e., ! = Q

Exemples :

1. I’exemple précédent se généralise en dimensions supéricures : une sphere
de dimension # est un espace cellulaire avec deux p-cellules pour tout p,
0 < p < n. C’est aussi un espace cellulaire ayant une O-cellule et une
n-cellule, cf. Proposition 2.2.

2. Un bouguet de n cercles, C,, estla réunion de # cercles reliés tous ensemble
en un seul point. Ainsi C, est le cercle usuel, C; est un huit, C; a la forme
d’un tréfle & trois feuilles. En général, C, est un espace cellulaire avec une
O-cellule et n I-celiules.

3. Soit P un polygone plein ayant un nombre pair d’arétes 2n. On considére
I’espace quotient § de P par une relation d’équivalence qui esi triviale a
I’intérieur et identifie les arétes deux par deux. (Ce sont les surfaces étudiées
dans la Section 2.4. Par exemple, les figures 2.2 et 2.4 illustrent cette situation
dans le cas # = 2.) Si tous les sommets du bord sont identifiés, ce bord se
réalise sous la forme d’un bouquet de cercles C,. Considérons maintenant
I’application de S' dans le bord de P consistant a le parcourir dans le sens
horlogique. Alors clairement S = C, U e* et ’espace S s’ obtient & partir
d’un bouquei de a1 cercles par I'ajout d’une 2-cellule.

Les espaces du type ¥ = X Uy €" satisfont une propriété remarquable appelée
propriété d’extension des homotopies.

Théoreme 2.8 Sig: Y = XUjse" — Zet H: X x {0,1] — Z sont des applications
continues telles que H(x,0) = g(x) pour x dans X, alors g et H 5'étendent en une
application continue G, Y x [0, 1] — Z, telle que G(y,0) = g(yv)poury € Y et
G, = Hx,0)pourx € Xett € [0,1].

Démonstration. Les espaces X x [0, 1] et ¥ x {0} étant deux sous-espaces
de ¥ x [0, 11, les applications g et H définissent ensemble une application
continue R: (X x [0, 1]) Uy o3 (¥ x {0}) — Z. Si nous montrons I"exis-
tence d'une rétraction r: ¥ x [0, 1] — (X x [0, 1)U (¥ x {0}), I'application
(r cherchée s’obtiendrapar G = Ror.

A partir du point de coordonnées (0,...,0,2), on projeite le cylindre
E" x [0, 1] sur sa face latérale et sa base, ce qui donne une application
prE" X [0,1] — 87! 5 {0,1] Uge-1, g0y E® x {0}, dont la restriction
a §"71 x [0,1] Uga—1xqoy E™ x {0} est I'identité. Elle fait donc de
S % {0, 1] Ugn— x{oy B X {0} vn rétracte de E” x [0, 1]. Etendons-la en
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une rétraction de (X Uy €") x {0, 1] sur (X x [0, 1)Uy x o3 (X U e™) x {0},
avec I'identité sur X x [0, 1].

Comme corollaire nous déduisons le fait intéressant suivant,

Corollaire 2.9 Si Y est obtenu d partir d’un espace contractile X par I'ajout itéré d’un
nombre fini de cellules, la projection g Y — Y /X est une égquivalence d’homotopie.

Démonstration. Comme X est contractile, I'identité sur X est homotope
& une application constante, par une homotopie H. Avec une application
itérée du Théoreme 2.8, U'homotopie H peut &tre étendue en une homotopie
G: YV x[0,1] — Y entre I’application identité et une autre application qui
envoie X sur un point. Partons de cette demiére application et notons G, sa
restriciion & ¥ x {r}.

Comme G,(X) C X, I'application G, induit une application G,: ¥ /X —
Y /X rendant commutatif le diagramme

Y — ey

l

Y/X 2> ¥/X

L application G, envoyant X sur un point, se factorise a travers ¥ /X : il
existe donc une application continue g: Y /X — Y teleque G, = g og.
Comme G, est homotope & Gy = id, g o g est homotope & I’identité.
Comme g est surjectif, degogog = go G| = G| 0g,ondéduitgog = G.
Les applications G, formant une application continue G: (¥ /X) x [0, 1] —
Y/ X, x — G,(x), (cf. Exercice A.3) 1"application G| est homotope a Gy
qui est 'identité. On en déduit ¢ ¢ ¢ homotope a P'identité et les applications
g et g sont donc des équivalences d’homotopie inverses 1’une de 1’autre.

L’ ajout d’une cellule est une opération homotopique.

Proposition 2.10 Si f,g: S"! — X sont des applications homotopes, alors les
espaces X Uy " et X \ U, " ont méme type d’homotopie.

Ainsi, si ’application d’attachement f: $*~! — X est homotopiquement triviale,
'espace X Uy " a le type d"homotopie du bouquet X v §”.

Démonstration. Notons H une homotopie entre f et g avec H{(u,0) = f(u)
et H(u,1) = g(u). Décomposons le disque E* en un disque ceniral de

rayon 1/2 et une couronne, homéomorphe & S~ x [0, 1] par I’application

T+t
e: 577 x [0,1] = E*, @(x,t) = =X

£ Duacd — | a plvsocopes son sstorisde e wn dftit
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Nous en déduisons une application %: X U, e" — X Uy ", égale a
Pidentité sur X, envoyant le disque de rayon 1/2 inclus dans E™ sur
le disque E" par une homothétie de rapport 2 et envoyant ta couronne
dans X au moyen de I’homotopie H. Plus précisément ceci donne pour

a € E"siflaf) € % alors h(a) = 2a € E". Par contre si |af] > 1,

on construit une appllcatlon : X Ufe" — X U €', Le composé
hoh: XU, e" — X U, e" est égal & I'identité sur X et prend les valeurs
suivanies sur £”,

alors h(a) = H | —.2[ja| — 1 } € X. En utilisant ’homotopie inverse,

4a si |lafl <1/4,

h'(h(a@)) = (” “ 2= 4”““) i 1/4 < la|l < 1/2,
g 241 -

On définit une homotopie K: (X U, €”) x [0,1] = X U, e", entre h’ o h et
I’identtté, par I'identité sur X et

e

vl

i 1/2<jaf < L.

da 4 —3u

i < < ,

i~ i 0< flafl < ==,
it

4 ~ 3 2 -

Kawy=d H{-.5-aal - ) ’ < o < 225,

@,u) u T K 2
— i

el

La construction de I'homotopie entre £ o h' et I'identité sur X Uy ¢" est
similaire.

Zaj-1) s <1

2.3 ACTIONS DE GROUPES

2.3.1 Définitions et propriétés

Définition 2.11  Un groupe topologique est un groupe G, muni d'une topologie pour
laguelle les applications de multiplication G x G — G ¢t d'inverse G — G sont
continues.

Exemples :

1. Le cercle S! est un groupe topologique pour la multiplication des nombres
complexes.

2. L'espace vectoriel R” est un groupe topologique pour I’ addition.
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3. Les groupes de matrices sont aussi des groupes topologiques. Par exemple,
les matrices orthogonales d’ordre # forment un groupe noté O(n} pour la mul-
tiplication des matrices. Toute matrice pouvant €tre vue comme un tableau de
n> nombres, on a une injection de O(x) dans R" . Avec la topologie induite,
O{n) devient un groupe topologique. I} en est de méme du sous-groupe SO(n)
formé des matrices orthogonales a déterminant +1. Remplagant R par C, et
le produit scalaire de R” par la forme hermitienne canonique de C", nous
obtenons les groupes topologiques unitaire U(#) et spécial unitaire, SU{(#).

Définition 2.12 Une action (A gawnche) d’un groupe topologique G sur un espace
topologique X esr une application continue G x X — X, (g,x) — g - x vérifiant
l-x=xet(gg) - x =g (g2 x)pour tout x de X et rout (g, 8:) dans G x G.

On définit de méme les actions 2 droite comme des applications continues de
X x G — G. La seule différence est dans la relation x - (g1g2) = (x - 21) + £2.
Remarquons que toute action A gauche induit une action a droite parx - g = g~ - x.
Dans Ia suite de cette section, les énoncés et leurs démonstrations sont écrits pour des
actions a gauche ; I’adaptation aux actions a droite est immédiate.

L’espace des orbites X /G est le quotient de X par la relation d’équivalence x ~ gx
pour tout x € X et g € G. Associer a chaque élément x son orbite, Gx, définit
une application continue ¢: X — X /G. L'action est dire transitive si pour tout
(x,y) € X x X,ilexisteun g € G avec g - x = y, ce qui équivaut & X /G est un
singleton,

Exemples :
1. Le groupe topologique S' agit sur la sphére S par rotations horizontales.

2. Le groupe des matrzices carrées inversibles d’ordre n, Gl(n, R), avec la topo-
logie induite de R” | agit sur R” par multiplication. L’ espace des orbites se
réduit 2 deux points, la classe de 0 et ]a classe {x] d’un élément non nul.
L'espace des orbites n’est pas séparé, car 0 appartient a I’adhérence de [x].

3. Si H estun sous-groupe de G, alors H agit 3 gauche sur G par H X G —
G, (h,g) — hg. L'espace des orbites est le quotient de G par la relation
d’équivalence g, ~ g si, et seulement si, il existe & € H avec g1 = hgz,
1.e., g g.z" € H. Les élémenis de ce quotient sont donc les ciasses A droite
Hgavecg e G.

4. Un sous-groupe H de G agit aussi 2 droite sur G par G x H — G, (g, h) —
gh. L'espace des orbites est le quotient de G par la relation d’équivalence
g1 ~ g si, et seulement si, il existe A € H avec g1 = gk, e, gz_lgl € H,
Le quotient est noté G/ H ; ses éléments sont les classes a gauche gH avec
g €G.
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Si (G est un sous-groupe distingué, on a Hg = gH pourtout g € G et les
deux espaces quotients coincident. De plus, I’application (g, H) (g2 H) —
g1£:H est bien définie sur G/H et induit sur ce demier une structure de
groupe, ct. Page 67 pour une justification plus détaillée.

Proposition 2.13  Soir G un groupe agissant sur un espace X. Notons g X — X /G
U'application quotient.

1. Si X est compact, alors X /G est compact.
2, L’application g est ouverte, i.e., 'image d'un ouvert est un ouvert.

3. Si X et G sont compacts et séparés, il en est de méme pour X /G.

Démonstration. La propriété (1) est immédiate.

{2} Si IJ est un ouvert de X, remarquons d’abord que g/ est ouvert, pour
tout g € G, comme image d’un ouvert par I'homéomorphisme ¢,: X — X,
@y (x) = gx. De g lg(U) = Ugeg gU, nous déduisons donc que g(U/) est
ouvert dans X /G.

(3) La diagonale A = {(x,x) | x € X} estun fermé de X x X car X
est séparé, C'est donc un compact car X est compact. Le graphe I' =
{(x,g-x)|x € X,g € G} de larelation d’équivalence associée 2 I’action
de G est 'image de G x A par 'application continue ¢: G x (X x X) —
(X x X),e(g,(x,¥)) = (x, g - ¥). Il est donc compact et fermé dans X x X.
Considérons deux classes d’équivalence distinctes [x] et [v]. L'espace X
étant séparé ¢t le graphe I étant fermé, i} existe deux ouverts U et V de
Xteelsquex e U,y V,UNV =@ealUxV C (X x X)\I'. Les
saturés de U et V étant des ouverts, g{U) et g(V') sont des ouverts de X /R.
Sifzl e gUynNg(V), alorsilexisteu € Uetv € Vielsqueu € zG et
v € zG, d’on (u,v) € I'. Ceci est impossible car (U x V)N T = 2. 1l
s’ensuit g(U) Ng(V) = @ et espace X /R est séparé.

Exemple : Si G est un groupe topologique compact séparé et H un sous-groupe
fermé, alors par la proposition précédente, G/H est un espace topologique
compact séparé.

Définition 2.14  5i le groupe topologique G opére sur un espace X, le stabilisateur
d’un point x € X est le sous-groupe G, de G constitué des éléments g tels que
g - x = x. L’opération est dite libre si G, = {e}, pour tout x € X.

Proposition 2.15 Si un groupe topologique compact G opére transitivenent sur un
espace séparé X, le quotient G /G, de G par le stabilisateur en x € X est homéo-
morphe a X, pour tout x € X.
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Démonstration. Fixons x € X. Vérifions d’abord que 1’applica-
tion ¢,: G — X, ¢,(g) = g - x induit une application continue
®,: G/G, — X.En effet, deux éléments g, g’ de G sont équivalents si, et
seulement si, g~ 'g’ € G,, ce qui équivauta (g7 'g")-x = xetg - x =g’ - x.
Tt reste & appliquer la propriété universelie de la topologie quotient.

L’ application induite p, est injective par construction et surjeciive car I’ac-
tion est transitive. Le quotient G/G, étant compact et ’espace X séparé,
I’application @, est un homéomorphisme.

Exemple : Le groupe orthogonal O(n) agit transitivement sur 1a sphére $7~!
et le stabilisateur d’un point est le sous-groupe O(n — 1), 00 A € O(n — 1)
A0

¢ 1 3

d’'un homéomorphisme O(n)/O(n — 1) = $§"~!. La surjection canonique
O(n) — O(n)/O(n — 1) s’identifie alors a I'application O(r) — S$"~! qui
envoie la matrice A sur sa premiére colonne. On montre de méme 1’existence
des homéomorphismes SO(n)/SO( — 1) & S*~! et U(n)/U(n — 1) = §2-1 =
SUR)/SUR — 1).

est identifié a € O(n). La Proposition 2.15 implique 1'existence

2.3.2 Exemples

Définition 2.16 L’espace projectif réel de dimension n, P, (R), est {’espace topolo-
gique quotient de §" pour Paction du groupe Zo définie par (—-1) - x = —x.

1’espace P,{IR) est donc un espace séparé, cornpact et connexe.

Exemple : L'espace P|(R) est homéomorphe au cercle S'. En effet, I’applica-
tion z — z> du cercle dans lui-méme induit une application continue bijective
de P((R) dans S!. C’est un homéomorphisme avec 1'argument usuel.

Proposition 2.17 L’espace projectif réel, P,(R), est homéomorphe aux espaces sui-
vants.

1. L'espace des droites de R™ passant par Dorigine, i.e., Uespace quotient
(R™1N\{0})/ (R\{O}), oit le groupe multiplicarif R\{0} agit par homothétie.

2. L’espace quotient E" /R, oit R est la relation d'équivalence définie par x = y
ou(x € 5" letx = —y).

3. L’espace cellulaire P, _(R)U, _ ", 0lt g,—_1: 571 P _(R) est la surjec-
tion canonigue.

1 Démonstration.
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1. L’injection canonique ¢: §* — R"*!\{0} et son inverse homotopique
J, défini par j(x} = r induisent deux applications continues inverses
X

I'une de I'autre entre les espaces quotients 2,(R) et (R™!\ {01 /(R\{0}).
2, Lapplication f,: E* — §" définie par fi{x(,....x) =

EITUNING YA I xf) induit une application continue bijec-
tive de E"/R — P,(R). C’est un homéomorphisme avec I’argument
usuel.

3. L’espace obtenu en attachant une n-cellule 3 P, (R) = $"~!/Z; par
I’application canonique g,..; est, par construction, I’espace quotient de
E™ pour Iidentification x ~ -x si x € $*~'. Il s’agit de E"/R qui est
homéomorphe a P,(RR) d’apres le point précédent.

Nous avons déja remarqué que ’espace P;(R) est homéomorphe a S!. Avec la
proposition précédente, 'espace P»(R) est homéomorphe 4 un disque £° dans lequel
deux points opposés du bord ont été identifiés. La proposition suivante donne une
interprétation de I’espace P3(IR).

Proposition 2.18 L’espace P3(R)} est homéomorphe & SO(3).

Démonstration. D’aprés la Proposition 2.17, I’espace projecuif P3(IR) est
homéomorphe 2 E°/R. Construisons une application #: E* — SO(3) de la
fagon suivante : Forigine O de la boule est envoyée sur la mairice ideniité, et
six # 0, h(x) désigne larotation d’axe (x}, orienté de O vers x, et d’angle
|| x||. L'application h est bien continue. Vérifions qu’elle est surjective.

Si # est une rotation d’axe (Ox), orienté de O vers x avecx € £ et d’angle

o . ..
a < q,alors 0 = h (-—”-Hx) . Par contre si Pangle « est supérieur ou égal
|lx

ks
am,onaf=h

Tl x }. Les rotations d’angle 7 soni images de deux
miXx
points opposés du bord, les autres d’un seul point. L’application 4 passe

donc au quotient et définit un homéomorphisme entre E>/R et SO(3).

Définition 2.19 L’espace projectif complexe de dimension 2n, P,(C), est {'espace
topologique quotient de S = {(z1,...,2ns1) € T | S5 122 = 1} pour
Paction du groupe S' définie par la multiplication complexe, 7 - (Z1,...,2041) =

(ZZI R ZZ?HI)-
L’espace P,{C) est donc un espace séparé, compact et connexe.

Exemple : L'espace Pi(C) est homéomorphe & la sphére S2, of. Exercice 2.12.
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Nous laissons au Jecteur 1’adaptation de la Proposition 2.17 au cas compiexe.

Proposition 2.20 L’espace projectif complexe P,(C) est homéomorphe aux espuces
suivants.

1. L'espace des droites complexes de C"*' passunt par origine, i.e.,
(CIN{ODH/CN{O)), ot le groupe multiplicatif C\{0} agit par homo-
thétie.

2. L’espace quotient E' /R, 0@t R est la relation d’équivalence définie par x = y
ou(x € S Leril existe A € S' tel que x = Ay).

3. L’espace cellulaire P,_(C)U,, , e ot Gn_1: §-1 w—1(C) est la surjec-
tion canonique.

Définition 2.21  Lqg vari€ié de Stiefel réelle, Vi ,(R), est 'espace des k-repéres ortho-
normés de &",

Vk,n(R) = {(al, .. .a;,) I a; r”? et (a;,a}-) = 3g,j},
muni de la topologie induite.

Le groupe O(n) agit transitivement sur V; ,(R); le stabilisateur en un point
(a...,a) est le groupe des transformations orthogonales de I’espace vectoriel
orthogonal 4 ’espace engendré par (ay, .. ., a;), ¢'est-a-dire ¢’est je groupe O(n — k).
{1 en est de méme pour le groupe SO(n) avec des stabilisateurs isomorphes a
SO(n — k). On en déduit I’existence d’homéomorphismes

Via(R) 2 O(n)/O(n — k) = SO(n)/SO(n — k).

En particulier, V| ,(R) est homéomorphe 4 la sphére $"~!. On iniroduit de la méme
fagon les variétés de Stiefel complexes, Vi ,(C), homéomorphes & U(n)/U(rn — k) et
SUn)/SU(r — k).

Définition 2.22 Notons Vecty{R") 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimen-
sion k dans R". La variéié de Grassmann réelle est I'espace Vect,(R") muni de la
topologie quotient induite par Uapplication surjective p: V ,(R) — Vecy (R") asso-
ciant a un repére le sous-espace engendré.

Lorsque k = 1, nous retrouvons 1’espace des droites de R et Vect,(R") = P,_ (R).
L’espace Vect, (R") s’écrit aussi comme quotient de groupes de matrices.

Proposition 2.23 1 existe un homéomorphisme Vect, (R") = O(n)/(O(k) x O(n — k)),
o O(k) x O(n — k) est le sous-groupe de O(n) formé des matrices de la forme

(65)
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avec A € Ok et B € O(n — k).

Démonstration. A toute matrice A de O(n), on associe 'espace vectoriel
v(A) engendré par les k premieres colonnes de A. L’ application y est conti-
nue car elle se compose de la restriction aux k premieres colonnes du com-
posé O(n) — Vi, (R) — Vec,(R"). L'application passe clairement au
quotient et définit une application continue surjective

7: O(n)/(O(k) x On — k)) — Vectz(R").

Montrons qu’elte est aussi injective. Si y(A) = y(B), alors les k premiéres
colonnes engendrent le méme espace vectoriel et il existe une matrice P €
O(n), située dans I'image de O(k), telle que A et BP ont méme k premiéres
colonnes. D’autre part, les » — & dernigres colonnes de A et B, donc de
B P, engendrent aussi le méme espace vectoriel, 4 savoir y(A)J'. Il extste
donc aussi une matrice @ € O(n), située dans I'image de O(n — k), telle
que A = BPQ. L'injectivité de ¥ découle de A = BPQ,avec PQ ¢
Ok) < O(n — k).

Nous avons obtenu une application bijective, de source un espace compact,
le résultat provient maintenant du Lemme 2.24 avec I’argument usuel.

Lemme 2.24 L’espace topologique Vecty(R") est séparé.

Nous extrayons la preuve de [31, Page 57] ott nous renvoyons le lecteur pour des
compléments sur les propriétés des espaces Vect;(R").

Démonstration. Soit a € R” fixé. On définit une application continue

a: Vin@®) — Rpar galxy,..., 1) = {a,a) = {a,x1)* = - ~ (@, x).
Observons que ¢,(xy, - . . , ;) représente le carré de la distance de a au sous-
espace de R" engendré par (xy, ..., x;). Elle passe donc au quotient en une

application continue 7, : Vect;(R") — R.

Si ¥y et V; sont deux sous-espaces distincts de Vecty(R"), on choisita € R”
tel que @ € Vi et a ¢ V,. La fonction §, prenant des valeurs distinctes en
Vi et V,, on peut séparer V| et V; par deux ouverts disjoints obtenus comme
image réciproque de deux ouverts disjoints contenant ¢, (V) et ¢,(V2).

2.4 SURFACES

Cette section est consacrée aux surfaces ; elle contient une présentation d’exemples et
le théoréme de classification, cf. Théoréme 2.27.



© Dumad - 1.5 ghumacopiis sen seanrdinle et an 88

2.4 Surfaces 45

2.4.1 Définition — Exemples

Définition 2.25 Une variété topologique de dimension n est un espace topologigie
séparé, dans lequel tout point a un voisinage homéomorphe a un disque ouvert de R*.
Pour n = 2, on parle de surface.

Ainst, le plan et tout ouvert du plan sont des surfaces. Dans la suite, nous consi-
dérons essentiellement des surfaces compactes, connexes. L’ hypothese de séparation
n’est pas une conséquence de 1'existence de voisinages homéomorphes 4 un disque.
Pour s’en convainere, il suffit de considérer deux copies du disque E* que I’on identifie
Pune a 'antre en tout point, sauf en leurs centres. Tout point du quotient admet un
voisinage homéomorphe au disque mais 1’espace quotient n’est pas séparé.

Une représentation planaire d'une surface est un polygone possédant un nombre
pair de cotés, appelés arétes, munis d une tdentification deux i deux, tel que 1'espace
quotient soit homéomorphe a la surface. L’identification des arétes est représentée par
une étiquette et une orientation. Nous détaillons ce concept dans le paragraphe 2.4.3
et l'illustrons maintenant avec quelques exemples caractéristiques.

Exemples :

1. La sphére $7 est une surface compacte et connexe par arcs. Le point (2)
de la Proposition 2.20 appliqué a P((C) = S* permet de représenter la
sphere comme 'espace quotient d’un disque dont on a identifié les points
diamétralement opposés du bord. Nous la représentons par la Figure 2.1.
Choisissons un sommet du bord et déplagons nous le long de ce bord dans
le sens horlogique. Nous notons, dans ”ordre ol nous les rencontrons, les
étiquettes des arétes, en ajoutant un exposant +1! ou -1 sutvant que 1'orien-
tation de ’aréte correspond ou non au sens de la rotation. Nous avons ainsi
associé a la représentation planaire un mot dont les lettres sont les étiquettes
des arétes et leurs inverses.

a
Figure 2.1 Représentation planaire de la sphére §?, codée par ga—'.

2. Le tore, T? = §' x §', s’obtient A partir do carré [0, 1] x [0, 1] en identifiant
d’une part les points (x, 0) et (x, 1) et d’auitre part les points (0, y) et (1, ¥),
pour tout x et tout v. On obtient ainsi la Figure 2.2, que I'on code en suivant
la procédure décrite dans le cas de la sphére.
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Figure 2.2 Représentation planaire du Tore §' x 5!, codée par aba ~ "6,

Pour représenter le tore dans I'espace R3, on identifie les arétes a, ce qtri
donne un cylindre. Il reste & identifier les deux cercles provenant des arétes
b, comme explicité dans la Figure 2.3.

Figure 2.3 le Tore §' x §!

3. La bouteille de Klein, K., s’0btient & partir du carré [0, 1] x [0,1] en
identifiant d’une part les points (x, () et (x, 1) et d’autre part les points (0, y)
et (1,1 — y), pour tout x et tout y, comme sur la Figure 2.4.

7

Figure 2.4 Représentation planaire de ia bouteille de Klein, codée par aba—'b.

Ceite surface n’est pas un objet situé dans R*. Pour la réaliser, nous iden-
tifions les deux arétes a et obtenons un cylindre mais les deux cercles du
bord de ce cylindre ne peuvent plus étre juxtaposées comme dans le cas du
tore car ils ont des orientations incompatibles. Pour les identifier, il nous
faut “traverser” la surface du cylindre. La Figure 2.5 est une projection d’une
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Figure 2.5 La bouteille de Klein

figure de R, I faut imaginer que, dans R?, [e cylindre ne se recoupe pas ; ce
qui apparait comme un cercle d’intersection est en fait la projection de deux
cercles disjoints de R*.

. Le plan projectif réel, P;(R), est une autre surface compacte et connexe
par arcs. La Proposition 2.17 appliquée dans le cas # = 2 nous permet de
représenter cet espace comme le quotient d'un disque E? dans lequel on a
identifié les points du bord diamétralement opposés, cf. Figure 2.6.

4]

a

Figure 2.6 Représentation planaire du plan projectif P:(R), codée par az = a°.

Sa représentation comme objet de R avec une auto-intersection est beaucoup
plus difficile 2 appréhender que dans le cas de la bouteille de Klein. La
représentation donnée dans la Figure 2.7 est due & Boy [8]; elle se trouve &
I'entrée de I'institut de Mathématiques d’Oberwolfach.

Nous ne détaillons ni ne justifions cette représentation ici. Le lecteur qui
en cherche une explication imagée pourra consulter “Le Topologicon™ de
Jean-Pierre Petit, [35].
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Figure 2.7 La surface de Boy

Dans les représentations planaires introduites ci-dessus, les sommets des divers
polygones, figurés par le symbole o, sont identifiés en un seul point.

2.4.2 Somme connexe

La somme connexe de deux surfaces permet de “recoller” deux surfaces pour en créer
une troisieme. Décrivons ce procédé.

On se donne deux surfaces compactes et connexes, M et N, sur lesquelles on choisit
deux points m et n respectivement, ainsi que des voisinages de ces points, U, et U,
homéomorphes au disque ouvert D C R?, de rayon 1 et centré en 1'origine. Notons
O Uy — Detg,: U, — D ces deux homéomorphismes, V,, et V, les images
réciproques par ¢,, €t ¢, du disque ouvert de rayon 1,/2 centré en I’origine. On forme
alors la réunion disjointe des complémentaires M\ V,, I1 N\V, et on v on identifie
le bord de V,, au bord de V, par ¢, '(x) ~ @, '(x) pour tout x € D de module
1/2. Le résultat s’appelle la somme connexe de M et de N et est noté M#N. Nous
étudions les surfaces & homéomorphismes prés et notons M = N si deux surfaces sont
homéomorphes. La sphere $2, étant la réunion de deux disques, est élément neutre
pour la somme connexe, i.e., S#S? = S,

On peut montrer que 1a construction précédente, a homéomorphisme prés, ne
dépend pas des choix de m, n, U, Uy, ¢u et @,. (Le lecteur pent en trouver une
justification dans [26, Pages 98-106}.) A partir de 13, il est facile de vérifier que
' opération “somme connexe” est commutative et associative, l.e., M#N — N#M et
M#(N#P)Y = (M#N W P. Développons cette opération dans le cas de deux tores, ce
qui nous fournit une premiére approche de démonstration par “couper-coller”.

Exemple : Somme connexe de deux tores. En utilisant la représentation pla-
naire du tore, I’espace obtenu en enlevant 4 un tore 'intérieur d’un disque a
pour représentation planaire, 8 homéomorphisme prés :



€ Dusyd — La plesocopie s sytewielis cof wy S

2.4 Surfaces 49

a) a

bl b[ b; bl

a ag

La somme connexe de deux tores s’ obtient donc en prenant deux copies de cet

espace,
b
aj 2 by
L5 T ]
b az
i bg

que I’on recolle en identifiantles arétes ¢; et ¢;. On obtient alors la Figure 2.8,

b 15;

a bo

bl az

aj b
Figure 2.8 Représentation planaire du tore a deux trous, codée en
ayha) b7 'y by "

Plus généralement, nous effectuons la somme connexe d’un nombre fini de tores.

Définition 2.26 On appelle alors tore & g trous, T, la somme connexe de g copies
du tore. Elle est codée par arbra; 'bi! . a,bpa; byt

Un tore & g trous peut également étre vu comme une sphere 2 laquelle on a ajouté g
anses, ne se recoupant pas.

Nous pouvons répéter cette opération de somme connexe de deux surfaces avec deux
plans projectifs on en mélant plan projectif et tore. Nous trouvons, cf. Exercice 2.9 :

PR PR) = Kiein €t P(RWT) = PyRMP(R)#PAR).
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Ce type de résultat améne a penser que les surfaces compactes connexes peuvent
s’exprimer comme sommes connexes de quelques surfaces particulieres. C'est le
théoréme de classification qui occupe la fin de ce chapitre.

Théoréme 2.27 Toute surface compacte, connexe, est homéomorphe a la sphére 52,
ou @ un tore 4 g trous, ou @ une somme connexe de plans projectifs.

2.4.3 Complexe simplicial de dimension 2

La preuve du théoreme de classification nécessite la notion de triangulation d’une
surface que nous développons dans ce paragraphe. Précisons d’abord le vocabulaire
utilisé. L'expression aréte désigne un segment et ses extrémités, appelées sommets.
Les faces d’une aréte sont I'aréte elle-méme ou une quelconque de ses extrémités. Les
faces d’un triangle sont lui-méme, ou U'une des faces des arétes de son bord.

Définition 2.28 Un complexe simplicial K, de dimension 2, est une réunion de points,
d'aréies et de triangles tels que :

1. sis € K, toutes les faces de s sont aussi dans K ;

2. sisy € K, 52 € K, alors 51 M 53 est soit vide, soit une face commune a 31 et $3.

Par exemple, la figure de gauche et celle du centre ne sont pas des complexes
stmpliciaux mais la figure de droite en est un.

Définition 2.2% Une triangulation d’une surface § est un complexe simplicial de
dimension 2 homéomorphe a S.

Le tétragdre est une triangulation de la sphére. Une autre triangulation est donnée
par le bord d’un cube dans lequel toute face est décomposée en deux triangles.

Par un résultat classique de Rado (1925, [37]), toute surface compacte peut étre
triangulée au moyen d’un complexe simplicial de dimension 2, ayant un nombre fini
de triangles et dans lequel toute aréte est le bord d’exactement deux triangles. Une
preuve assez courte se trouve dans [14] ; une autre, plus accessible, figure dans le livre
de E. Moise, cf. [32]. Bien que ceci dépasse le cadre de ce livre, mentionnons qu’un
résultat analogue est vrai en dimension 3 mais n’est plus vrai en dimeasion 4.
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A partir de ce théoréme de Rado, nous allons donner i chaque surface compacte
connexe une représentation planaire, comme nous ’avons fait pour les premiers
exemples de surfaces. Dans la suite, nous ne distinguons pas la surface d’un com-
plexe simplicial qui lui est homéomorphe. Illustrons cette notion de triangulation dans
le cas d’un tore, A partir de sa représentation planaire. Dans la figure ci-aprés, le dessin
situé 4 gauche n’est pas une triangulation du tore (justifier ), contrairement au dessin
de droite qui en est une.

La surface apparait comme le résultat d’un assemblage de triangles, chaque aréte

étant la face d’exactement deux triangles. Observons que, si v est un sommet de la
triangulation, ’ensemble des triangles ayant v comme sommet peut-€ire muni d’un
ordre cychique Ty, T, ..., T, .1, T, = Ty tel que T; et T,y ont une aréte en commun,
pourtouti, 0 <i < p—1.
En effet, le fait que chaque aréte soit commune a deux triangles nous impose que
les triangles contenant v se regroupent ainsi mais pourquoi une seule série de tels
triangles 7 C’est une conséquence de la définition de surface. Supposons, par |’ absurde,
que v appartienne a deux séries de triangles disposés ainsi,

Dans ce cas, le sommet v ne peut admetire de voisinage ouvert, homéomorphe &
un disque, car tout voistnage de v auguel on 6te le point v n’est pas connexe.
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Munissons les arétes d’étiguettes orientées ;. . . . , a,, puis découpons la surface le
long de ces arétes ; nous obtenons ainsi un ensemble de triangles disjoints. L étiquetage
des arétes va nous permettre de reconstruire 1’espace en recollant suivant la méme
orientation deux arétes ayant la méme étiquette.

Partons d’un premier triangle et recollons un second triangle le long d’une aréte
commune. Ensuite prenons un triangle ayant au moins une aréte commune avec
I’ensemble déja constitué et recollons celle-ci le long d’exactermnent une aréte. En
ttérant le processus, la remarque précédente nous garantit une figure plane. I autre
part, un triangle est homéomorphe & un disque et I’ajout d'un autre triangle ayant une
aréte en commun est aussi homéomorphe 2 un disque. A la fin du processus, on obtient
donc un polygone dont les arétes doivent tre identifiées deux a deux pour reconstruire
I’espace. Nous Fappelons modéle planaire de la surface.

Intéressons-nous au bord de ce polygone. Choisissons un sommet de ce bord et un
sens de rotation. On associe alors au polygone un mot du type g;' - - - a;™ obtenu en
notant dans I’ordre rencontré les étiquettes avec un exposant +1 ou — | suivant que
I’orientation de I’aréte correspond ou non au sens de la rotation. {Cet étiquetage a déja
été illustré dans les exemples de la sphére, du tore, de la bouteille de Kiein et du plan
projectif.) Si on change de point de base, on obtient le méme mot & une permutation
cyclique prés. Changer 1’ orientation transforme le mot en son inverse. Ce mot, défini a
permutation cyclique prés et a inverse prés, s’ appelle le mot associé i la surface. 11
détermine entierement la surface car il caractérise le polygone et les paires d’arétes
orientées a identifier.

Remarquons qu’une surface peut éire représentée par plusieurs mots. Ainsi le lecteur
vérifiera que le tore peut aussi étre représenté par le mot achc—la='b~!

Définition 2.30 Le mot associé a une surface est réduit, si lors de la réalisation de la
surfuce a partir du polygone, tous les sommets sont identifiés.

On vérifie que le mot aba™'b~" est réduit mais pas le mot acbc™'a— b~

Nous allons maintenant établir une série de propriétés de ces mots, qui vont contri-
buer & la preuve du théoréme de classification. Dans la suite, les lettres minuscules
a, b, ¢, d...désignent des arétes et les lettres majuscules A, B, C, D ... des mots
formés i partir 4’ ardtes. Deux mots ou leurs polygones associés sont dits équivalents
s’ils correspondent & des surfaces homéomorphes ; nous notons ~ cette relation entre
mots.

Commencons par étudier Peffet de la somme connexe sur le mot associé aux
surfaces.

Lemme 2.31 Le mot associé i une somme connexe de deux surfaces est le produit
des mots associés aux deux surfaces.
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Démonstration. Comme dans ’exemple T1#T, pour effectuer la somme
connexe de deux surfaces $; et Sz, nous enlevons de chaque polygone vn
disque ouvert situé & I’ intérieur du polygone et dont le bord touche le bord
du pelygone en un seul point qui est un sommet. Si A; est le mot associé ala
surface S; et ¢ le bord du disque, alors le mot associé a la surface privée du
disque est A, c. 8i on recolle les deux surfaces le long de ¢, le mot associé A
la somme connexe est bien le produit A| A; des mots associés aux surfaces
S et So.

Lemme 2.32 Tout mot Aaa™" est équivalent au mot A, 5i A # @.

Démonstration. Cette situation correspond a la somme connexe avec une
sphére. Nous avons déja remarqué qu’une telle opération ne modifie pas 1a
surface, ce qui correspond en terme de graphe planaire 4 la transformation
suivante.

Lemme 2.33 Tout polygone P est équivalent & une sphére ou & un polygone dont tous
les sommets sont identifiés.

Démonstration. Supposons que P n'est pas une sphére et supposons qu’il
extste une aréte ¢ dont les sommets vy et vy ne sont pas identifiés.

Notons & Paréte adjacente 4 v,

celle-ci ne peut étre a (sinon vy et v;

seraient identifiés) et nous pouvons [
la supposer différente de a ' grice A
au Lemme 2.32. Tracons 1’aréte ¢ p Yo

comme sur le dessin ci-contre et
cherchons la deuxiéme occurrence
de b dans ie bord du polygone.

Nous coupons suivant ¢ et recol- b
lons suivant b. Dans le nowvean
polygone, il existe un éiément en c

: . . . ——— U
moins parmi les sommets identifiés

& vy et un €élément en plus parmi
les sommets identifiés & v On
réitére 1"opération jusqu’a obtenir v
une seule classe de sommets identi- ¢ 7}
fiés. vy
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Le résultat suivant prépare le terrain a I’apparition des composantes en tore dans la
SOMME CONnNexe.

Lemme 2.34 5Si le mot C associé & un polygone réduir est de la forme AaBa~" avec
C # aa™", alors il existe une aréte b dans B avec b ou b~ dans A.

Démonstration. Dans C chaque lettre apparait deux fois avec des exposants
+1 ou ~1. Si toute lettre apparaissant dans B y apparait deux fois, alors il
en est de méme dans A. Lors de la réalisation géométrique, une aréte de A
est ainsi identifiée avec une aréte de A, et il en est de méme pour les arétes
de B. En conséquence 1’origine et 'extrémité de I'aréte g ne sont jamais
identifiées. Le polygone n’est donc pas réduit, ce qui contredit hypothése.

Nous arrivons maintenant au cceur de la preuve du théoréme de classification.
Proposition 2.35 La relation d’équivalence sur les mots vérifie les propriétés sui-
vantes.

1. AaBaC ~ CAB~'dd,

2. AaBbCa™'Db™! ~ BADCdcd™'c™!,

3. Alaba='"p~VD)Bce ~ B~ f2e? A7 g

Démonstration. On procéde par “couper-coller”, comme dans les lemmes
précédents.

1. Lalettre C peut étre intégrée A la lettre A par changement d’origine. On
introduit I’aréte d et on coupe suivant elle. Ensuite, on recolle suivant a
comme dans leg dessins suivants.

2. On procéde en plusieurs étapes. On introduit ’aséte ¢ et on coupe suivant
elle. Ensuite on recolle suivant &.
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A a F B A a
b c b ¢ b c
D a (C ' D «
On introduit I’aréte d et on coupe suivant elle. Ensuite, on recolle suivant

4

d ¢ d

3. On introduit I’ aréte d et on coupe suivant elle. Ensuite, on recolle le long

de c. 4 b a b 4 b
: ! A} ¢ d
A} d ] !
a 4] i B
—
C d b

On en déduit
Aaba 'b7'Bc? ~ Aabd B lbad.

On appligue ensuite plusicurs fois la premiére propriété de cette proposi-
tion ; nous soulignons 1’aréte qui joue le rdle de 1'aréte ¢ dans 1'énoncé
de (1).

AabdB 'bad ~ dAbT'Bd b !e?
—~ eZéAQB—le
—~ B‘leeZA—ng‘

Dans cette proposition, la premiére condition regroupe les arétes avec la méme
étiquette et la méme orientation; elle fait apparaitre les composantes en espaces
projectifs dans la somme connexe. La deuxi¢me regroupe les arétes avec la méme
étiquette et des orientations opposées ; elle donne naissance aux composantes en tores.
La troisieme contient le fait que P>(R#T7| est homéomorphe 4 Py(R)# Po(Ry# PH(IR).

Démonstration du Théoréme 2.27. 11 résulte directement de la Proposi-
tion 2.35 que tout mot est équivalent a I'un des mots suivants,
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I

® aa -,
o (abra; ') - (agbga; b7,
. 1::]2---02

e
Avec la description du mot associé a4 une somme connexe, les surfaces
associées sont respectivement la sphere, le tore T, et une somme connexe
de n copies du plan projectif. Dans le chapitre suivant, nous montrerons que
deux quelconques des décompositions trouvées ne sont pas homéomorphes.

Terminons par la présentation du ruban de Mébius qui fournit une décomposificn
intéressante du plan projectif.

Exemple : Le ruban de Mobius est 1’espace quotient du carré [0, 1] x [0, 1] par
la relation d’équivalence engendrée par (0, x} ~ (1,1 — x).

L’espace obtenu n’est pas une surface car les points {0, y) ou (1, ¥) n’admettent
pas de voisinage homéomorphe & un disque mais & un demi-disque. On dit
qu’ils forment le bord de la surface ; celui-ci est un cercle et si on attache une
2-cellule le long de ce cercle, on obtient le plan projectif réel, cf. 1a solution de
I’Exercice 2.9. On montre également que la réunion de deux rubans de Mobius
le long de ce bord est la bouteille de Klein, cf. Exercice 2.8.
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EXERCICES

Exercice 2.1 Notons A et B les parties de la sphére $", n = p + ¢, définies par

1
A :{Xz(xl,...,x,,+|)es" |x,2+...x§2 5}

(A

2

Montrer que 1’on a des homéomorphismes A = §P~! x E4*l et B = EP x §¢. En
déduire que la sphére S* est la réunion de deux tores pleins, §! x E2.

1
B:{X:(xl,...,x,,,,l)ES”|x12+...xf, —}

Exercice 2.2 Montrer que les groupes topologiques SO(r), U(n), SU(n) sont
compacts et connexes et que le groupe topologique O(n) est compact et a deux com-
posantes connexes.

Exercice 2.3  Soit G un groupe topologique séparé et H un sous-groupe de G.

1) Montrer que 1’espace des orbites G/ H est sépar€ si, et seulement si, H est fermé
dans G.

2) Si H est un sous-groupe distingué de G, I'ensemble quotient G/ H est un groupe
pour la loi mul([g], [¢'D = [gg']. I'inverse d’un élément étant donné par inv([g]) =
[g~']. Montrer que les applications mult: G/H x G/H — G/H etinv: G/H —
G/ H sont continues.

Exercice 2.4  Soit G un groupe topologique sépar€ et H un sous-groupe discret
de G (i.e., A muni de la topologie induite est un espace topologique discret). Notons
g: G — G/H la surjection canonique.

1) Exhiber deux voisinages W et V de e tels que WN H = {e}, V = V7 let
V.V~1 C W Montrer que les parties (hV )z de G sont disjointes deux & deux.

2) Montrer que H est un fermé de G. En déduire que G/ H est séparé.

3) Si I'espace topologique G est connexe, montrer que tout élément de H commute
avec tout élément de G. En déduire que H est commutatif,

4) Supposons H distingeé dans G. Montrer que la classe [¢] € G/H admet un
voisinage U tel que g~ W(U) = U;U;, oi les parties U; sont disjointes deux & deux et
la restriction g, : U; — U est un homéomorphisme pour tout ;. En déduire qu’il en
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est de méme pour tout [g] € G/H. (On choisira &/ = ¢{V'), oi1 V est le voisinage de
la question 1}.)

Exercice 2.5  Montrer que 1'application qui associe & un espace vectoriel son
orthogonal induit un homéomorphisme entre Vect,(IR") et Vect, _(R").

Exercice 2.6 1 espace unitaire tangent i une sphére $°, T(S"), est le sous-espace
de R x R**! formé des couples (X, ¥), avec ¥ € $" et ¥ de norme 1, orthogonal 2
. Montrer que T(5?) est homéomorphe a P3(IR).

Exercice 2.7  Donner une triangulation du tore faisant intervenir 7 sommets. Faire
de méme pour le plan projectif en utilisant seulement 6 sommets.

Exercice 2.8  Montrer que si I’on recolle deux rubans de Mdbius le long de leur
bord, on obtient une bouteille de Klein.

Exercice 2.9  Montrer que la bouteille de Klein est homéomorphe & Po{R)#P,(R)
et que la somme connexe T)#P>(R) est homéomorphe a la somme connexe de trois
copies du plan projectif réel.

Exercice 2.10  Soit S une surface représentée par un mot de la forme
A(ab)Clab)D. Montrer que cette surface peut aussi étre représentée par le mot
AuCuD.

Exercice 2.11 Le groupe symétrique d’ordre 2, S,, agit sur X x X par permutation
des facteurs. On note Sp”(X) I’espace des orbites pour cette action. Montrer que
Fapplication qui associe, a chaque couple de points du cercle, le point d’intersection
des tangentes issues de ces points, définit un homéomorphisme entre sz(S’) et le
ruban de M&bius. (On pourra utiliser I'Exercice 2.8.)

Exercice 2.12  Dans R®, notons f I'inverse de la projection stéréographique, de
source le plan d’équation x; = —1 et de but la sphére unité, cenirée a Porigine et
privée du point (0,0, 1).

1) Donner une expression analytique de f.

2) Construire une application g: C*\{0} — 2 dont la restriction 4 C x {1} est
I’application f. En déduire I’existence d’un homéomorphisme entre P(C) et S2.
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SOLUTION DES EXERCICES

Exercice 2.1 Ondéfinit¢: A — SP~' x E?*! par

(xy,....%x5)
@(xlf" 'axn-l-l) = I—I)Q-!(\/zx;&]:- . ‘:\/Exrﬂl)

2
1;x1+...+xp

On vérifie que ¢ est bien définie, bijective et continue. On procede de méme pour B.
La conclusion provient du faitque AUB = §"et AN B = §77! x §9. d’ob
S” = EP x SQ Usp—lxsq Sp_l x Eq-ﬂ.

Exercice 2.2 Toute matrice A € U(n) vérifie AA* = [,, ol A* est la matrice
adjointe. Il s’ensuit Haé- | = a;a;; < 3 i @uay = 1. Ainsi U(n) est borné par n
pour la norme |Af| =, /3, . |la;;(|*. Le groupe U(n) étant aussi fermé dans R” il
est compact pour la topologie induite.

Si A € Un), il existe H € Un) telle que B = HAH ™! est une matrice diagonale,
i.e., B = (by) avec by = Sye® ™, A € R. L’application t — H~(8;6¥ ™ )H est
un chemin d’origine la matrice identité et de but A. L’espace U(n) est donc connexe
par arcs. Ces deux arguments s’adaptent aisément aux autres groupes de 1’énoncé. Le
groupe G(2) a déja été étudié dans ’Exercice 1.13.

Exercice 2.3

1) Si I’espace quotient G/ H est séparé, alors {{e]} est fermé dans G/H donc H =
g~ '([e]) est fermé dans G par continuité de ¢. Pour la réciproque, il suffit d’adapter la
preuve du point 3 de Proposition 2.13 aprés avoir remarqué que le graphe I est fermé
comme image réciproque de H par Vapplication continue G X G — G, (g,8') —
to—1

ge

2} Soit W un voisinage ouvert de {gg’] dans G/ H. Par continuité de }’application ¢,
I’ensemnble ¢ ~'(W) est un voisinage ouvert de gg'. Par continuité de la muitiplication
de G, il existe des voisinages ouveris U de g et U’ de g’ tels que mul{l/ x U’) C
g~ (W), D’aprés la Proposition 2.13, g(I/) et g(U") sont des voisinages ouverts de
[g] et [g’} dans G /H. Par définition de la loi dans G/H, on a mult(g(U) x g(U")) =
gmul(lU x U C glg~'(W)) = W. On procéde de méme pour V’application
[g] — [g~') 4 partir d’un voisinage ouvert W de {g~!] dans G/H.

Exercice 2.4
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1} Le sous-groupe H étant discret, il existe un voisinage ouvert W de e dans G tel
que WM H = {e} (¢ € H!). Par continuité de I’application (g’,g) — g'g~lil
existe un voisinage V' de e tel que V'V’ C W. Le passage a I'inverse étant un
homéomorphisme de G dans G, le sous-ensemble V' “Festum voisinage de e. Il suffit
donc de prendre V = V' N v pouravoir V=V letVV! C W,

Montrons que £, V et i,V sont disjoints si &) # k. On procéde par 1’absurde en
supposant I'existence de z € iV N A, V. It existe donc deux éléments distincts (sinon
hi =l € Vetwvy € Vtels que z = vy = havs, d’oli vlvz“' = hl"lhg €
VV~In H C W H. On obtient une contradiction avec le choix de W.

2) Soit g un point adhérent & H. Si g ¢ H, le voisinage gV de g doit contenir deux
points distincts by, by de H. On en déduit I'existence de v; € V et vz € V tels que
hy = guy et A = gvo. On obtient alors une contradiction avec le choix de W car
hithy = vlg7guy = vl“lvg € VVINH C WnN H = {e}. La séparation de
I'espace G/ H découle de I'exercice précédent.

3) Soit # € H un élément fixé, on note ¢,: G — H 'application qui,a g € G,
associe ghg~'h™!. Cette application est continue, de source un espace topologique
connexe et de but un espace discret ; elle est donc constante. L' élément ¢ étant envoyé
sur e, I’application ¢ est constante sur ¢ et A commute & tout €lément de (. En
particulier, 7 commute 4 tout élément de H, donc le groupe H est commutatif,

4) Notons I/ = g(V) o1 V est le voisinage construit en 1). Par définition de la rela-
tion d’équivalence, on a q'l(U) = q"'(q(V)) = UpephV. Etudions la restriction
gy hV — U.Onsaitque g: G — G/H est continue et ouverte ; il suffit donc de
démontrer que g;,y est bijective pour avoir établi qu’elle est un homéomorphisme. Elle
est surjective car g(hV) = g(h)g(V) = g(V) = U. Il reste a établir injectivité. Si
vy € Vetvy € V sont tels que g(hvy) = g(hu,), alors huy(hy) ™! = hvgvffh_l =
H d’ob vgvl_i & H. Par construction de V et W, on a Uzvl_l e VvinH C
W N H = {e}doil’ontire vy = vs.

Pour [g] € G/H, le raisonnement est identique avec I/ = g(gV). A partir des pro-
priétés établies dans cet exercice, nous invitons le lecteur 4 démontrer le Lemme 1.23
lorsque ¢: G — G/ H remplace I'application exponentielle. Cette étude est reprise,
sous une forme plus générale, dans le Corollaire 4.13.

Exercice 2.5 L’espace Vect,(R*) est homéomorphe 3 O(n)/ O(k) x O(n — k) par
P’homéomorphisme qui associe a chaque matrice 1’espace vectoriel engendré par ses k
premiéres colonnes. On définit de méme un homéomorphisme entre Vect, _(R"™) et
O{n)/ O(k) x O(n — k), en associant & chague matrice I’espace engendré par ses n — k
derniéres colonnes. Le composé Vect, (R”) — Vect,_(R™) est un homéomorphisme
associant & chaque espace vectoriel son orthogonal.
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Exercice 2.6 e résultat provient du fait suivant : pour tout couple de vecteurs
unitaires orthogonaux, X et ¥, il existe un unique vecteur unitaire, 7 = X A ¥, tel que
les vecteurs (¥, ¥, Z) forment un élément de SO(3).

Exercice 2.7

1 2 3 1

Figure 2.9 Triangulation du Tore avec 7 sommets.

3

Figure 2.10 Triangulation du plan projectif avec 6 scrmmets.
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Exercice 2.8 Découpons une bouteille de Klein suivant les traits en pointillé. La
partie centrale obtenue est un ruban de Mabius. En recollant les deux bandes externes
suivant b, nous obtenons un deuxiéme ruban de Mobius. Nous avons donc démontré
que la bouteille de Kiein s’obtient en recollant deux rubans de M&bius suivant leur
bord, Kiein = M Usy M.

a a

Fm e e e e e - 4

-
o

1

]
1)

Exercice 2.9 La bouteille de Klein se représente par le mot aba ™ 'b qui, d’aprés
la Proposition 2.35, est équivalent au mot f2e® représentant la somme connexe de
deux plans projectifs. Le lecteur peut également démontrer cette assertion par une
méthode de “couper-coller”. On commence par découper e plan projectif suivant les
traits en pointillé.

La partie médiane est un ruban de Mobius. Les parties extérieures €tant recollées
suivant a, 1’aréte b peut alors étre éliminée et nous obtenons un disque. En conclusion,
dans Py(IR), on peut choisir un disque de telle fagon que son complémentaire soit un
ruban de Mdbius. On en déduit, par définition de la somme connexe,

Py(R#WPR) = M Ugyy M = K.

Le mot associ€ & la somme connexe d’un tore et d’un plan projectif est aba =5~ 'cc,
mot équivalent & d%¢* f? d’aprés la Proposition 2.35. Ce dernier mot représente la
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somme connexe de trois plans projectifs, ce qui termine la preuve. Li aussi, nous
invitons le lecteur a établir une preuve directe par “couper-coller”, en s’inspirant du
point 3) de la Proposition 2.35.

Exercice 2.10  Dans un polygone représentant la surface avec comme mot
Alab)C(ab)D, on joint Iorigine de a i 'extrémité de b au moyen d’une aréte u.
On coupe ensuite le long de # et on recolle le long de a. L'aréte b peut alors étre
simplifiée et on obtient le résultat.

Exercice 2.11  Considérons la sphere de rayon 1 de R? cenirée au point (0,0, 1)
et notons E?2 la calotte inférieure de la sphere, ¢’est-a-dire la partie formée des points
(x, ¥,z)avec z < 1. On considére la projection centrale du plan horizontal z = 0 sur
E? a partir du point (0,0, 1). L'image de toute droite est un demi-arc de grand-cercle
rencontrant le bord de £2 en deux points opposés.

On dessine le cercle unité C dans le plan z = 0. §i x et y sont deux points de ce
cercle, on trace les tangentes en ces points et les demi-arcs de grand cercle associés sur
E2. Ces tangentes ont un seul point d’intersection dans P»(I), vu comme le quotient
de E* par la relation d’équivalence identifiant deux points opposés du bord. En effet,
si x et y sont diamétralement opposés, on a deux points d’intersection diamétralement
opposés sur le bord de E?, qui donnent donc un seul point dans P(R). Six = y,
on a une setle tangente et, par continuité, on choisit comme image la projection sur
E? du point x. Notons €’ le cercle image de C et D’ I'intérieur du disque associé.
La construction précédente définit un homéomorphisme entre Sp*(S') et Py(R)\ D'
D’aprés I"Exercice 2.8, ce dernier espace est homéomorphe 4 un ruban de Mibius.

Exercice 2.12 On pose

FOxLx 1y = 4%, 4x4 xlz +)€22 —4
A2, — - H :
’ x4 I 4xi 44 x4 +4)]

4212 21> = 4|z
eerzy) = ( 2122 liz1* = 4llzal )

21l + 401zl iz > + 41222

Si A € C\{0}, I'application g vérifie g(Azy, Az5) = g(z1,22): elle définit donc une
application continue g: Po(C) — $2. Sa restriction 3 C x {1} est Papplication f,
L’application g est donc bijective ; ¢’est un homéomorphisme avec 1’argument usuel.






Chapitre 3

Le Théoreme de Seifert et Van
Kampen

Les deux principaux outils pour le calcul du groupe fondamental d’un espace sont le
théoréme de Seifert et Van Kampen et la théorie des revétements, Dans ce chapitre
nous énongons et démontrons le théoréme de Seifert et Van Kampen ; la théorie des
revétements est décrite dans le Chapitre 4.

Le cadre naturel du théoréme de Seifert et Van Kampen est celui de 1a théorie combi-
natoire des groupes. Nous décrivons donc, dans une premiére section, les éléments de
base de cette théorie. Nous présentons ensuite le théoreme de Seifert et Van Kampen
et I"utilisons pour le calcul du groupe fondamental de nombreux espaces. Comme
application, nous achevons le théoréme de classification des surfaces en montrant que
la sphére, les tores 4 g trous et les sommes connexes de plans projeciifs sont distincts
deux 2 deux car leurs groupes fondamentaux sont deux 3 deux non isomorphes. Nous
montrons également que tout groupe de présentation finie est le groupe fondamental
d’un complexe cellulaire fini de dimension 2. En exercices, nous déterminons le groupe
fondamental des espaces projectifs, des espaces lenticulaires, du complémentaire d’un
nceud torique et de certains entrelacs.

3.1 PRODUITS LIBRES ET SOMMES AMALGAMEES DE
GROUPES |

Nous supposons connues les définitions et propriétés des groupes abéliens, en particu-
lier les groupes abéliens libres, la somme directe de groupes abéliens et les propriétés
universelles qu’ils vérifient. Le groupe fondamental d’un espace n’étant généralement
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pas abélien, nous ne pouvons nous limiter & ce cadre et nous introduisons les outils
basiques du cadre non commutatif. Le but principal de cette section est la définition
d’une somme amalgamée de groupes, nécessaire & 1’énoncé du théoréme de Seifert et
Van Kampen. Tous les groupes sont notés multiplicativement ; ainsi le groupe 7 est
représenté par ’ensemble des puissances d’une variable formelle 7,

Z=1{t" nez}.

L'élément neutre du groupe G est noté e ou e §°il n’y a pas ambiguité.

Définition 3.1 Le produit libre de deux groupes, G et (4, est le gioupe noté G * G,
ayant pour éléments les mots mas . .. a,, n > 0, oit les a; sont des éléments de G\ {e}
ou de Gy\{e} tels que, si a; appartient & V'un des groupes, a;,y appartient a ’autre et
celapouri = 1,...,n — 1. Le cas n = O correspond au mot vide.

Le produit de deux mots a; ... a, et b, ... b, s'effectue de la maniére suivante.

¢ Si g, et b) n"appartiennent pas au méme groupe, le produit s’ obtient par juxtapo-
sitton,
(ﬂ] . .ﬂn)(bl ”‘bm) =dy.. .aﬂbl . bm .

s Si a, et b appartiennent 3 un méme groupe et gue leur produit ¢ dans ce groupe
est différent de e, alors

(a1...aﬂ)(bl...bm)=a1...an_1cb2...bm.

¢ Finalement, si g, et b) sont dans un méme groupe et que leur produit vaut e, le
produit est défini par induction a partir de la formule

@ -..a,){by ... bp)={ar...an_1}{B2...by).

L’associativité découle des formules ci-dessus et de 1’associativité des lois de ()
et G,. L'élément neutre est le mot vide, noté ¢, L’inverse du mot g . . . ¢, est le mot
al.ay !, Nous avons ainsi obtenu une structure de groupe, non commutatif dés
que les groupes, G et G, ne sont pas triviaux. Remarquons en effet que, sia € G et
b € G, sont différents de 1’élément neutre, le mot aba ™A~ est différent de I'é1ément
neutre de G| * Go.

L'application i} qui, & un élément g € G,\{e}, associe le mot 2 une lettre g €
G * 2, est un homomorphisme de groupes, {;: &; — G * G2, On introduit de
méme 1’homomorphisme i»: G2 — Gy * Gs.

Proposition 3.2 (Propriété universelle du produitlibre) Si ¢,: Gy — K ef
@2: Gy — K sont deux homomorphismes de groupes, il existe un, et un seul,
homomorphisme de groupes r: G *» Gy — K telque hoiy = @iethoizy = ¢,
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Démonstration. Soit ay...ax, € G * Ga. Si a1 € Gy, on pose
layasz. .. asx,) = @a)ear). .. ex(as,), et des formules semblables
pour les autres cas.

Définition 3.3 Ur groupe libre & # générateurs est le produit libre itéré de n copies
du groupe 7.

Si on note les éléments du i-eme facteur Z comme les puissances d’une variable ¢,
| <i < n, alors le groupe libre & n générateurs apparait comme ’ensemble des mots
non commutatifs que I’on peut écrire avec les lettres #. Ainsi dans Z  Z, on trouve
les mots ti‘r,,““rl”ltzg, it fgfl_lfg, etc. De méme, les mots :lrg:;%;:g et r3t1r3"t2

appartienneﬁt aZx(ZxF).

Dans la suite, le groupe libre a n générateurs est noté€ {t;, ... .t,).

En particularisant la propriété universelle du produit libre de groupes, on obtient la
propriété universelle suivante des groupes libres. Elle est une conséquence directe du
fait que, pour tout groupe G, la donnée d’un homomorphisme de groupes ¢: Z — G
est équivalente a la donnée d’un élément de G, A savoir I’élément ¢(1).

Corollaire 3.4 (Propriété universelle des groupes libres)y  Si g1,....2, sonft n
éléments d’un groupe G, il existe un, et un seul, homomorphisme de groupes
@1ty ... 1y — G tel que o) = g,

Rappelons que si A est un sous-groupe d’un groupe G, 'ensemble G/ H est, par
définition, I’ensemble quotient de & par la relation d’équivalence : g; ~ g1 si, et
seulement si, il existe A € H avec gy = g2h. Le sous-groupe H est dit normal si, pour
tout g € G, les ensembles gH = {gh h € H} et Hg = |hg .k € H} coincident,
Dans ce cas, la surjection canonique ¢ : G — G/ H estun homomorphisme de groupes
pour la loi définie sur G/H par

[g1][g2] = [2182]

Vérifions que cette loi est bien définie. Si [g,] = [g]] et [g2] = [g3], il existe by et A2
dans H avec gi = ghy et g5 = g2hy, dol gig) = gih1g2h2. Comme H est normal
dans G, il existe h3 € H avec hyg; = grhs. Ceci donne glg; = g182h3k,, et done
[g185] = [g1£2].

Observons que, pour tout sous-groupe normal H de G et tout homomorphisme de
groupes, ¢: G — K, il existe un homomorphisme de groupes $: G/H — K tel que
¥ o g = ¢, si, et seulement si, A est inclus dans le noyau de ¢. Dans ce cas, on dit
que I"homomorphisme ¢ s'étend au gquotient.

Définition 3.5 Si G est un groupe et (a;);cr une famille d’éléments de G, le sous-
groupe normal de G engendré par la famille (a;);c; est le sous-groupe N de G formé
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des éléments
(@ia; ey Neaigs ) (ggaieg ),

oig>0,g€G era;c désigne a; ou aj_'.

La vérification que N est le plus petit sous-groupe normal de G contepant les
éléments (a;); < est facile et laissée au lecteur. La surjection canonique, g : G — G/ N,
envoie g; sur I’élément neutre, g(a;} = e, pour touti € /. Le cas général de I'existence
d’une extension au guotient se caractérise ici par I'image des éléments (a;);¢;.

Proposition 3.6 Soit ¢: G — K un homomaorphisme de groupes et N le sous-groupe
normal de G engendré par une famille (a;);c;. Alors il existe un homomorphisme de
groupes, : G/N — K, tel que § o g = ¢ si, et seulement si, on a ¢(4;) = e, pour
touti € .

Définition 3.7 Le sous-groupe des commutateurs, [G, G), d’un groupe G est le sous-
groupe normal de G engendré par les éléments aba='b™", lorsque a et b parcourent
G. Le quotient G /[G, G] est un groupe commutatif, appelé 1’ abélianisé de G et noté
Gap.

La Proposition 3.6, appliquée a ce cas particulier, donne la propriét€ universeile de
I’abélianisé d’un groupe.

Corollaire 3.8 Si H est un groupe commutatif et ¢ G — H un homomorphisme de
groupes, il existe un, et un seul, homomorphisme de groupes, ©: Gap — H, tel que

?([g]) = @(g), pour tout g € G.

L'abélianisé du groupe libre {f1,...,t,) et le groupe abélien libre de rang n, Z”,
vérifient la méme propriété universelle; ils sont donc isomorphes. En particulier,
si G = Z xZ et si N est le sous-groupe normal engendré par rltztl_'ti", alors
G/N = Gy estisomorphe A Z & Z.

Définition 3.9 Un groupe G esr dit finiment engendré 5'il existe un homomorphisme
surjectif @1 {t1,. ..ty — G. Les éléments ¢(t;) sont appelés des générateurs du
groupe. Si, de plus, le noyau de @ est le sous-groupe normal N engendré par un
nombre fini d'éléments ay, . . . a,, alors G est dir finiment présenté. Dans ce cas, G
est isomorphe & {t1,.. . ) /N etonlenote {t1,... tys ay,..., G %

Par exemple, on a les présentations finies suivantes, Z/nZ = {t;1"), Z & Z =
(fl,tg;htgfl_ltz_l>, 3B Z/5T = (I[,f’__ﬂ;!‘?,fg:flfgfl_]f;]>. Introduisons mainte-
nant la notion de somme amalgameée de groupes.

Définition 3.10 Soit ¢,: H — Gy et ¢2: H — G2 deux homomorphismies de
groupes. La somme amalgamée de (@1, @) ou, par abus, la somme amalgamée de G,
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et Gy au-dessus de H, est le groupe (G + Go)/ N, quotient du produit libre G| x G
par son sous-groupe normal N, engendré par les éléments (W) @2(h)y~! lorsque h
parcourt H. On le note G| xy Ga.

Comme précédemment, {) et i sont les injections respectives de (7 et G2 dans le
produit libre G * G5 ; nous notons 7; et 73 leurs composés avec la surjection canonique
G * Gy — Gy g Go. Par définition, on a7, o @) = 7; 0 ¢p. En combinant la propriété
universelle du produit libre et Ja Proposition 3.6, on obtient la propriété universetle de
fa somme amalgamée.

Proposition 3.11  Avec les notations précédentes, si fpy; Gy — L et yp: Gy — L
yont des homomorphismes de groupes vérifiant ) o @) = W3 o @a, alors il existe un,
et un seul, homomorphisme de groupes ©: Gy xg Gy — L, tel que ® o7 = ) et
Dony =i,

H ’—"—'EL—* Gl

w:l lii @

G, — G *g Gy

\\\ql

-

.

Y

iz — [

Si les groupes G et G2 sont donnés par générateurs et relations, G; = {Sy; R} et
Gy = {8s; Ry}, et si le groupe H est engendré par S, le groupe G| gy G; admet pour
présentation

Gi*i G2 = (S1, 5 R, Ry, @1()@a(s) "5 € 5).

Si H = {1}, on retrouve le produit libre, Gy #113 G2 = G * G2. Si G, = {1} etsi
H est un sous-groupe normal de G, la somme amalgamée est le quotient de G5 par
H._. i.e.., {l} *gr GQ = GQ/H

3.2 THEOREME DE SEIFERT ET VAN KAMPEN

Soit X un espace topologique muni ¢’un recouvrement formé de deux ouverts U et V
tels que U/, V et U NV sont connexes par arcs. On considere les injections canoniques
i UNV UL, UNV =V, jy: U — Xetjy: V — X.Eles induisent le
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diagramme commutatif suivant

i)

mWNVy—" s Uy

T
i) f]l

iz

(V)

() x5, wnvy milV)
H\ T~ ¢

Ty T X)

dans lequel les groupes fondamentaux sont pointés en xo € I/ M V et ot 'homomor-
phisme ¢ est une conséquence de la propriété universelie de la somme amalgamée de

groupces,

Théaréme 3.12 (Théoréme de Seifert et Van Kampen) Avec les notations et hypo-
théses précédentes, ’homomorphisme @ est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Dans la Proposition 1.35, nous avons montré que, si on
ajoute aux hypotheses précédentes, 7 (U) = {1} et 7 (V) = {1}, alors
Iespace X est simplement connexe, i.e., w1(X) = {l}. Le début de la
preuve de cette proposition s’applique aussi ici ; il entraine que tout lacet de
X ceniré en x; est homotope & un preduit de lacets situés dans U ou dans
V, autrement dit que 1"application o (U} * 7r (V') dans 7r (X} est surjective.
11 en résulte que 1'application induite @ est surjective. Il nous reste donc &
établir "injectivité de ¢.

Considérons deux éléments |ao)]fas]. .. [a,] et [B11{B2]...[Bx] dans
71 (U) #a@nyy m1(V). Icl les a; et les B, sont des lacets de X centrés
en xp et situés dans U/ ou dans V. Nous supposons que ces éléments
ont méme image par ¢, c’est-a-dire que les lacets & = aj.a@2... 0, et
B = B1.Bz2 ... By sont homotopes dans X, et nous devons démontrer que
lan§[azl. .. [a.] = [B1]1[B2] . - . [Bw] dans 71 (U) %z vy 71(V)
Notons H : [0, 17 — X une homotopie entre « et 8. D’ aprés le théoréme du
nombre de Lebesgue (Proposition 1.22), il existe des découpages 0 = 1) <
fh<--<t=1let0=1sy<s5 < <5, = 1ducaré [0, 1] tels que
I'image par H de chaque petit rectangle |#;, t;.1] < |55, 8.1 ] est située dans U
ou dans V. Nous raffinons ensuite ces découpages pour que les découpages
induits sur chacun des deux cdtés, [0, 1] x {0} et sur [0, 1] x {1}, soit
un raffinement des découpages induits par ’écriture o = ay.wp - - - ¢y €1
B - 61-32 t 'Bm-

Nous étendons maintenant cette application #, définie sur le carré [0, 1%, en
une application H': [0, 1]> — X, définie sur le cube [0, 1]°. Pour cela, gréce
a I’hypothese de connexité par arcs, pour tout point x de X nous choisissons
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un chemin vy, : [0, 1] — X allant de x au point xy. Si x = xq, nous prenons
le chemin constant sur x5. Si x € U/, nous choisissons le chemin avec son
support dans U ; de méme si x € V, le chemin choisi est situé dans V. Nous
procédons par étapes successives pour la construction de 1’ application H'.

— Sur la base du cube, nous posons H' = H,i.e., H (1, v,0) = H{u, v).

- Sur les arétes verticales, de base un point de la forme (%, s;), nous posons
H'(t,55,7) = Yrg, 5,0,

— Pour les carrés [1;, 1] x {s;} x [0, 1], nous utilisons une méthode (déja
introduite dans la preuve du Théoréme 2.8} qui permet d’étendre de fagon
continue, 4 un carré, une fonction définie sur trois cotés de ce carré, Plus
précisément, soit ¢ la projection de [#;, £;,1] x {s;} % [0, 1] sur

i ] X s > {0 U i} < {55} < 10, 1T U i } x {55} x [0, 1],

effectuée & partir du point ((#; + t;11}/2,5;, 2). Nous définissons alors H’
par H' o 4. En procédant de méme pour les carrés situés au-dessus des
segments {#; } x [5;, 5.1, nous avons ainsi défini H’ au-dessus des droites
t = 1; et s = 5;. Observons que, par choix du chemin y,, comme chemin
constant sur ., la restriction de H' aux segments {0} x [0,1] x {1} et
{1} x [0, 1] x {1} est constante sur le point xq.

~ Pour la dernigre étape, nous procédons de facon similaire en étendant de
facon continue, & un cube, une fonction définie sur toutes les faces du cube
sauf une. Notons ¢ la projection du cube [#, £;1] X [55, 57411 x [0, 1}, sur
sa base et ses faces latérales, & partir du point (#; +,41)/2, (s;+5541)/2,2).
L application H’ est alors définie sur le cube par H' o g et I'image par H’
de chaque rectangle [#, #;,1] X [s;,5;+1] % {1} estsituée dans U ou dans
V.

1y

Par construction, pour tout #, la restriction de A’ a 'intervalle [#, 4] %
{0} x {0} est égale & a; et larestriction de H' |1, t;41] % {0} x [, 1] est
une homotopie dans I/ entre deux lacets de U, En conséquence g ... ¢,
et "image par H' de [0, 1] x {0} x {1} sont deux lacets conduisant au
méme élément dans 7 (U} # vy mi1(V). De méme 8, ... 8, et le lacet
H([0, 17 x {1} x {1}) sont deux lacets égaux dans 71(U) *,@rvy m1(V).
Comme H'({#;} x {s;} x {1}} = xo pour tout i, j, les restrictions de H’
aux intervalles |4, ;1] < {s; } x {1} et {#;} x [s;.5;41] < {1} sont des lacets
notes ¢; ; et d; ;. Par construction ces lacets sont dans &/ ou dans V.

Considérons matntenant tous les chemins allant de (0, ¢, 1) a (1, 1, 1) et for-
més de lacets ¢; ; et d; ;. Chacun de ces chemins, étant un composé de lacets
entierement dans U/ ou dans V, conduit a un €élément de 7,(U) * 5 (rav)
7r1(V). Chaque carré [t;, £;,1] x [s;, 5,11 ] donnant une homotopie, dans U/ ou
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d dans V,entre ¢; ;.diyy ; etd; ;. j41, 10Us les chemins considérés conduisent
au méme élément de (V) *, iy, 71(V). En particulier les chemins
H'([0,1] x {0} x {th et H({0,1] x {1} x {1}) sont les mémes dans la
somme amalgamée des deux groupes, et ceci termine la preuve de I'injecti-
vité de .

3.3 GROUPE FONDAMENTAL D’UN BOUQUET D’ESPACES

Définition 3.13 U/n espace pointé est un couple, (X, xo), formé d’un espace topolo-
gigue X et d’'un point xo de X, Une application pointée, f: (X, xg} — (Y, yo), est une
application continue vérifiant f(xg) = yo.

L’espace pointé (X, xq) est dit correctement pointé si le point xg admet un voisinage
ouvert, V, tel qu’il existe une homotopie H: V x [0, 1] — V, vérifiant H{x 0) = x,
Hix, 1) = xg et H(xy,t) = xo pourtoutt € [0, 1] et tout x € V.,

La propriété d’étre correciement pointé pour (X, xp) implique, en particulier, que
{xp} est un rétracte par déformation du voisinage V explicité.

Exemple : 8i M est une variété, (M, xy) est correctement pointé pour tout xo €
M. En effet, par définition, le point x; admet un voisinage ocuvert ¥V, muni
d'uvn homéomorphisme ¢: V. — D, ot D est la boule ouverte de rayon |
centrée en I'origine dans R” et oll ¢(xg) = 0. On définit alors une homotopie,
H:V x[0,1] = V,par H(x,t) = ¢ ({1 — Ne(x)).

Proposition 3.14 Si X est un espace cellulaire, (X, xg) est correctement poinité pour
tout xy < X.

Démonstration. La preuve est similaire 4 celle faite lorsque 'on a une
variété mais il faut prendre garde a un fait que nous explicitons dans un cas
particulier : si I’on considere la structure cellulaire de la sphere % avec une
p-cellule pour p = 0, 1, 2, 1a 1-cellule ouverte n’est pas un ouvert de $2 ; il
faut “I’épaissir”’. On procede comme suit dans le cas général.

Si e est la cellule ouverte & laquelle appartient x;, nous choisissons un
voisinage ouvert V de x, inclus dans e et tel que V se rétracte sur xg par
une homotopie H vérifiant H{x, () = x, H(x,1) = xy et H{xp, 1} = xp
pour tout 7 € [0, 1] et tout x € V. Notons X’ I’espace ceilulaire obtenu
aprés I’attachement de la cellule ¢ et soit f: $"~! — X’ Papplication
d’attachement d’une nouvelle cellule de X ; nous notons 7 E" = XU e
I'application induite. Le collier de V pour f estle sous-ensemble de XU s e”
défini par

Coll (V) =V U f({tu | fw) e V,1/2 <t < 1}).
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Cet ensemble est ouvert dans X' Uy e et il se rétracte sur le point xp avec
une homotopie comme dans la Définition 3.13. A chaque ajout d’une nou-
velle cellule, f;: S%~! — X;, il suffit donc de prendre le collier de I'étape
précédente pour obtenir le voisinage cherché, i.e., on définit inductivement
Vi = Coll g (Vi 1)

Dans les exemples que nous avons introduits jusqu’alors, on a donc toujours {X, x)
correctement pointé pour tout x € X. Cette condition n’est cependant pas vérifiée
pour tous les espaces topologiques.

Exemple : Considérons le sous-espace C de R?, appelé peigne, et défini par
C = ({0} x [0, 17) U ([0, 11 x {0} U ([0,1] x {1/n | n € N}).

Le couple (C, (0, 1)) n’est pas correctement pointé, Notons cependant I"exis-
tence d’une rétraction de C sur le point (0, 0) qui implique 71(C,{0,0)) = {1}.
Que peut-on dire de 7((C,{0,1))?

Remarque : Lespace pointé (X, xo) est dit bien pointé st I'inclusion canonique
{xp} — X ala propriété d’extension des homotopies au sens du Théoréme 2.8,
On peut montrer que si (X . xg) est bien pointé, il est aussi correctement pointé.
La réciproque est vraie lorsque X est un sous-espace d’un espace compact.
La preuve est technique, cf. [44, Theorem 2] et [S, & 1] pour I'interprétation
en terme de sous-espace d’un espace compact. Ces deux notions coincident
donc dés que I'espace topologique considéreé est normal, ce qui est le cas des
complexes cellulaires et des variéiés. Nous n’utiliserons pas cette remarque par
1a suite.

Si (X, xp) et (Y, yp) sont deux espaces pointés, rappelons que le bouguet, X vV Y,
de ces deux espaces, est obtenu en identifiant xo & yy dans la réunion disjointe X [ Y.
Observons que X Vv Y est connexe par arcs s1 X et ¥ fe sont.

Proposition 3.15 S les espaces (X, xy) et (Y, yp) sont correctement pointés, avec X
et Y connexes puar arcs, alorsona !

T XV Y)y=m(X)y«m(¥).

Démonstration. Notons V,, et V,, les voisinages ouverts de x; et de yy
apparaissant dans la Définition 3.13, ainsi que H,,, H,, les homotopies
associées. Le bouquet X V ¥ admet un recouvrement ouvert formé des deux
ouverts U = XV V, etV =V, VY. Lapplication K: U x [0,}] — U
définie par K{x,t) = x pourx € X et K(x,7) = H,(y,t)poury € V,,
montre que X est un rétracte par déformation de U. De méme, Y est un
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rétracte par déformation de V, et le point {[xo] = [vol} un rétracte par
déformation de I i V. On déduitl alors du théoréme de Seilert et Van
Kampen I'égalitée mi(X VY) = mi(UY« 7 ((V) = m(X) = m(Y).

Par exemple, de 7(S') = Z et 7(S?) = {1}, on déduil 7 (S' v §%) = Z et
7 (S? v §%) = {1}

Exemple : Soit C,, le bouquet de n copies du cercle §'. La Proposition 3.15
implique 7(Cy) = {#;....1,}, ol le géncrateur ¢ correspond au lacet tournant
une fois, dans le sens antihorlogique, autour du i-eme cercle st

Le résultat précédent permet de caleuler le groupe fondamental d'un graphe fini,
défini comme espace cellulaire fini de dimension 1.

Corollaire 3.16 Le groupe fondamental d’un graphe fini connexe, (G, est un groupe
libre a n géndrateurs avec n = n, — n, + |, ot B, désigne le nombre d'arétes de G et
1, son nombre de sommels,

Démonstration. Toute arte e, joignant deux points différents, peut étre
contractée en point et cette contraction est une équivalence d’homotopie,
cf. Corollaire 2.9. En itérant cetle contraction, on arrive 4 un bouquet de n
cercles. Pour délerminer #, remarquons, qu’a chaque opération de suppres-
sion d’une aréte, le nombre d’arétes et le nombre de sommets diminuent
chacun d’exactement une unité. La quantilé n, — n, reste donc invariante. A
la fin du procédé, il reste 1 arétes et | sommet, d’oli n, — 0, = n — 1.

3.4 GROUPE FONDAMENTAL ET ATTACHEMENT D'UNE
CELLULE

Proposition 3.17 Soit X un espace connexe par arcs, f: (8771 p) — (X, xy) une
application pointée et Y = X Uy e".
1. 8in > 3, Vinjection de X dans Y induit un isomorphisme entre les groupes
Jondamentaux, (X, xg) = 7 (Y, xp).
2. 8in = 2, l'application f définit un élément | f1 € mi(X, xp) et m(Y,xp) =
73 (X, x0) /[ f].

3. Sin =1 etsi{X,xp) est correctement pointé, alors w({Y ., xq) = 7 (X, x0) x Z.

Démonstration. Supposons tout d’abord n > 2, et formons le reconvrement
de Y parles ouverts U/ et V suivants. L'ouvert I/ est I"image dans ¥ de la
boule ouverte de rayon 1/2 contenu dans E®, tandis que V est la réunion
de X et de 'image du complémentaire de ia boule fermée de rayon 1/4.
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L’ouvert U est homéomorphe i une boule; il a le type d"homoetopie d'un
pointet U MV a celui d’une sphére S~ . En projetant le complémentaire de
la boule de rayon | /4 sur son bord, on définit une équivalence ¢’ homotopie
entre V et I'espace X. Ces ouverts €tant connexes par arcs, le théoreme de
Seifert et Van Kampen s’applique et donne

7YY = T(X) *p (—y THU).

Lorsque n > 3, les égalités (5"~ 1) = & (U) = {1} entrainent "exis-
tence d’un isomorphisme entre 7 ({X) et 7;(Y}. Lorsque n = 2, la formule
précédente donne (Y, xp) = 7 (X . x0)/ [ f]-

Considérons maintenant le cas # = 1. Comme X est connexe par arcs,
I’application f: S — X est homotope & 1’application constante sur xp.
I'apres la Proposition 2.10, U'espace ¥ a le type d’homotopie du bouquet
X v §!, d’o le résultat en appliquant ta Proposition 3,15,

Corollaire 3.18 Tout groupe finiment présenié est le groupe fondamental d’un espace.

Démanstration. Soit G = {t|,...,t;;r, ..., #} un groupe de présentation
finie. Notons X un bouquet de » cercles, on a 7 ((X) = {#,. ...t }. Chague
mot de (¢, ..., 4,) correspond donc A une application continue pointée de 5!
dans X. Notons f, ..., f, des applications continues pointées de St dans
X avec [f;] = r; pouri allant de 1 4 5. Nous ajoutons & X des 2-cellules, le
long de ces appilications f; pour former l'espace Y,

V = (((X Us, ez) (UF ez)-'- Uy, 6’2) .

I1 résulte alors de la Proposition 3.17 que 7,(¥) = G,

Corollaire 3.19 5i 5 est une surface compacte connexe, de mot associé f, écrit avec
n lettres, son groupe fondamental est

T(S) = {n,... .1 f)-

Démonstration. Rappelons I"argument déja développé dans le point 3. de
I’exemple situé aprés la Définition 2.7. Le polygone réduit P, associé a
la surface, peut &tre vu comme un disque de rayon 1, dom le bord est
décomposé en un nombre pair, 2x, d’ares de cercles identifiés deux i deux.
Ce bord est donc un bouquet, C,, de » cercles et la surface est un espace
cellutaire obtenu en ajoutant une 2-cellule, qui est le disque D, & ce bord
suivant I’application f: §' — C, déterminée par le mot associé i /. La
Proposition 3.17 et {a Proposition 3.15 impliquent alors

TSy = (t1, .t S
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Exemples : Détaillons quelques cas particuliers de surfaces.

— Le mot associé au plan projectif est a’. En conséquence, m{Py{R) =
(t,¢%y = Z/27Z.

— Le mot associé a un fore a g trous, T, esl (alb]al_]brl) c (agbgag_‘bg_').
En conséquence, 71(T,) = {a1, b1, ... a4, b, ng,-gg(asbfﬂf_lbg_]»-
Pour g = 1, on obtient bien 7((TY) = {a,biaba™'b~") = Z D Z.

Pour g > 1 le groupe est fortement non commutatif; il contient un groupe
libre & g générateurs. En effet, constdérons I’homomorphisme ¢ (7)) —
{a,a,. .., a,) obtenu en posant ¢(g;) = a; et ¢(b;) €gal a1’élément neutre ;
ce morphisme est bien défini car la relation (a.blal_'bi' hy... (aghga; ‘b ")
est envoyée sur I’élément neutre. L’ existence de I’application ¢ monire que

le groupe libre (@, a2, ..., a,) est un rélracie de 7 {T}), donc s’injecte dans
i (Ty).

— Le mot associé A la bouteille de Klein est aba™'b. En conséquence,
T Kin) = (a;b;aba‘lb). Des expressions équivalentes sont données

dans UExercice 3.1 et I'Exercice 4.2,

Théoréme 3.20 La sphére, les tores a g trous et les sommes connexes de plans
projectifs sont des surfaces non homéomarphes.

Démonstration. Si nous montrons que les abélianisés des groupe fonda-
mentaux de ces surfaces sont différents, elles n’auront pas le méme type
d’homotopie et ne pourront donc pas étre homéomorphes.

SiS=S%onam(S)={t}.

Si§ =T, onamiS)y, = Z%.

Si § est une somme connexe de » plans projectifs, on a #(8) =
{t,. . b5 6212 ... 12) d’ob, avec PExercice 3.2, m((S)p = Z7 ' 9 Z/2Z.
Tous ces groupes sont bien différents deux a deux, ce qui donne le résultat.

Si deux surfaces, compactes et connexes, ont méme groupe fondamental, elles
sont douc homéomorphes, Un résultat analogue est faux en dimension 3, comme le
montrent les espaces lenticulaires : les espaces lenticulaires Ls ) et L5, ont méme
groupe fondamnental (cf. Exercice 3.7) et on peut montrer gu’ils n’ont pas méme type
d’homotopie, cf. [11].

Si une surface est simplement connexe, le théoreme précédent impligue que cette
surface est homéomorphe a une sphére. Poincaré a conjecturé (en 1904) qu’une variéié
compacte, simplement connexe, de dimension 3, est homéomorphe 2 S, Une réponse
positive a €té apportée par Grigori Perelman en 2003, ce qui lui a valu la Médaille
Fields en 2006.



3.4 Groupe fondamental et attachement d'une cellule 77

En dimension supérieare ou égale a 4, un tel résultat est trivialement faux ; par
exemple, le produit §7 x 82 est simplement connexe mais n’est pas homéomorphe 2
la sphere S*. On peut alors se poser Ia question de savoir si une variété M compacte,
connexe, de dimension r, ayant le type d’homotopie de la sphére $*, est homéo-
morphe ou non & la sphére §%. La réponse est oui; elle est due 4 §. Smale (1960,
[42]) en dimension strictement plus grande que 4 et & M, Freedman (1982, [18]) en
dimension 4.



78 3« Le Théoréme de Seifert et Van Kampen

EXERCICES

Exercice 3.1  Montrer que les groupes {a,b;abab™') et (i, v:u®v?) sonl iso-
morphes. Faire de méme avec les groupes {(a, b; a*b™%) et (u, viavuv ™ u~y™1).

Exercice 3.2 Montrons que I’abélianisé du groupe G = (11, ..., 4,; 1265 -+ £2)
est Z* ' © Z /2.

Exercice 3.3  Par définition, un arbre est un graphe contractile. Un arbre A inclus
dans un graphe G est dit maximal il n’est pas inclus strictement dans un autre sous-
arbre de G. Soit G un graphe fini connexe et A un arbre maximal dans G ; montrer
que G/ A est un bouquet de cercles et que G et G/A ont méme type 4" homotopie.

Exercice 3.4 Déterminer le groupe fondamental du complémentaire d’un point
dans la sphére 82, dans le tore §! x S! et dans le plan projectif réel.

Exercice 3.5 Déterminer 7(P,(R)) et 7,{ P, (C)), pourn > L.

Exercice 3.6 Construire un espace X ayant comme groupe fondamental Z/nZ.

Exercice 3.7  Soit p et ¢ deux entiers premiers entre eux. Notons r la rotation
de R?, d’axe vertical orienté suivant la base canonigue, et d’angle 27/ p, et notons
o la symétrie orthogonale par rapport au plan z = 0. L'espace lenticulaire L, , est
le quotient de la boule E7 par la relation d’équivalence R qui identifie un point x du
bord §% de E* avec le point o(r9(x)). Calculer 7 (L, ,).

Exercice 3.8  Le mapping tore &’une application continue, f: X — X, est
I'espace quotient, Ty = X x [0, 1]/R, avec (x, 1)R(f(x),0).

1) Montrer que la bouteille de Kliein et le tore sont des cas particaliers de mapping
fore.

2) Supposons (X, xy) correctement pointé, pour un voisinage V, et f(xy) = xg. Cal-
culer le groupe fondamental 7(T) en fonction de (X, x0) = {a;; ).
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Exercices 79

Exercice 3.9 Nous identifions R* i une partie de la sphére $* par la projec-
tion stéréographique. Si A esl une partie compacte de R* avec n > 3, montrer que
(R A)Y 2 (5™ A).

Exercice 3.10  Le tore S' x §' est homéomorphe au quotient de R? par la
relation d’équivalence identifiant (a,b) & (a + n, b + m), pour m et r € Z. Notons
p: R? - §' x S! ’application quotient. On appeile noeud rorigue (p, q) et on note

Cp,4 la courbe image par p de la droite d’équation y = = x. Caleuler 7 (RM\C,, ).

(On pourra utiliser les exercices 3.9 er 2.1.)

Exercice 3.11  Un enirelacs est une figure formée par I'image d’une application
continue injective d’une union disjointe de cercles dans R*. Voici trois entrelacs notés
A, B et C. Le dessin A représente deux cercles disjoings, le dessin B deux cercles

- - AT TN
L ."/ - \\. f/’ - \\
T P T T -~ | Ty ' i = I| I
C > C P o ] o

— T T Tt

| y
\__ 4 W\ /
A B C

Figure 3.1 Des enlacements.

simplement noués. Dans le dessin C, un des deux cercles passe deux fois & travers
I'autre. Le but de I'exercice est de montrer que ces objets sont homotopiguement
différents en montrant que le groupe fondamental de leur complémentaire est différent.

1)} En utilisant le théoréme de Seifert et Van Kampen, montrer que 71 (R34 A) = Z+Z.

2) Les deux cercles de I'entrelacs peuvent étre choisis comme 1’dme des deux tores
pleins dont la réunion suivant leur bord est la sphére §3, cf. Exercice 2.1. Déterminer
1(R°\ B). (On pourra utiliser 1'Exercice 3.9.)

3) En choisissant le premier cercle comme 1’ame d’un des deux tores ef le deuxieme

cercle 4 intérieur du deuxigme tore, calculer 7 (R*\ C). (On pourra utiliser 1I’Exer-
cice 3.8)
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SOLUTION DES EXERCICES

Exercice 3.1 Une premiére méthode consiste 4 remarquer que ces deux groupes
sont des présentations différentes du groupe fondamental du méme espace, 1a bouteille
de Klein, i travers "homéomorphisme K, = Po(R¥ P;(R). Nous pouvons égale-
ment construire directement un isomorphisme entre ces deux groupes. Pour cela, on
définit deux homomorphismes de groupes,

@ {u, v uv?y — la,biabab™t) et (a,biabab™"y — (u, viutv),

par o(u) = ab, e(v) = b~ Wla) = uv, Y(b) = v On vérifie qu’ils sont bien
définis, car (u*v?) = (ab)’b = = abab' et y(abab~') = u’v?, et inverses I’un de
I antre,

Pour le deuxiéme exemple, on considére les homomorphismes suivants, en laissant
les vérifications au lecteur,

@: {a,by;a®b™) = {u,viuvuv™lu e avec  @(a) = uv, @by = uvu,
g {u,vyuvuy e Y = (0,b:a?hTH avee W) = a b, Yv) = b a”

Il s’ agit de deux présentations du groupe fondamental du nceud de trefie étudié dans
I’Exercice 3.10.

Avec ces deux exemples, il apparait bien délicat de déterminer si deux présentations
données correspondent au méme groupe et il n’existe en général pas d’algorithme
pour en décider. Plus particulirement, en théorie combinatoire des groupes, le “word
problem” consiste & décider en un nombre fini d’étapes (nombre borné pour le groupe
étudié) si un mot est €gal ou non a I’élément neutre. On peut montrer qu’il existe
des groupes pour lesquels ce probléme n’est pas décidable ; il existe aussi des cas
particuliers oil la réponse au “word problem” est positive. Pour une étude de ces
situations, le lecteur consultera [24],

Exercice 3.2 Soitp: Z""' ¢ Z/2Z > Gy ’homomorphisme qui envoie I'é1é-
ment (a1, ...,0,) SUr (ay +dp,...,8,.1 + dy, d,). C'est un isomorphisme, d’inverse
(bla-“abn) i (bl "‘bm---abn—l _bﬂ:bn)-

Plus généralement, ’abélianisé du groupe libre & 1 générateurs est le groupe abélien
libre & 7 générateurs. Si un groupe est donné par générateurs et relations, {§; R}, son
ab&lianisé est le groupe quotient du groupe abélien libre Z<4®) par I'image ¢{(R) de
R A travers la surjection canonique g : () — Z%S, Pour le démontrer, il suffit de
vérifier qu’ils satisfont la méme propriété universelle, Dans le cas particulier étudié,
G ={t),... .ty 1% ... t3), le sous-groupe g(R) est engendré par 2(1,...,1) € Z.
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Exercice 3.3 L arbre A ayant le type d”homotopie d’un point et G étant obtenu &
partir de A par adjonction de 1-cellules, le Corollaire 2.9 implique que G a le méme
type d’homotopie que G/ A.

Pour terminer, il nous reste i érablir qu’un arbre maximal, A, passe par tous les
sommets de &. En effet, dans le cas contraire, il existe un sommet v de G qui n’ap-
partient pas & A et est joint par une aréte ¢ & un sommet de A. L'union de A et de
cette aréte ¢ étant encore un arbre, on a une contradiction avec la maximalité de A. En
conclusion, G/A n’a qu’un senl sommet et est donc un bouquet de cercles.

Exercice 3.4  Par %, on désigne un point quelcongue de I'espace considéré. La
projection stéréographique est un homéomorphisme entre Ie plan R? et Ia sphére §°
privée d’un point, d’oll 7 (S?\ {¥}) = 7 (R*) = {1}.

On sait rétracter tout disque privé d’un point sur son bord. En appliquant cette
construction A la représentation planaire d’une surface, on rétracte donc la surface
privée d’un point, sur le bord de sa représentation planaire. Dans ia représentation
réduite, le bord n’a qu’un seul sommet ; il §’agit done d’un bouguet de cercles.

Pour le tore, fe bord du carré esg un bouquet de 4 cercles et I'identification des arétes
nous donne un bouquet de deux cercles, d’ot 7 ({T)\{*}) = Z  Z.

Pour fe plan projectif réel, le bord est constitué d’un cercle soumis i 1'identification
des points antipodaux. Ce quotieni est donc homéomorphe 3 #({R) = st d’on
T PR\ {*}) = Z.

Exercice 3.5 Nous avons déja éabli, 7 ((P2(R)) = Z/27Z. Supposons, par récur-
rence sur z, que 7, (P,_(R)) = Z/2Z, et monirons que 7 { P,(R)) = Z/2Z.
Rappelons, de 1a Proposition 2.17, que I'espace P, (IR) est homéomorphe & I’espace
cellulaire P,_;(RYU, _, ", olig,_;: §*=1 — P,_1(R) est la surjection canonique.
Nous obtenons la preuve du pas de récurrence en appliquant la Proposition 3.17.
Dans le cas complexe, on sait que 7, (PHC)) = mi(87) = {1}. Un raisonnement
identique & celui mené dans le cas réel, donne 7 (P.(C)) = {1}, pour tout # > 1.

Exercice 3.6 L’espace X = §' U; ¢, oll f est une application de S' dans §' de
degré n, répond a la question.

Exercice 3.7 L'espace L, , est défini comme quotient d’une boule E* par une
relation d’équivalence R qui ne concerne gue les points de son bord 2. Si on note X le
quotient de $7 par cette relation, I’espace L, , se décrit aussi comme I"espace cellulaire
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Ly, = X 13, ¢, ol p: 82 — X est 'application quotient. La Proposition 3.17
tmplique alors 71{L ) = 71(X); il nous suffil donc d’étudier I'espace X.

Notons E; la calotte supérieure de S° et £2/R le quotient de E? par la relation
d’équivalence R précédente. Cette derniére identifie un point x du bord S de £7 avec
le point e>74/? x_ L’injection de EZ dans $° induit un homéomorphisme, E2/R = X.
Décomposons fe cercle §' en p arcs de méme longueur. Dans le quotient E7 /R ces
arcs sont identifiés et forment un cercle S). Nous répétons le raisonnement fait au
début de cet exercice : 1a relation d’équivalence R ne concernant que les points du bord
de la boule £2, ’espace quotient se décrit cellulairement par X = EZ/R = S' U, €2,
ol p': ' — S! est I'application qui parcourt p fois le cercie. En conséquence, en
atilisant & nouveau la Proposition 3.17, on cbtient 7(X) = Z/pZ.

Exercice 3.8
1) Le tore et la bouteille de Klein sont obtenus comme mapping tore des applications
f-_. g SI — Sl, f = id, etg(efx‘) — e_.i!’

2) Considérons le recouvrement de 7'y par les ouverts
Uy = ((X x ([0, I/4{U]3/4, 1) U(V x [0,1])) /R et U; =]1/10,9/10[x X.

Soit 71(X, xo} = {(a;;r;) une présentation du groupe 7 (X, xo), dans laguelle a; est
la classe d’un lacet ;. Prenons comme point de base de T le point @ = (xg,4/5) €
Uy N U, Loavert U; a le type d’homotopie de X, d’ot 7 ((Uz, a) = {a;5 7).
Comme dans la preuve de la Proposition 3.15, on constate que ['ouvert U/ ale type
d’homotopie du bouquel X v S, et done o (U}, a) = {a!,e;r/}, ob ¢ est la classe du

lacet ¥ défini par
X0, 5 +5], Ssts5+ 5= ,

yis) = B q.'+4>l
xos =g )y sistzz L

L’ouvert Uy MU, ale type d”homotopie du bouquet X v X. Son groupe tondamental
est engendré par les €léments b; et d; suivants : les b; sont les classes des lacets
(er;(5),4/5) et les d; sont représentés par les composés u.Bi.u” L, avec u(s) = (xp, {1-—
S)L/S5)+ $(4/5)) et Bi(s) = (ai(s),4/5).

Notons maintenant £y: (U M U) — 7{Uyyetia: w(Uy 0 Us) — (L) les
applications induites par les injections de U/} M U dans U) et U, respectivement. On
adi(b) =al,ifd)=emi(f)a)c™, (b)) = ir(d)) = a;. Le théoréme de Seifert et
Van Kampen implique alors

m(Ty) = {ag, ¢; vy, emy(f)a)e ™ a7 )
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Exercice 3.9  Soit U, = {(x),....%31) € " | 2y > | — &}. L’homéomon-
phisme £ : $"\{(0,...,0, )} — R, défini par

X Ap
k(xl$“‘jxﬁ+]) = (“__“_'__1"'-:_“““_'_ f
i - An+l 1 — Xyt

envoie homéomorphiquement ['ouvert U4 {(0, ..., 0, )} sur le complémentaire de la
boule centrée en O et de rayon 1/ dans R*, B(0, I /&). Choisissons & pour que A soit
incius dans B(0, 1/g). Dans ce cas, §”\ A est la réunion de R™\ A et de U,. L'ouvert U,
a le type d"homotopie d’un point. L’ouvert U, 0 (R*Y A} est le compiémentaire d’une
boule de R” ; il a le type d"homotopie de $* 1. De 7 (U,) = 7 (U, N{R"\ A)) = {1}
et du théoréme de Seifert et Van Kampen, il résulte :

T(S"N\A) = 7 (RN A) % (. n@m ay 1) = 7 (R A) .

Exercice 3.10  Le tore 7; est plongé dans R* sous la forme d’une surface de
révolution, obtenue en faisant tourner un cercle de rayon t autour d’un axe situé a
la distance 2 de son centre. Le cercle décrit par le centre est appelé 1’ame du tore T;.
Notons 7” le tore plein de R* délimité par 7;. Définissons 7;,, comme 7'\C, , que
I’on a épaissi de la fagon snivante : si x € 714,C, , on agrandit le segment [Ox] en un
segment ouvert [ Ox’{ d’une longueur 1+£. En appliquant I'Exercice 3.9, on raméne la
question au calcul de m(S?’\CP,q) pour lequel on utilise le théoréme de Seitert et Van
Kampen. Pour cela, on recouvre S3\Cf,,q par deux ouverts U/ et V. Pour U, on choisit
le complémentaire de 7' dans S*. D’aprés I"Exercice 2.1, ¢’est un tore plein, donc un
espace du type d"homotopie d’un cercle tournant une fois autour de 1'dme du tore 7.
Comme ouvert V, nous choisissons 77, . qui se rétracte sur I"dme du tore. L'intersection
UV ale type d’homotopie du tore T} auquel on a enlevé la courbe C, . Pour préciser
ce type d’homotopie, nous revenons 2 la représentation planaire du tore, cf. la figure
ci-aprés ol la courbe Cp, ; est représentée dans le cas p = 2, g = 3. On procede
par “couper-coller” en coupant suivant e trait en pointillé et en recollant suivant
les idensifications des bords. On trouve alors une bande avec deux cdtés identifiés,
donc du type d"homotopie d’un cercle. Ce cercle tourne p fois suivant un des cercles
générateurs du tore et ¢ fois suivant 1"autre ; il suffit de se promener suivant ce trait
en pointillé pour s’en convaincre. Cette identification nous donne les applications
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T{UNWVY=Z s m(Y=Z,ttretm(UNV)=Z - 7(Vy=Z,t — 9.
Le théoreme de Seifert et Van Kampen implique alors 71(S°\C, 4) = (4, viu"v"9).

Exercice 3.11

1) Nous pouvons supposer que les équations des composantes de Ientrelacs sont
2+y?=1,z=0et(x — 3P +y> = 1,z = 0. Comme recouvrement de R>\ A, nous
choisissons U = {(x,y,2),x < 2}\A etV = {{x,y,2),x > 1}\A. Les ouverts
U et V ont le type d"homotopie de R*\S'. En utilisant I'Exercice 3.9, on a alors les
isomorphismes 7 (R*\S") = 7(SP\SH = 7(S") = Z, cf. Page 5. D"autre part
{/ NV ale type d"homotopie de R* et son groupc fondamental est donc nul. D’apres
le théoréme de Seifert et Van Kampen, on a donc :

mRVNA) = (W) x (V) LT,

2) En utilisant I'Exercice 3.9, on raméne la question au calcul de 74(S*\ B). Si on
retire I’dme d’un tore plein, on a le type d" homotopie d’un tore. En effet, chaque coupe
suivant un plan orthogonal au plan du cercle enlevé est un disque auquel on a enlevé
le centre. 1 se rétracte donc sur son bord. En procédant ainsi pour chacun des deux
tores pleins, nous voyons que le complémentaire de B dans S° a le type d’homotopie
d’un tore, i.e.,

7R\ B) = m;(5*\B) = m(Tore) =

3) On procéde comme dans la question précédente pour le premier cercle. L'espace
S*\C a donc le type d’homotopie d’un tore plein 7”7 dont on enléve un cercle s
effectuant deux tours. Observons mamtenant que 7'\ C, est le mapping tore {cf. Exer-

1
cice 3.8) de I"application f de Ez\{(— M, (- ,0)} dans lui-méme consistant en une

rotation de 80 degrés dutour du (,entre

1
Rappelons que WI(EZ\{(—_._O);(——,O)}) = {ay,az), ot ay et uy sont les classes

de lacets centrés en (0, 0) et tournant une fois dans le sens antihorlogique autour de
(%, 0) et (—%,0) respectivement. Par construction 7 ( f }{a,) = a; et 7 {f a2} = 4.
D’aprés 'Exercice 3.8, on a dong

T(RNC) = (a1, a2, cicarc™! = ay,cae™! = a)) = (alzc;czalc_Qal_l) :



Chapitre 4

Revétements

La théorie des revétements, présentée dans ce chapitre, occupe une position privilégiée
en Mathématiques, comportant des applications en Géométrie Différentielle, Analyse
Complexe, Théorie des Nombres, etc. En Topologie Algébrique, c’est l'archétype
d’une situation qui s’ algébrise trés bien, les propriétés topologiques des revétements
étant déterminées par les groupes fondamentaux des espaces intervenant. Ce cha-
pitre contient les propriétés classiques de relévements d’applications et d’homotopie,
I’étude de la monodromie et celle du groupe des automorphismes, avec leurs inter-
actions. Les revétements galoisiens et leurs particularités sont présentés de facon
indépendante, la section consacrée aux automorphismes d'un revétement dans le cas
général pouvant ainsi étre réservée a un cours plus avancé. Nous terminons ce chapitre
par des illustrations concrétes et, en particulier, par la description des revétements d'un
espace dont le groupe fondamental est défini par générateurs et relations. L' exemple
d’un revétement non galoisien & 3 feuillets du ncend de tréfle est détaillé.

Comme dans [9, Chapter ITI. Section 3] et [28, Chapter V1, nous limitons I"étude
des revétements aux espaces connexes par arcs et localement connexes par arcs. Lex
énoncés y gagnent ainsi en clarté et concision. Une part des résultats obtenus se
génfralise a des espaces plus généraux ; le lecteur désireux d’en connaitre la frontiére
peut consulter [43, Chapter 2].

4.1 DEFINITIONS

La notion de connexe joue un réle important dans ce chapitre. Les principales pro-
priétés topologiques liées a la connexité sont rappelées dans les Exercices A4 et A5,
Mentionnons brieévement que si x est un point d’un espace X, la composante connexe
de x est Ia plus grande partie connexe de X contenant x. Un espace localement connexe
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est un espace dans lequel tout ouvert contenant un point x contient aussi un voisinage
connexe de x, i.e., ¢’est un espace admettant une base de voisinages connexes.

En remplagant “connexe” par “connexe par arcs”, nous obtenons la notion de
composante connexe pur arcs et d’espace localement connexe par arcs. Dans un
espace localement connexe par arcs, les composantes connexes et les composantes
connexes par arcs coincident ; elles sont a la fois 4 la fois ouvertes et fermées dans X.

Définition 4.1 Une application continue, p: E — X, est un revétement de X si les
espaces X et E sont connexes par arcs et localement connexes par arcs et si tout
point x € X admet un voisinage connexe, U, tel gue p~'(U) soit une union disjointe
d’ouverts Uy, tels que la restriction pyy, . U; — U est un homéomorphisme.
L’application p s'appelle la projection, !'espace p~'(x) la fibre au-dessus de x € X,
I’espace E I'espace total et "espace X la base du revétement. L'ouvert U est appelé
ouvert élémentaire ou ouvert trivialisant, les ouverts U; les feuillets de p_](U) ou
feuillets au-dessus de U.

Remarquons que les fevillets sont les composantes connexes de p~'({) et que tout
ouvert connexe inclus dans un ouvert trivialisant est aussi trivialisant.

Exemples : Si F est un espace discret, ¢'est-a-dire un espace muni de la topo-
logie discréte, la projection X x F — X est un revétement, appelé revétement
trivial,

Lapplication exp: R — 8, exp(z) = e¥™, est un revétement. En effet, les
voisinages ouverts U/, U; des points m, = (1,0) et my = (—1,0) présentés
au début de la Section 1.3 vérifient les conditions demandées dans la Défini-
tion 4.1.

Définition 4.2 Seit py: £y — X et pa: Ey — X deux revétements de X. Un homo-
morphisme de revétements, de p) vers py, est une application continue f: Ey — E»
telle gue p» o f = py.

Ur isomorphisme entre deux revétements est la donnée de deux homomorphismes
f. de py vers py, et g, de py vers py, tels que fog = idg, et go f = idg. §f
M = py = p, un isomorphisme est appelé automorphisme de p. Avec la loi de
composition des applications, I'ensemble des automorphismes du revétement p est un
groupe noté A(p). ]

Terminons cette section par deux propriétés basiques des revétements.

Proposition 4.3 Soit p: E — X un revétement. L'application p est surjective,
ouverte et les feuillets des images réciproques d’ouverts trivialisants forment une
buse fondamentale de voisinages dans E.
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Démonstration. Six € X et si U est un ouvert trivialisant contenant x, de
p(p~1{U)) = U nous déduisons que x est dans I'image de p et que p est
sorjective.

Soit X € E et V un voisinage ouvert connexe de x. Choisissons un voisinage
trivialisant U de x = p(¥) et notons U;, le feuillet de p~'(U) contcnant X.
Comme U;, NV cstun cuvert de Uy, 'ensemble p(U/;, M V) est un ouvert de
U, inclus dans p(V). Ainsi, I’application p est ouverte. De plus, le feuillet,
au-dessus de |'ouvert trivialisant p(V M ¥/, ), contenant x, est un voisinage
de x inclus dans V ; les feuillets forment done une base de voisinages dans
I"espace total.

Proposition 4.4 Soit p: E — X un revétement et soit Y un espace connexe. Si
Jfo. fi: Y — E sont deux applications continues telles que p o fy = po fi, alors
Vensemble F = {y € Y | fo(y) = fi{y)} est vide ou égal a Y tout entier.

Démonstration. Nous allons démontrer que F est 4 1a fois ouvert et fermé
dans 'espace ¥, ce qui implique le résultat.

— F estun ouvert. Soit y € F, nous choisissons un voisinage trivialisant,
U, de x = p{fo(¥)). Si U; est le feuillet de p~!({/) contenant f;(y) =
f1(¥), alors I’intersection fo_'(U,-) M f,_](Uf) est un ouvert contenant
¥ sur lequel fy = fi car p: U; — U est un homéomorphisme. Donc
fo_l(Ui-} M fl_'(U;) est un ouvert contenant y et inclus dans F.

- F est un fermé, Montrons que le complémentaire Y\ F est ouvert. Soit
¥y & F, nous choisissons un voisinage trivialisant, I/, de x = p{fo(¥)).
Les points fu(y) et fi(v) appartiennent a des fenillets différents, U; et
U;, de p~!(U). Le méme argument que ci-dessus implique quc Iouvert

O_I(Uf) M fl_l(U;) contient y et ne rencontre pas F.

4.2 RELEVEMENTS D’APPLICATIONS

Dans cette section, nous montrons que les propriétés de relévement de cheminos et
d"homotopies, établies pour I’exponentielle complexe, sont valables pour tout revéte-
ment, avec des preuves similaires & celles utilisées dans le Chapitre 1. Nous donnons
également une condition nécessaire et suffisante pour 1’existence du relévement d’une
application quelconque 2 valeurs dans la base d’un revétement.

Théoréme 4.5 Soit p: E — X un revétement, Xy un point de E et xg = p(Xp).
Pour tout chemin o [0, 1] — X tel que a(0) = xq, il existe un, et un seul, chemin
&: (0,1} — E tel que poa = a et @(0) = xy. Le chemin & est appelé relévement de
@&.
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Démonstration. Soit (U/;);e; un recouvrement de X par des ouverts tri-

vialisants. Nous choisissons un entier naturel # tel que 1/a soit inférieur

au nombre de Lebesgue du recouvrement o~ (U, );¢; de {0, 1]. Pour tout
joj+1

=, - U .

(L. n iti)

Soit Cy le feuillet de p_’(U,-(m) contenant xy. La restriction p: Cy — Uy,

étant un homéomorphisme, nous pouvons définir &: [0, 1/n] — E par
1

J=0....,n—1,ilexistedonc i(j} € I tel que &

a=p oa.

Notons C; le feuillet de p~!(Uiy,) contenant &(1/n). La restriction
p: Cr — Uiy est un homéomorphisme. La construction précédente peut
donc &tre répétée en définissant &: (1/n,2/n] — Epara@ = p~! ca.
L'application &: {0,2/r] — E, obtenue en réunissant les deux étapes pré-
cédentes, est continue, grace au Lemme 1.4, La coustruction de & sur I'in-
tervalle [0, 1] tout entier s’ ach&ve par induction ; son unicité découle de la

Proposition 4.4.

Le relevement établi dans le Théoreme 4.5 respecte les classes d’homotopie. Plus
généralement, nous mantrons que toute homotopic a valeurs dans la base d’un revéte-
ment se reléve dans 1’espace total.

Proposition 4.6 Soit p: £ — X un revétement et Y un espace localement connexe
par arcs. Pour tout couple d’applications continues, fo: ¥ — Eet f: ¥ x[0,1] = X
telles que p(fo(¥)) = f(¥,0), il existe une application continue f: Y x [0,1] — E
telle que p o f = fet f(_y:O) = foly), pourtout y € Y.

Démonstration. L'énoncé peut se résumer par le diagramme commutatif
suivant, dans lequel jo{y) = (y,0) et 'application f est A construire,

Y . = E
Jo /// P
¥ x [0,1] X.

Si y € ¥, nous notons f"\ [0, 1] — E lereléevement du chemin f{y, —) tel
que f},({)) = fol{¥). L'application f: Y x [0,1] — E, (y,t) — fv(r), fait
commuter le diagramme ci-dessus ; il reste & établir sa continuité. Fixons
y € ¥ et montrons la continuité de f en (y, 1), avec ¢ € [0, 1].

Pour tout ¢ € [0, 1], nous choisissons un produit d’ouverts connexes par arcs,
V(y.£) x W(y, 1) C ¥ x [0, 1], contenant le point (y,¢) € ¥ x [0, 1] et dont
I’image par f est incluse dans un ouvert trivialisant &/(¢). Grace au nombre
de Lebesgue d'un recouvrement, il existe un entier # tel que tout intervalle




® Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

4.2 Relévements d'applications 89

de longueur # soit inclus dans 'un des voisinages W (v, t). En particulier,
pourtouti € {1,...,n}, il existe f; € [0, 1] tel que

n 'n

r_' 1 C Wiy, ).

Soit V(y} un voisinage connexe par arcs de y, inclus dans M?_, V(y, ). Par
construction, on a, pour tout i € {1,...,n},

f (V(}’) X r ; : ; j;D C VO ) x Wy, ) CU).

Construisons une application continue Fi Viv) x [0,1] — E telle que
p(f(z.t) = f(z,t) et f(z,0) = fo(z). Cette construction suit un schéma
désormais classique : supposons avoir défini

. k-1
fk—l: V(}‘) X [(}, —] — K
n

vérifiant les conditions imposées. Dans le diagramme commutatif suivant,
fi—1 dénote aussi sa restriction a V(y) x {f‘-;—]} et ’application g, est

construire,
. fic
vy x (L — e i
g _ -~ 7 v l
z P

_ fl

vy x [51 5]

A

Uty

Par connexité de V(y), I’application f}{_l envoie V(y) x {L;_l} dans un
tenillet C;, de p~!(Ur(y)). La restriction de p 4 C; étant un homéomaor-
phisme entre C; et U(#;), nous définissons g; par g; = p~ ' o f, comme cela
a déja é1€ fait A plusicurs reprises. L'application 7, s’obtient alors A partir de
fi_1 et g ; elle est continue d’aprés le Lemme 1.4.

Par unicité du relévement, nous avons f(z, ) = _f(z, 1), pour tout (z, ¢} €
V{y}) x [0, 1]. En conséquence, I'application f est continue en (y, ).

Corollaire 4.7 Soit p: E — X un revétement. Si gg, g1: [0,1] — E sont deux
chemins de méme origine, go(0) = g(0), tels gue p o go ~ p o gy el {0, 1}, alors
go est homotope a g, relutivemenr @ {0, 1}. En particulier, I'upplication induite
m(p): wiE,x) = (X, p(X)) est injective, pour tout ¥ € E.

Démonstration. Lhomotopie F entre p o gg et p o g vérifie F(s,0) =
plgo(s)), F(s, 1) = p(glsh), F(O,1) = pigo(0) = p(g1(0) = xo,
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F(l,1) = p(go(l)) = p(g1(1)} == x;. Nous construisons une application
G: [0,1]° ~ E en appliquant la Proposition 4.6, ce qui donne le
diagramme commutatif suivant,

b4l
0,1) —*— &
Jo /9’/ lp
01 —F—— x

Déraillons les propriétés de G.

— Par construction, I’application s — G(s, 0) coincide avec gg.

— Lapplication ¢t — p(G(0.1)) = F(0,#) étant constante sur x; et la
hbre p_‘(xg) étant discréte, I’ application ¢ — ({0, {} est constante sur
G(0,0) = gof0).

— L’application s — G(s. 1) vérifie p(G(s, 1)) = F(s5,1) = p(g\(s)) et
G(0, 1) = xg. Par unicité du relevement du chemin p o G(—, 1} = po g,
le chemin s +— G(s, 1) est égal au chemin 5 — g{(s).

— Lapplication ¢ — G(1,¢) est constante sur G(1,0) = go(1) et donc
goll) = gi(1).

L’application G est donc une homotopie entre gy et gy, relativement 4 {0, 1}.

Corollaire 4.8 Si p: E — X est un revétement, les fibres p~'(x), x € X, munies de
la topologie induite, sont des espaces discrets, de méme cardinal pour tout x € X. Par
définition, un revétement a k fevillets est un revérement dont les fibres ont k éléments.

Démonstration. Soit IJ un ouvert trivialisant contenant x, de feuillets
(U;)ie;- Les singletons p~'(x) N U; sont des ouverts de p~1(x) pour la
topologie induite ; I'espacce topologique p~!(x) est donc un espace discret.
Considérons deux points xg, x; de X et un chemin a: [0,1] — X tel que
a(0) = xg, @(1) = x|. A tout point Xy de p~!(xy), le Théoréme 4.5 associc
un unique chemin ég,: [0,1] — X telle que a5 (0) = Xp et az,(l) €
p~ ' (x1). Définissons ©(a): p~'(xg) — p~'(x)) par ®la)(Fy) = a5, (1)
L application ®(a), ol @ est le chemin d’origine x,, de but xp, défini par
(1) = a(l — t), est un inverse pour P(a), car a.@ et @.a sont homotopes
a P'application constante. Nous avous ainsi construit une bijection entre les
ensembles p~!(xq) et p~'(x).

Corollaire 4.9  Tout homomorphisme de revétements est un revétement.

Démonstration. Soit f un homomorphisme de revétements, de source
P El — Xetdebut po: Es — X. Montrons d abord la surjectivité de
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Iapplication f. Soit y € E;. Nous choisissons un point x) € E) et posons
X2 = fGh xo0 = pa(iz) = pi(E). Si e est un chemin de £5, de source
Xy et de but ¥, il existe un unique chemin # de F; tel que k{(0) = x; et
1 oh = p;oa Notons x = (1) et remarquons que f o s et @ vérifient
(foh()=a(l) =xet poo(foh)= piok = pyoa. Par unicité du rele-
vement, ces deux chemins coincident, d'ol f{x) = (f ¢ h)}{1) = a(l) = ¥.
Erablissons Dexistence d'ouverts trivialisants. Soit ¥ € E, et U un ouvert,
contenant p,{y), trivialisant pour p; et pour p,. Décomposons p;l(U} en
composantes connexes, p{](U ) = Ui W;, avec ¥ € W, et décomposons
chaque f~1{W,) en composantes connexes, f~'(W,) = U; ¢y ;. Comme
pof=p,ona pl_l(U} = U; U; Cy,;. Soit maintenant C une compo-
sante connexe de p, HU). Limage f(C) étant connexe, C est contenu dans
7~ 1(W;) pour un certain i et donc C est ’'un des C;, ;. Par définition méme
de revétement, la restriction de p; a chaque C; ; est un homéomorphisme
sur /. Le diagramme commuiatif

montre que la restriction de f a C; ; est un homéomorphisme sur W;. Par
restriction au cas particulier i = 1, on obtient que Wy est un voisinage ouvert
de y, trivialisant pour f.

Nous nous intércssons maintenant & 1’existence de relévements d’applications de
source un espace connexe par arcs et localement connexe par arcs quelconque.

Théoréme 4.10 Soit p: E — X un revétement et Y un espace connexe par arcs el
localement connexe par arcs. Fixons deux points yo € Y, Xy € E el notons xg = pliy).
Si f1 Y — X est une application continue telle que f(yo) = xo, alors il existe une, ¢t
une seule, application continue }‘ Y — E telle gue f(yg) =Xnet po j | osi, et
seulement si, ona fom (Y, yo) C p. 7 (E, Xp),

Ce théordme raméne I’existence d’une application continue 4 la vérification d’une
inclusion de groupes. Signalons I'existence ¢’un exemple, di & Zeeman (cf. [23,
Example 6.6.14]) mountrant la nécessité de I’hypothése de connexité locale sur X.
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Démonstration. 1) Supposons que I’application f existe. La commutativité
du diagramme suivant,

(£, Xo)

(X, xg),

implique f.m: (Y, y0) C pami(E, Xp).

2) Réciproquement, supposons avoir cetie inclusion entre les images des
groupes fondamentaux. Il nous faut construire une application continue
f Y — E.Pour tout point y de ¥, nous choisissons un chemin y: [0, 1] —
Y, tel que ¥(0) = yg et ¥(1} = y. Le chemin f o ¥ se releve en un chemin
£:10,1] — E tel que g(0) = xp et nous définissons f(y) = g(1). Montrons
que ['application f ne dépend pas du choix du chemin y. Pour cela, soit
3 un autre chemin de Y, de source yy et de but y. (S1 8 est dans la méme
classe d’homotopie que -y, nous savons déja que leurs relevés ont méme
extrémités, cf, Corollaire 4.7.) Nous avons [y]{8]~) € #1(¥, yo). Comme
FAIYIIBY) € pam(E, Fp), les chemins (f o y).(F o B).(f o Byet f o B
ont des relevés de mémes extrémités. Les chemins (f o v).(f o 8).(f o 8}
et f oy étant homatopes, les chemins f o y et f o B ont comme relevés des
chemins de mémes extrémités.

Montrons maintenant gue f est continue qu point y € Y, Nous utilisons la
Propaosition 4.3 : soit I/ un ouvert trivialisant de X contenant f{vy), U’ la
composante connexe de f~!(U) contenant f(y)et V un ouvert connexe par
arcs tel que F(VY C U. Siy’ € V, nous choisissons un chemin a de V, de
source y et de but y’. La restriction p: I/’ — U étant un homéomorphisme,
le chemin « se reléve en p~! o f o a. Nous en déduisons f(y'y € U’ et la
continuité de 7.

L'unicité dun relevement provient de la Proposition 4.4,

4.3 CONSTRUCTIONS DE REVETEMENTS PAR ACTIONS DE

GROUPES

Nous explicitons ici des exemples de revétements, obtenus par des actions particulicres
de groupes discrets. Dans cette section, G est un groupe discret opérant 4 gauche sur
un espace X. Rappelons de la Proposition 2.13 que la surjection canonique, ¢: X —
X /G, est une application ouverte.
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Définition 4.11 Le groupe GG agit de fagon totalement discontinue sur 'espace X si,
pour tout x © X, il existe un voisinage ouvert U de x tel que Végalité g - UnNU #£ @
impligue g = e.

Remarquons que si le groupe G opere de facon totalement discontinue sur X, il en
est de méme pour tout sous-groupe H de G.

Proposition 4.12  5i le groupe G agit de facon totalement discontinue sur espace X,
connexe par arcs et localement connexe par arcs, la surfection canonique g X —
X /G est un revétement.

Démonstration. Soitx € X et ! un ouvert connexe de X, telsque x € U/ et
g-UNU # @ implique g = e. Remarquons que g;-UNgz- U # @ implique
g '8 UNU # @ dou gy g = eetgy = gi. Alusig ' q(U) = Ugea g-U
est une réunion d’ouverts disjoints.

L ouvert connexe g - U est fermé dans g ~'g(U) car son compiémentaire
est un ouvert ; ¢’est donc une composante connexe par arcs de ¢~ 'g(I/). La
restriction g © g - U — ¢(U/) est une bijection continue et ouverte ; ¢’est bien
un homéomorphisme.

Le quotient est connexe par arcs car X 1’est et ¢ est surjective. L'existence
des homéomorphismes g - U = g({/} entraine que X /G cst aussi localement
connexe par arcs, car X est.

Coroltaire 413  Pour tout sous-groupe discret H d’un groupe fopologique G, séparé,
connexe par arcs et localement connexe par arcs, la surjection canonigue G — G/ H
est un revétement.

Démonstration. Soit W et V les voisinages dc I'élément neutre e, construits
dans la premiére question de I’Exercice 2.4. Si ¢ € G, le voisinage Vg de
g vérifie:siz € h(Vg)N Vg avech € H, alors z = hvig = vpg implique
h=wvvu '€ Weth=ecar WN H = {e}. L’action est donc totalement
discontinue.

Nous détaillons maintenant une condition suffisante pour qu’une action soit totale-
ment discontinue.
Définition 4.14 Soir G un groupe opérant sur un espace X. On dit gue G opére

— proprement si, pour tout compact K de X, Uensemble Gy = {g € G | g-KNK #
&} est fini,

— librement si le stabilisateur G, = {g € G | g-x = x} est réduit & I'élément neutre,
pourtontx € X.

Remarquons qu’un groupe fini opére toujours proprement.
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Proposition 4.15 S un groupe discret G opére proprement et librement sur un espace
localement compact séparé X, il opére sur X de facon totalement discontinue.

Démonstration. Fixonsunpoint x € X et choisissons un voisinage compact
V de x. Par hypothése, I'ensemble Gy = {g € G | Vg -V # &} estfini;
notons gy, . .., g, ses élémeunts distinets de e. L'action étant libre ct ’espace
X étant séparé, il existe, pour tout i € {1,...,n}, des ouverts disjoints U;
et V; avec x € U; et g; - x € V;. Définissons un voisinage W de x par

"

w=v( (NN (N v

i=1 i=1

Sigé¢ Gy,nousavons Wng - WcCVng-V =02 8Sig e Gy, alors
g =g, etWng -W CU,nV, = & Enconséquence, I'intersection
W Ng- W est vide, pour tout g € G\{e}.

Sous les hypothéses de la Proposition 4.15, on peut montrer que 1’espace quotient
X /G est séparé. Nous ne donnons pas la preuve ici (cf. [20, Théoreme 6.7]) ; les
exemples considérés dans la suite ont été étudiés au Chapitre 2 et la séparation des
espaces quotients y a été établie.

Cette proposition est le paradigme de nombreux revétements. La Section 4.5 expli-
cite leurs particularités et un revétement ne s obtenant pas & partir d’une telle action
de groupe est décrit & la Page 108.

Exemples :

1. Le sous-groupe Z” de R” donne le revétement B ~ R*/Z" = (S'Y".

pacs

2. Lapplication g,: S' — S', ¢(z) = 2" est un revéiement. En eftfet, si U,
Z./nZ dénote le groupe des racines r-émes de |'unité, la surjection canonique
S! — S!/U4, est un revétement d’aprés le résultat précédent.

3. Le groupe Z opére sur R x [—1,1] par n - (x,y) = (nx,(—1)"y). Cette
action &tant propre et libre, la surjection canonique R x [—1, 1] — (R x
[—1,1])/Z est un revétement. Chaque classe d’équivalence admettant au
moins un représentant dans le produit{—1, 1] x [—1, 1], ’espace quotient se
représente par le carré
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@

dans lequel les deux cités munis du label @ sont identifiés. Cet espace est le
ruban de Mdbius.

4. La bouteille de Klein admet le tore comme revétement A deux feuillets. La
projection p: T* ~ Ky, peut se représenter ainsi, avec p(a) = p(b) = x,

plcy = pd) =y,
a b x

a b X
5. Laction de U, sur $¥ par £ - (z1. z2) = ({21, {Y22) donne un revétement dont
la base est appelée I'espace lenticulaire L, 4.

6. La surjection canonique ¢q,: S* — P,(R) est un revétement, cf. Proposi-
tion 2.17.

Soit p: E — X un revétement. Le groupe A(p), des automorphismes de p, opére
(A gauche) sur E par f - x = f{x)

Proposition 4.16 Soit p: E — X un revétement. Le groupe A(p) opére de facon
tibre et totalement discontinue sur E.

En conséquence, pour tout sous-groupe G de A(p), la surjection canonique £ —
E /G est un revétement.

Démonstration. Supposons f -xX = X.Onaalors po f = poidget
F(3) = idp(x) d'ot f = idg grice a la Proposition 4.4. L'action est done
libre ; montrons qu’elle est totalement discontinue. Soit ¥ € E et soit U un
ouvert trivialisant contenant x = p(x). Notons € la composante connexe
de p~!(U/) contenant £. Supposons f(C)NC # @, pour un f € A(p). li
existedonc y € Ctelque y' = f(y) € C,d’ ot p(f(3)) = p(y) = p(y’)et
y = y’, car la restriction de p 4 C est injective. Nous avons donc f(y) = y
et f = id car I’action est libre.
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4.4 GROUPE FONDAMENTAL ET MONODROMIE

Si p: E — X est un revétement, nous savons que p induit une injection entre les
groupes fondamentaux. Nous étudions ici la variation des images p.w (£, X), lorsque
X parcourt une fibre p~!(xp).

Théoréme 4.17 Sovit p: E — X un revéiement et xp un point fixé de X. L’ensemble
des groupes p,m(E.X), avec X € p~(xy), est une classe de conjugaison dans les
sous-groupes de 7 (X, xg).

Démonstration. 1) Donnons-nous deux points Xy et X; de p~ ! (xy) et choi-
sissons un chemin y: [0, 1] — E tel que w(() = Xy et ¥(1)} = ¥;. Ce chemin
définit un homomorphisme ¢, : 71(E, xo) — 7 (E,x)) par ¢,(lal) =
[¥.a.y], o ¥ est le chemin inverse de y. Observons que p o y est un lacet,
ce qui permet de définir un homomorphisme ¢y 71(X, x9) — 71{X, x0)
par ¢, (1B = [po -y]_' {51l 7 oy]. La commutativité do diagramme suivant
implique p, 7 (E, %) = [p o y]™! p.m(E, X)[p o v],

7 (E, %) — 2 7 1(X, x0)
| -
m(E, ) —2— (X, xp).

2) Réciproquement, donnons-nous un sous-groupe H de 7((X, xp) dans la
classe de conjugaison de p.wi(E, Xg), Le., 1l existe [a] € 7;(X, xp) tel
que H = [a]™ (p.7(E, %)) [@]. Un représentant e: [0,1] — X de la
classe [a] se reléve en une application g: [0, 1] — Etelque po g = et
£(0) = Xp. Posons x; = g(1}). Comme précédemment, on obtient

p.m((E X)) =[a]™! (p.m(E, %)) [a] = H.

Montrons que les classes de conjugaison de sous-groupes de 7 (X, xp) caractérisent
les revétements de X & isomorphismes prés.

Théoreme 4.18 Considérons deux revétements, p1. £y — X et pr: By — X, et un
paint xo € X fixé.

{. 1l existe un isomorphisme de revétements, f, de p, vers p» si, et seulement si,
pour tout (X, X)) € pl_l(xg) X p;'(xo), les sous-groupes (py).m(E{, %) et
(p2).m1(E2, X2) appartiennent & la méme classe de conjugaison.

2. I existe un isomorphisme, f, de py vers po, tel que f(X)) = X3 51, et seulement
st (P (B, X)) = (p2)emi(Eg,y X2)
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Démanstration. Siles deux revétements sont isomorphes, les tmages des
groupes fondamentaux appartiennent 2 la méme classe de conjugaison,
cf. Théoreme 4.17. Réciproquement, supposons vérifi€e cette propriété sur
les images des groupes fondamentaux. D’apreés le Théoréme 4.17, les images
décrivent toute la classe de conjugaison ; nous pouvons donc choisir des
points X; € E| et X; € E;tels que (pum1(E1, %) = (p2)o71(Ez. X2).
D’aprés le Théoreme 4.10, il existe deux applications f: E; — E| et
g: By~ Eytellesque pro f = p2, f(X2) =X, p2og = pi, g(x1) = Xz,

Les applications f o g et idg, relévent "application py au revétement p et
coincident en X, ; elles sont donc égales. On montre de méme g o f = idg,.

La deuxi¢me assertion découle de la construction de Iisomorphisme f.
Dans le cas p) = pz, le Théoreme 4.18 s’énonce comme suit.

Corollaire 4.19 Soit p: E — X un revétement. Pour tout couple (x|, X2) de points de
E tels gque p(x1) = p(xy), il existe f € A(p)tel que fi{x)) = f(Xy) 5i, et seulement
i, pomi(E, X)) = p.m(E, X2).

Terminons 1"étude du groupe fondamental #(X, x) de la base d’un revétement
p: E — X en montrant qu’il opere (A droite) sur la fibre p~'(x) d'un point x € X.

Soitx € p~ lx)et|e] € w1(X, x). Notons & I'unique chemin de E, de source ¥ qui
se projette sur le chemin a. Nous savons que le point (1) ne dépend que de la classe
d’homotopie de «, d'oi1 I'existence d’une application p“(x) x (X, x)— p"l(x),
définte par x - a = a(l).

Proposition 4.20 Soit p: E — X un revétement et soit x € X. Les propriéiés
suivantes sont vérifides.

1. L'application p_l(x) ® (X, x) ~ p_l(x), (X, ) — a&(l), est une action
(& droite) transitive du groupe (X, x) sur la fibre p~'(x). Elle est appelée
monodromie du revétement p.

2. Le stabilisatenr en x4 € E est le groupe p.mi(E, Xp).
3. La fibre p~(x) est isomorphe au quotient w1(X, x)/ p.m(E, %).

Observous que, par définition, la monodromie d’un revétement trivial est Fidentité
sur chaque fibre.
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Démonstration. 1) Par unicité des relévements de chemins, cette application
vérifie X-¢ = X et X -([e] [B]) = (x-[a])-| 8- Nous avons donc une opération
(a droite) du groupe fondamental sur la fibre. Quant a Ia transitivité de cette
action, donnons-nous deux points X et Xy, situés dans la fibre p~1(x). Nous
choisissons un chemin 3 de E, de source Xy et de but xy. Par définition de
I'action, nous avons ¥, = Xg - [a]l.ola = po §.

2) Dire que la classe d’homotopie [«] se trouve dans le stabilisateur du point
Xg, ¢’ est exactement dire que le chemin « se reléve en un lacet pointé en xo.
Ainsi le stabilisateur coincide avec I'image, par p, du groupe fondamental.

3) La dernigre assertion est une conséquence directe de la Proposition 2.15.

it
3

Si nous appliquons le résultat précédent au revétement p: R ~ St — ¢
nous obtenons une bijection ensembliste entre la fibre p~1(x) = Z et m,(S!, x). Pour
retrouver la structure de groupe sur (S, x), il nous faut considérer le cas particulier
oit le quotient 7 (X, x)/ p.7(E, X) est un groupe ; ¢’est le but de la section suivanie,

Points clefs A towt revétement p: E — X, nous savons associer deux groupes,
le groupe fondamental 7 (X, x)} qui agit transitivement (a droite) sur la fibre
p~ (%), et le groupe A(p) des automorphismes de p qui agit (& gauche) sur E
tout entier, de facon libre mais non transitive en général sur p~!(x). Ces deux
actions sont lies de la fagon suivante.

Théoréme 4.21 Soit py: E| — X et p: E; — X deux revétements.

1. Un homomorphisme de revétements, de p| vers po, induit une applicarion
(X, x)-équivariante de pl_l(x) vers p{](x), pour tout x € X.

2. Soitx € X un point fixé. La correspondance définie ci-dessus, entre homomor-
phismes de revéiements et applications 7 (X, x)-équivariantes de p'l"] (x) vers
2y '(x), esr une bijection.

Démonstration, 1) Soit f: E; — E; un homomorphisme de revétements,
xun pointde X et x| € p]"_'(x). Sila) € mi(X, x), Vaction de 7;(X . x) sur
pl_l(x) est définie par x; - [} = @&(1), ot & est un relévement, a travers py,
du chemin e, tel que @(0) = x,. Remarquons que f o & est un chemin de £
vérifiant f(&(0) = f(xy), fla() = f(%; - [a]),pofoa=poa=a.
C’est dong un reléevement de a, & travers po, d’origine f(xy) et d’extrémité
F & - Tal). I s’ensuit f(x; - [a]) = f(¥) [a], comme annoncé.

2) Notons x la correspondance qui envoie un homomorphisme de
revétements, f, sur sa restriction a la fibre pl_'(x). L'injectivité
de y est une conséquence de la Proposition 4.4; démontrons sa
surjectivité. Soit g: pr}(x) — p;'(x) une application (X, x)-
équivariante. Fixons x| € pl_'(x) et notons X, = g(x)). Le stabilisateur
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de % est le groupe (p)).m(X,%). St [a] € (pr.7i(X, %), de
Xy - fa] = g(x) - [a]l = g% - {a]) = g(X) = X2, nous déduisons
(P1)«m1(E, X)) C (p2)emi(Ea, X2). Le Théoreme 4.10 impligue existence
d'une unique application f: E;, — E; telle que pp o f = py et
Fx) =x3 = g(x)).

Si y; est un point quelconque de pf‘(x), par transitivité de action, il existe
[a] € m(X,x)tel que ¥, = X - {a]. Des compatibilités de g et f avec
Iaction de 7 (X, x), nous déduisons f(3n} = f(x, - [e]) = f{x))-[a] =
g1 - [a] = g(X, - [@]) = g(3)). Larestriction de { & p~!(x) coincide donc
avec I’application g de départ, d’ ol y(f) = g et la surjectivité de y.

Corollaire 4.22 Soit p: £ — X un revétement. Si 'action de 7 (X . x) sur la fibre
p~(x) est triviale, alors p est un revétement trivial. En conséguence, tout revétement
de base simplement connexe est trivial.

Démonstration. Les deux actions de 7 (X, x) sur p~'(x), provenant de
p ou du revétement trivial X x p~!(x) — X, étant triviales, |'identité
sur p~'(x) est une application 7 ((X, x)-équivariante. Elle correspond 2
up isomorphisme de revétements entre p et le revBtement trivial pour la
correspondance établie dans le Théoréme 4.21,

Dans le cas particulier py = p,, le Théoréme 4.21 s’énonce comme suit.

Corollaire 4.23  Pour tout x € X, le groupe des automorphismes d'un revétement
p: E — X estisomorphe au groupe des bijections (X . x)-équivariantes de p~'(x).

4.5 REVETEMENTS GALOISIENS

Définition 4.24 Soit p: E — X un revétement, x € X et x € p~'(x). Le revétement
p est galoisien si le sous-groupe p.((E, X) est distingué dans w,(X, x). {On dit aussi
gu’il est normal. )

Le Théoréme 4.17 nous garantit que la condition imposée i p. 7 (E, X} ne dépend
pas du choix du point ¥ dans p~!(x).

Définition 4.25 Un revérement universel est un revérement dont Uespace total est
simplement connexe.

Un revétement universel est évidemment galoisien. Le Théoréme 4.10 et e Corol-
laire 4.9 impliquent qu'un revétement universel est un revétement de tous les revéte-
ments de X, ce qui justifie le qualificatif “universel”. L'unicité d'un tel revétement se
déduit immédiatement du Théoréme 4.18 ; elle s’énonce comme suit.
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Proposition 4.26 Si X est un espace connexe par arcs et localement connexe par
arcs, deux revétements universels de X sont isomorphes.

Pour un revétement, le fait d’&tre galoisien peut aussi étre caractérisé 2 partir du
groupe des automorphismes ou de la monodromie.

Théoreme 4.27 Soit p: E — X un revétement. Les conditions suivantes sont éguiva-
lentes.

1. Le revétement p est galoisien.

2. Pour tout couple de points (X(, %) de E tels gque x = p(X)) = p(Xz), on a
p*WI(E}xwl) = p*ﬂ-l(EsiZ)-

3. Le groupe des antomorphismes, A(p), agit transitivement sur p~ ' (x), pour tout
xe X

4. Pour tout couple de points (%1, X;) de E tels que x = p(X() = p(X2) et pour tout
lacet vy de X centré en x, si le relevé de v, de source x\, est un lacet, alors le
relevé de vy, de source x5, est aussi un lacet.

Démonstration. Rappelons deux résultats déja établis.

— L'ensemble {p. 7 (E, %) | ¥ € p“{x)} est une classe de conjugaison de
(X, x), cf. Théoréme 4.17.

- Six e pMxyeti; € p~Ux) ilexiste f € A(p)tel que f(X)) = X, si,
et seulement si, p,m(E,X1) = p.mi{E, x;), cf. Corollaire 4.19,

Ainsi, it y a transitivité de I’action de A(p) sur p~'{(x) si, et seulement si,
le sous-groupe p.7i(E, x) est ke seul élément de sa classe de conjugaison,
c’est-a-dire si, et senlement si, ce sous-groupe est distingué, Nous avons
ainsi démontré 1’équivalence des trois premiers points de I’énoncé.
Remarquons qu’une classe d’homotopie [a] € (X, x) est telle que « se
reléve en un lacet de source % si, et seulement st, [a] € p, 7 (X, X). Ainsi,
la propriéi€ 2) implique 4). Réciproquement, ka propriété 4) se traduit par
pom{X, X)) C pom (X, X3). Cette inclusion entraine 1’égalité car les deux
groupes sont isomorphes d’apres le Théorgme 4.17.

Corollaire 4.28 Dans un revétement galoisien, toul endomorphisme est un awiomor-
phisme.

Démonstration. Soit f: E — E un endomorphisme de p. Six est un point
de p~'(x), par transitivité de Paction de A(p), il existe g € A(p) tel que
f(x) = gx). Il s’ensuvit f = g, d’apres la Proposition 4.4 et f est un
automorphisme.
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Les revétements galoisiens sont exactement les revétements obtenus par 1’action
d’un groupe,

Théoréme 4,29

1. 5i p: E — X est un revétement galoisien, I'espace X est homéomorphe a
l'espace guotient E [ A(p).

2. Si un groupe discret, G, opére de facon totalement discontinue sur un espace
E, connexe par arcs et localement connexe par arcs, la surfection canonigue
q: E — E /G estun revétement galoisien et G est le groupe des automorphismes
de q.

Démonstration. 1} Soit p un revétement galoisien. Dans le diagramme
commutatif snivant,

E
\q
T
p E/A(p)
/?’
P
X

I’application g est définie par G(x) = ¢(x), avec X € p~!(x). Vérifions
d’abord que cette application est bien définie. En effet, 4 X, et X; sont deux
points de la fibre p™! (x), par transitivité de 1’action, il existe f € A(p) tel
que f (X)) = X7, d'oll g{X1) = g{Xs). L'application § est continue. En effet,
si U est un ouvert de 1’espace quotient E/A(p), (1)) est un ouvert de E,
par continuité de 1’application ¢. L'application p étant ouverte et surjective,
g ') = plg= () est un ouvert de X. D’autre part, ’application p
induit une application continue, p: E/A(p)) — X, telleque p = Pog.
Depogop=p,§opog = g etde lasurjectivité de p et ¢, on déduit
Pog =idetg o P = id. Ceci montre que g est un homéomorphisme.

2) La Proposition 4.16 nous garantit déja que ¢ est un revétement ; il reste
i déterminer son groupe d’astomorphismes. Nous avons évidemment &G C
Alg). Soit f € A(g)et x € E. Le groupe G opérant transitivement sur
g~ (g(x)), il existe g € G tel que f(X) = g - X. D’aprés la Proposition 4.4,
f coincide avec I'application ¥ — g - ¥ et nous avons établi A(g) C G, d’ol
I’égalité G = A(gq). En conséquence, le groupe A(g) agit transitivement sur
chaque fibre et le revétement ¢ est galoisien.




102

4 « Revétements

Proposition 4.30 Si p: E — X est un revétement galoisien, Uaction (4 droite) du
groupe fondamental m\(X , x) sur la fibre p~\(x) induit un isomorphisme de groupes

WI(X:x)/p*FI{EaE) = A(P)

pourtout x € X et tour x € p~'(x).

Démonstration. Notons Autm(x_x)p_'(x) le groupe des bijections de

p~!(x) compatibles avec I'action de 7 {X,x). Nous savons, cf. Corol-

laire 4.23, que le groupe A(p) est isomorphe a Autn  x . 7~ 1(x).

Il nous suffit donc de construire un isomorphisme de groupes

mi(X,x}/ pomi(E,X) = Autgxn p~'(x). Pour cela, i toute classe

[a] € 7 (X,x), nous associons I’application ®,): plx) - p~(x),

définie ainsi :

— enun point ¥ € p~(x) fixé, on pose D, (X) = 1 - [«],

— si ¥ est un point quelconque de p~!(x), par transitivité de I'action, il
existe [B} € mi(X,x) tel que ¥y = X - [B]. On pose alors @p,(y) =
Dy () - [B] = x - [e.B).

Vérifions d’abord que cette définition a un sens : si x - [8] = x - [#'], alors
[B1(8'17! est dans le stabilisateur, p,7(E, X), de %. Le revétement étant
galoisien, ce composé se trouve aussi dans le stabilisateur, p.7 (£, - [«a]),
de ¥ [aletlonax - {al[B]1[B] ' =% [al,do0 X [a.8] =X |a.B]|
Par construction, I’application @, est compatible avec action de 7 (X, x),
le chemin constant donne 1’application identité et I'on a @, ] = Py ©
Prorq. Ainsi, Pyy est bijective, d’inverse ®p,;-1, et @ définit un homomor-
phisme de groupes de 7 (X, x) dans Auty x oy p~ (x).

Démontrons la surjectivité de ®. Si f € Auty (x.y p~ (), par transitivité
de I"action, il existe [a] € 7;(X, x) tel que f(X) = X - [«]. Les éléments f
et P, de Autr x.x p_' {(x) coincident au point X ; ils sont donc &gaux.
Les éléments dans le novau de @ sont les éléments de (X, x) qui se
relevent en un lacet au point x, c’est-a-dire Ker® = p.7;(X, x). Nous
avons établi Fisomorphisme de groupes annoncé.

La Proposition 4.30 permet de déterminer certains groupes fondamentaux sans
utiliser le théoréme de Seifert et Van Kampen.

Exemples : Le revétement p: R — S, p(7) = ¢%™ est universel. Son groupe
d’automorphismes, isomorphe & Z, est le groupe des translations, T,{t) =t +n,
ne .

La surjection canonique ¢: $2 — Py(I2) est un revétement universel. Son
groupe d’automorphismes, engendré par 1’application antipode, (x,v,z) =
(—x, —y,—2z), estisomorphe & Z;.
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On retrouve ainsi les groupes tondamentaux du cercle et du plan projeciif réel,
calculés dans le Chapitre 1 et le Chapitre 3.

4.6 GROUPE DES AUTOMORPHISMES D'UN REVETEMENT

Cette section peut étre négligée en premiére lecture. On ¥ montre que le groupe
des automorphismes d'un revétement quelconque peut étre détermimé & partir da
groupe fondamental, généralisant le résultat obtenu dans la Proposition 4.30. Cette
caractérisation fait intervenir la notion de normalisateur d'un sous-groupe.

Définition 4.31 Soit G un groupe. Le normalisateur N(H ) d"un sous-groupe H de G
est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est distingué, i.e.,

NH)={geG|gHg '=H}.

Théoreme 4.32 Si p: E — X est un revétement, de groupe d’antomorphismes A(p),
et 5i Xo € E, il existe un isomorphisme de groupes

A(p) & N(p.m(E. X))/ pomi(E, Xp),
ot N{p,.m(E, X)) désigne le normalisateur de p.m(E, xp) dans 7 ({X, p(xp))

Démonstration. Nolons x = p(x;), ob Xy est fixé. Comme dans la démons-
tratton de la Proposition 4.30, il nous suffit de construire un isomorphisme
de groupes

D2 Autyyx p (x) = N(p.mri(E, %))/ paari(E, Xo).

Soit f € Autyx. p~'(x). Remarquons d’abord que ¥y et f(iy) ont le
méme stabilisateur. En effet, si la classe [B] € 71(X, x) stabilise Xy, on &
flxp) = Fixo - [B]) = f(xo) - [B] et [B] stabilise aussi f(xp). En effectuant
le méme raisonnement avec I’ automorphisme £ ~!, on déduit que Xy et f{%a)
ont le méme stabilisateur. Notons H = p.7(E, Xy) ce stabilisateur et ¥y,
I’ensemble des éléments de p_‘(x) ayant f comme stabilisateur. Nous
montrons, tout d’abord, que N(H)/H agit transitivement et librement sur
¥;, en suivant la progression explicitée ci-dessous.

- Le groupe N(H) agit sur ¥;,. Siy € Y; et |B8] € N(H),alors y - [B] a

pour stabilisateur H. Ceci découle des équivalences suivantes :

By =3-18] = ¥ (BB H=73
& BlyiBY e H
e elBlI 'H[Bl=H.
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— L’action de N(H) sur Yz, est transitive. Soit 3 € Y;, et 3, € Yy,

Le groupe 7r1(X, x) agissant transitivement sur p~'(x), il existe [8] €
(X, x) tel que ¥, = ¥, - [B]. Montrons {8] € N(H). Si{y] € H, on
a:

o u-[Yl=F = F-UABIYD =51 -1B1=[B[y]1[BI ' € H,
e 1 [V=5 =5 (81" YD) =5 (81" =B ylIBlc H.
Il s’ensuit (8] H[B]~' = H et [8] € N(H).

- Le groupe N(H)Y/ H agit transitivement et librement sur Yz, Le sous-
groupe distingué H de N(H) agissant trivialement sur Yz, . le groupe
quotient N(H)/H agit sur Yg,. L’action reste évidemment transitive ;
montrons qu’elle est aussi libre. Soit y € Y5 et [Bly € N(H)/H tels
que ¥ - {Bly = y. U s’ensuit y - [f] = ¥, par définition de 1"action
du quotient N(H)/H, d’ol [B] € H et [B]y est 'élément neutre de
N(H)/H.

L application qui, a chaque f € Aut; x . p~(x), associe I'unique élément
[aly € N(H)/H tel que f(%p) = Xy - [@]y, définit donc une application

P Aty (x5 pnl(x) — N(p.m1(E, %)/ p.m(E. Xp).

Détatllons maintenant les propriétés de @.

— @ est multiplicative. Soit fi € AUty x ) P~ (x) avec fi(Xp) = %o - [@]
et fo € Aty (x ) p~ H(x)avee fof) = %o [B]. De fi(fo(%y)) = fi(Zo-
[B) = filxo) - [B] = (Xo - [a]) - 18] = Xo - ([«] [B]), nous déduisons
D(fi 0 fo) = PUHLHP(f).

— @ est injective. Si @(f)) = O(f;) = [aly, alors fi(ip) = fr(Zg) =
Xp-[e]. Siy € p_l(x), il existe {B] tel que ¥y = X - [B], o0 f1()) =
filGo - [B]) = fitxo) - 18] = folZp) - [B] = fa(P) et fi = fa.

- ® est surjective. Soit {aly € N(H)/H. Nous construisons
f € Autyx.p '(x) de la fagon suivante. Si y € p~'(x), il
existe {B] tel que ¥ = Xp - [B] et nous posons f{(¥) = xp - [e.B].
Remarquons que le stabilisateur de i, - [B] est [8]~ ' H[B]. Comme
la]~'H[a] = H, le sous-groupe [8]1~'H[B) est aussi le stabilisateur
de Xp - [a.B). Ceci a pour conséquence que I'application f est bien
définie : en effet, si Xy - [B] = X - [8), alors [B]7'[8'] € [B) ' H[B] et
lona g [a.8] = %o - [2-8)B]7[B'] = Xy - [a.B’]. Par construction,
I"application f est compatible avec 'action de #((X,x); elle a un
inverse obtenu en appliquant la méme construction a [a];,’ . Ainsi, f est
un élément de Aut,, x ,, p~ ' (x) tel que O(F) = [a]y.
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4.7 REVETEMENT UNIVERSEL ET REALISATION D'UNE CLASSE
DE CONJUGAISON

Commengous par I’étude des propriétés particulieres que doit posséder un espace X
admettant un revétement universel p: X — X,

Choisissons un point x € X, unpoint X € p~!(x) et un voisinage ouvert trivialisant
U de x. Notons W la composante connexe de p ' (I/) contenant X. L’application p et
les inclusions canonigues induisent le diagramme commuertatif suivant,

(W, 5) ——— 7 (X, 5) = {1}

b lg ip,,

m(U.x) (X, x).

L’application p,: mi(W,x) — 7 (U, x) étant un homéomorphisme, 1’application
(U, x) — 7 (X, x) est donc constante sur I'élément neutre.

Définition 4.33 Un espace X est semi-localement simplement connexe si chacun de
ses points x admet un voisinage U tel que Uapplication (U, x) — 7 (X, x), induite
par Uinclusion, soit triviale.

La propriété d’étre semi-localement simplement connexe est une condition néces-
saire d’existence d’un revétement universel ; nous allons montrer qu’elle est aussi
suffisante. Avant cela, illustrons par quelques exemples cette nouvelle définition.

Exemples :

1. Les espaces dans lesquels tout peint posséde un voisinage contractile sont
semi-localement simplement connexes. En particulier, les variétés topolo-
giques et les CW-complexes sont semi-localement simplement connexes.

2. Pour tout entier 7 > 0, nous notons C,, le cercle défini par C, = {{x,y) €
2 . .

R? | (x — 1) +y* = %} et C = U,50C, la réunion de ces cercles, munie

de la topologie induite de celle de R2. Cet espace n’est pas semi-localement

simplement connexe car tout voisinage du point (0, 0) contient un cercle Cy,

pour k assez grand, et ce cercle C; n’est pas homotope au lacet constant sur

(0,0).

Théoreme 4.34 Tout espace topologique X, connexe par arcs, localement connexe
par arcs et semi-localement simplement connexe, admet un revétement universel,

La preuve de ce résuliat fait 1’objet de 1’Exercice 4.3.

Soit X un espace, connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement
simplement connexe. Nous avons établi {cf. Théoreme 4.18) que deux revétements
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de X sont isomorphes si, el seulement si, les sous-groupes images des groupes fonda-
mentaux appartiennent & la méme classe de conjugaison. Nous montrons maintenant
que chaque classe de conjugaison de (X, x) se réalise comme image du groupe
fondamental d"un revétement.

Théoréme 4.35 Soit X un espace connexe par arcs, localement connexe par arcs
¢t semi-localement simplement connexe. Pour toute classe de conjugaison de sous-
groupes de (X)), il existe un revétement, (E. p), de X tel que p,.m(E) appartienne
a cette classe. Sila classe de conjugaison contient le sous-groupe H, les fibres de p
sont en bijection avec I’ ensemble quotient m1(X)/H.

Démonstration. Soit py: X — X le revétement universel de X, x € X et
H un élément d’une classe de conjugaison de 7(X,x). Si x € X, nous
savons (cf. Proposition 4.30) que le groupe des automorphismes de py est
isomorphe & (X, x). Notons H C A(py) le sous-groupe associé 3 H
dans cette correspondance et p: X — E = X/H la surjection canonique.
L’application p est un revétement galoisien d’aprés la Proposition 4.16 et le
Théoreme 4.29. L’ application px: X — X = X/A(py) factorise par p en
une application continue p,

Pour démontrer que p est un revétement, considérons un ouvert V', tri-
vialisant pour py. Son image réciproque par py est constituée d'images
disjointes g - U pour g € A(pyx), ob U est un ouvert de X, homéomerphe 4
V. Choisissons, dans A(py), un systéme de représentants (g;} pour le quo-
tient A(pyx )/ﬂ, et notons [g;] la classe de g;. Par définition du quotient £,
I’ensemble p~ (V) est une réunion d’ ouverts disjoints, p (V) = U;[g/]- U,
et I'application p induit un homéomorphisme [g;} - &/ = V|, pourtonti. La
bijection entre p~!(x) et 7{{X)/ H résulte de la Proposition 4.20.

Les Théorémes 4.18 et 4.35 impliquent la classification suivante.

Corollaire 4.36 Soir X un espace connexe par arcs, localement connexe par arcs et
semi-localement simplement connexe. Les classes d’isomorphisme de revétements de
X sont en bijection avec les classes de conjugaison de sous-groupes de w (X)), les
revétements galoisiens correspondant aux sous-groupes distingués.
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Utilisons ce corollaire pour classifier les revétements de quelques espaces. Par
exemple, comme 7 (A{R)) = Z; et que Z; a seulement deux sous-groupes, il n’existe
que deux revétements de base P:(RR), le revétement trivial et le revétement universel,
5% — Py{R).

Exemple : Revétements du cercle. Le groupe fondamental du cercle étant égal
a Z, ses revétements sont tous galoisiens. Le revétement universel est 1'expo-
nentielle complexe, exp: R — ', f +— %™ Les seuls sous-groupes de Z
étant nZ, les revétements de S! sont de la forme g, R/nZ — S, avec g,
mod n) = ¥ La multiplication par # induit un homéomorphisme entre
R/nZ et R/Z = §'; ainsi, 2 isomorphisme prés, les revétements du cercle sont
les applications ¢, : §' — S!, z — 77, de fibre Z/nZ. Le stabilisateur est nZ,
image du groupe fondamental de I’espace total par g,. l.e groupe des automor-

A

phismes est le quotient Z/nZ : ses éléments sont les applications z — ze ™= .

Exemple : Revétements a 2 feuiflets d'un bougquet de 2 cercles. Un bouquet
de deux cercles, X = S!' v S'. a pour groupe fondamental le groupe libre a
deux générateurs, G = {a, b). Les revétements i deux feuillets correspondent
aux sous-groupes d’indice 2 de G ; tout scus-groupe d’indice 2 étant distingué,
ce sont des revétements galoisiens. Les sous-gronpes d’indice 2 s obtiennent
comime noyau des homomorphismes de groupes ¢: G — Z;. Définis par les
images de a et b, ces homomorphismes sont au nombre de 4. Ep éliminant 1’ap-
plication triviale, on obtient @ (¢) = 1, ¢1(b) = —1; @2(a) = =1, p2(b) =1;

wi(a)y = —1, (b} = —1. Représentons géométriquement les espaces totaux
des revétements associés i @) et @3, le cas de ¢, se déduisant aisément de celui
de 1.
a
o b b b b
Revétement associé a ¢ Revétement associé a @3

Figure 4.1 Revétements a 2 feuillets d’'un bouquet de 2 cercles.
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Revétements d’un espace dont le groupe fondamental est finiment présenté.
Nous présentens ici un algorithme, dit & Seifert et Threlfall [40, Page 202],
permettant de décrire les revétements 4 n feuillets d’un espace (connexe par
arcs, localement connexe par arcs et semi-localement simplement connexe)
ayant un groupe fondamental finiment présenté.

Soit x € X. Supposons avoir constsnit un homomorphisme p: 73(X, x) — S,
de but lc groupe symétrique 4 n éléments, tel que le groupe image agisse
transitivement sur {1, ...,n}. Le groupe (X, x) agit donc transitivement sur
{1,...,n} park-{a] = p([e])(k) et le groupe H; formé des éléments laissant |
fixe est un sous-groupe de 7,(X,x) d’indice n. Le revétement p: £ — X
associé & H) par le Théoréme 4.35 est donc un revétement a » feuillets. En
identifiant la fibre p~'(x)2 {1,....n}, ce revétement vérifie p.m(E, 1) = H|
et il est galoisien si, et seulement si, H est distingué dans 7 {X).

Si on compose un homomorphisme p comme ci-dessus avec une renumérotation
des éléments de {1,...,n}, on obtient un revétement p’: E' — X dans lequel
pia(E' 1) = p.m(E.k)aveck € {1,...,n}. Les groupes p.m{E, 1) et
parr(E, k) étant conjugués, les revétements p et p’ sont isomorphes. Nous
avons ainsi démontré que les classes d'isomorphismes de revétements au-dessus
de X sont en bijection avec les classes d’équivalence d”homomorphismes p dont
I’image agit transitivement sur {1, .. ., #}, pour Ja relation d’équivalence induite
par 1la renumérotation.

Remargquons pour terminer, que si le groupe fondamental est finiment présenté,
(X)) = {x1,..., X571, ... .F}, ladonnée d’un homomorphisme p: 7 (X) —
8., équivant 4 celle des images p(x;), telles que p(r;) = 1.

INustrons le procédé précédent avec le complémentaire du noeud de trefle.

Exemple : Revétements a 3 feuillets du neeud de tréfle. Le nceud de tréfle est
le nceud torique Cz 3, de groupe fondamental G = {a,b;a’b™?), cf. Exer-
cice 3.10. Déterminons les homomorphismes p: G — &3 dont 'image agit
transitivement sur {1,.. ., r}. L’élément & doit étre envoyé sur un élément dont
le cube est le carré d'un autre élément. En examinant la table du groupe &3,
nous constatons que p(b) doit &tre 1'élément ncutre ou un 3-cycle. Si p(b) = 1,
alors p(a) doit étre 'identité ou une fransposition ; dans ce cas, I'image n’agit
pas transitivement sur {1, 2, 3}. La seule possibilité est donc p(h) = (123), 3
renumérotation prés. Pour p(a), nous avons alors le choix entre 1'identité et une
transposition. Il existe donc deux classes d’isomorphismes de revétements a
trois feuillets correspondant, respectivement, & {p(a) = 1, p1(b) = (123)} et
{pata) = (12), patb) = (123)}.

Déterminons le stabilisateur A} de 1 pour I'action de G par p). Tout élément
g € G s’écrit comme un mot ayant pour lettres des puissances de ¢ et de
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b. Notons 7, la somme modulo 3 des puissances de 5. Par définition de py,
ona g € H) si, et seulement si, r, = 0. 51 on conjugue H, par un élément
# quelconque de G le reste modulo 3 des sommes des exposants en b est
inchangé car h*a~2 est U'inverse de b. Le revétement de C 3 associé & py est
donc galvisien.

Le stabilisateur dc 3 pour l'action de G par p; n'est pas distingué car
pr(ab®)la(@b?)) = 3)(12)(13) = (23) qui ne fixe pas 3 alors que
p2(a) = (12) le fait. Le revétement de C, 3 associé a p; n'est donc pas
galoisien.
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EXERCICES

Exercice 4.1  Par définition, une application p: E — X est un homéomorphisme
local si, pourtout ¥ € E, il existe un voisinage U de x et un voisinage V de p(x), pour
lesquels la restriction pjy; 0 U — V est un homéomorphisme. Etablir les propriétés
suivantes,

1. Un homéomorphisme local est une application ouverte et, pour tout point x € X,
'ensemble p~!(x), muni de la topologie induite, est un espace discret.

2. Un revétement est un homéomorphisme local. Donner un contre-exemple a la
réciproque,

Exercice 4.2  Soit G = {x, y;xyx~'y) le groupe fondamental de la bouteille de
Klein, Kj.;.

1) Montrer que, pour tout couple d’entiers, (r, s), la relation y"x* = Xy et
vérifide.

2) En déduire que G est isomorphe a 'ensemble £ formé des couples d’entiers (m, #),
munidelaloi (m,n) = (r,5) =(m+r,s+(—1Yn).

Exercice 4.3  Soit X un espace connexe par arcs, localement connexe par arcs et
semi-localement simplement connexe. Un ouvert U de X est appelé relativement 1-
connexe si, pour tout u € U, inclusion canonique, I/ — X, induit I"'homomorphisme
trivial de (U, u) dans 7(X, x). Soit xy, € X fixé. On note X I’ensemble des
classes d’homotopie relativement a {0, 1}, [ f1, des chemins f: [0, 1] — X tels que
f(©) = x;. Associer & chaque chemin f son extrémité f(1) induit une application
p: X — X.Le but de cet exercice est de montrer que p est un revétement de X et que
Pespace X est simplement connexe.

Notons B I’ensemble des ouverts connexes par arcs et relativement |-connexes de X.
1) Soit f € X, u € Bet f(1) € U. Notons :

Uiy = {{g] lgeX. g(heU, g~ faaveca: [0,1] — U}.
Montrer que, si [g] € U, alors [ f] € Uj,y. En déduire U,y = Uy si[g] € Uy
2) Montrer que la restriction pyg,,,: Ugs) - U est une bijection.

3) Posons B/ = {U[f} |\UeB, feXet f(l)e U}. Montrer que B’ définit une

topologie sur X, topologie que 1’on fixe pour la suite.
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4) Montrer gue I'application p: X — X estune application continue et ouverte dont
la restriction pyg, ,: Ujpy — U est un homéomorphisme.

5) Si H: [0, 1] x [0,1] — X est une application continue telle que H(0, ) = xo pour
tout € [0, 1], on définit une application continue H, : [0, I] -+ X par H,(s) = H(s,1),
pour tout ¢ € [0, 1]. Montrer que &: {0,1] — X t — [H], est une application
continue,

6) En déduire que X est connexe par arcs, en appliquant le point précédent a I"applica-
tion continue A : {0, 1] x [0,1} — X, H(s,t) = f(sf), associée a [ f] € X.

7) Montrer que p: X — X cstun revétement de X et que X est séparé si X Iest.

8) Soit x5 € X la classe d’homotopie du chemin constant sor x4 € X et soit { f] €
71(X, xo). Montrer que Vaction de 7,(X,xo) sur p~!(xq) vérifie g - [ f] = [f]
Déterminer le stabilisateur de Xy pour I’action de 71(X, x;) et en déduire que X est
simplement connexe.

Exercice 4.4 Soit p: R — S! le revétement universel de §' défini par p(t) =
e*™ et soit f: S' — S! une application continue. Notons r: §1 — §' Ia rotation
d’angle (2ks)/m, avec 0 < k < m et k premier avec m, et s, : S' — S! Papplication
définie par s5,(z) = z".

1) Montrer qu’il existe une application continue F: R — R, telleque po F = f o p.
2) Exhiber des relévements explicites R de r et S, de s,,.

3) Expliquer pourquot, pour tout + € R, la quantité F(z + 1) — F(r) ne dépend que de
la classe d’homotopie de f. En déduire F (¢t +1) = F(t}+deg(f) et plus généralement
Flt+a)= F(t)+a deg(f), pourtout s € R et touta € Z.

4)Si g: S! — §' est une application continue, montrer que deg(g o f) =
deg(g)deg( 7). Si g est un homéomorphisme, montrer que deg(g~' o f o g) = deg( f).

5) Supposons f or =" o f. Montrer que po F o R = p o R" o F. En remplagant
R par sa valeur dans |'égalité précédente, obtenir 'existence d’un entier I € Z tel

k k
que F | t+ —) = F(t)+n — +1, pour tout ¢ € K. En déduire que le degré de f est
g} ni

congru a # modulo .

Exercice 4.5 D’aprés le Lemme 1.31, une application f: §' — S, vérifiant
f(=2) = — f(2) pour tout z de S', est de degré impair. Le but de cet exercice est de
généraliser cette propriété en substituant une application périodique i I'application
antipode 7 — ~—2z. Rappelons que la période d’une application continue 2: §' — §!
est le plus petit entier positif m tel que B soit 'identité, oli ™ est défini inductivement
par ' = ket h” = k™' o h. Le cas particulier ol / cst une rotation a été étudié dans
I'Exercice 4 4.
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Dans lasuite, 2: S§' — S! est une application continue de degré positif et de période
m. Notons A : R — R un relevement de i et définissons I': R — R par

1 H! )
() = —~ Z Hiry.
i=1

1) Montrer que % est de degré 1. Donner un exemple ot / est de période 2.

2) Montrer que H™ est strictement croissante. En déduire que H est strictement
croissante,

3) Montrer que T est strictement croissante et vérifie I'(z + 1) = I'(¢) + 1, pour tout

t € R. Soit T~ I'inverse de T, montrer que I' ! véritie une relation analogue.

4) En déduire ’existence d’un homéomorphisme y: §' — St telque yo p = poT.
l}

5) Montrer I’existence d'un entier !’ € Z tel que I'(H (¢)) = I'(¢) + —, pourtout ¢ € .

"

1

En déduire que v o Aoy~ est une rotation et que [’ est premier avec .

6) Si f est une application continue telle que f o 2 = k" o f, que peut-on dire du
degré de f 7 (Utiliser I"Exercice 4.4.)

Exercice 4.6 On s’intéresse ici & une réciproque (affaiblie) de 1'Exercice 4.5.
Rappelons que j dénote le degré de f: $1 — S..

1) Montrer que le relévement F de f vérifie I’une des propriétés disjointes suivantes :

k k
(i) il existe 15 tel que F (t0+ —) =F(g)+j —;
m m
R k .k
(ippourtoutt e R, F{t+— | < F@)+j —;
m m

(iii) pour tout r € B, F (r+-k—) > F{ty+ § £
m m

2) Exclure (i) et (iii), en utilisant I’Exercice 4.4. En déduire "existence d’un point
720 € S' tel que f(r(z0)) = r/{ f(zq)), ol r est la rotation d’angle (2k7)/m.

3) Soith: §' — S une application continue de degré positif et de période m. Montrer,
en utilisant IExercice 4.5, qu’il existe zo € S tel que f(#(z0)) = 2/ (f(z20)).

4) Montrer que toute application continue, f: S' — S', sans point fixe, est homotope
a I"application antipode. En utilisant la question 3), en déduire que tout groupe fini G,
agissant librement sur $!, est commutatif.

Exercice 4.7  Soit G un groupe topologique connexe, d’élément neutre e et de loi
notée w: &G X G — G. A tout couple e: [0,1] — &, 8: [0, 1] — G de chemins de
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(r, on associe le chemin produit a3 [0, 1] — & défini par (aeB8)(1) = u(a(t). BUN.
Dans la suite, on suppose a{0) = B(0) = a(l) = B(1) = e. Rappelons que la
compeosition usielle des lacets est notée «. 3.

1) Soit a et B’ deux lacets homotopes A extrémités fixées, a4 a et B respectivement.
Montrer que a+f3 est homotope (& extrémités fixées) A a's 3.

2) Montrer que les lacets .8, ae8, B.« et Sear sont homotopes (& extrémités fixées).
Que pouvez-vous en déduire ?

Dans la suite de cet exercice, on suppose que p: E — G est un revétement de G et
onfixeun point & € p~ I{e) dans la fibre aun-dessus de e.

3) Notons m : E x E — G D'application définie par m(x, v) = u(p(x), p(3)) Montrer
I’existence d’une unique application continue, #n: E x £ — E telleque pom =m
et m(e, e) = . Montrer que s est associative et admet & comme élément neutre.

4) Notons ¢: £ - G application définie par ¢(x) = (p(x))~'. Moatrer |existence
d’une unique application continue, ¢: £ — E, telle que po o = ¢ et ¢(g) = e.

5) Montrer que les applications # et ¢ définissent une structure de groupe topologique
sur E.

6) En déduire | existence d’une structure de groupe sur la sphére S°. Ce groupe est-il
abélien ?

Exercice 4.8 Si G est un groupe libre & 1 générateurs et si H est un sous-groupe
de G d’indice p. montrer que H est un groupe libre & pn — p + 1 générateurs,
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i SOLUTION DES EXERCICES

Exercice 4.1 La preuve de la premiére question est similaire & celle faite dans
le cas d’un revétement. L application exp: 10, 3[— S, r — %7, est un homéomor-
phisme local, comme restriction & un ouvert d’un homéomorphisme local. Ce n’est pas
un revétement car les images réciproques p~!{x) n’ont pas toutes la méme cardipalité,

Exercice 4.2

i 1 1

1) La relation xyx 'y = 1 implique y 7'x = xy, d’olt yx = xx~'yx = xy~'. En
prenant I'inverse des deux relations précédentes, nous obtenons y ~'x~! = x~y et
yx 4 = x~!y~) Une itération fournit 1a relation annoncée, y"x* = x*y= V", pour
tout couple d’entiers (r,s). En particulier tout élément de 7 (K.n) 87écrii sous la

forme x” y™.

2) Il nous suffit de montrer I'unicité de la représentation des éléments de 71(Ky,;,)
sous la forme x"y™. Supposons x"y™ = x”yY d’ou x"7F = y¥=", [’homomor-
phisme ¢ (x, y;xyx~'y) — {x}, défini par ¢(x) = x et ¢(y) = I, fait du groupe
libre {x} un rétracte de (K}, ). En appliquant ¢ a la relation x" ¢ = y97™, nous
obtenons x"77 = 1 dans {x), ce qui implique n = p. Uapplication p: T — Ko
définie dans I’exemple 4, page 95, étant up revétement, I’homomorphisme induit
mi(p): m(T) — 71(Kpin) est innjectif. Avec les notations de cet exemple, remar-
quons que y est 'image de ¢ par 7 (p). Dans le groupe 7 (T), Pégalité ¢¥™" = 1
implique ¢ = m, ce qui termine la preuve.

Exercice 4.3

1) Silgl € Uppp il existe e [0, 1] — U tel que g soit homotope au composé f.a. On
en déduit une homotopie entre f et g.a™ ! d’od [f] & Ulg)-

St (h] € Uy, il existe B8: [0,1] — U tel que h soit homoiope a g.B. Ainsi
est homotope a (f.a)8 ~ fla.pB)avec a.f:[0,1] — U d'ou [2] € Uy). Nous
avons ainsi montré Uy C Uyy. L'inclusion inverse se montre de méme, d’ou 1’égalité
Ulg1 = Ugyye

2) L’ouvert U étant connexe par arcs, I'application pyy,,: Us) — U est surjective.
Etablissons son imjectivité : soit [g] € Uipr et [g'] € Upyy avee g(1) = g'(1). Du
point 1), on déduit [g'] € Up, etil existe a: [0, 1] — U tel que g’ ~ g.a, égalité
g(1) = g'(1) entraine que a est un lacet. L hypothése relativement [-connexe mise sur
'ouvert U entraine a trivialité du lacet @ dans X d'ou g ~ g’ et [g'] = [g].
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3) Notons O I'ensemble des parties de X, constitué de I'ensemble vide et des réunions
quelconques de parties U) sy avec U un ouvert de X, connexe par arcs et relativement
[-connexe. Il nous suffit de vérifier que O est stable par intersections finies. Pour cela,
soit [f] € Uy N Wiy = Uy N Vig). Choisissons Wtel que f(I) e W CUNV
avec W connexe par arcs et relativement 1-connexe. Ona [f] € Wisy C U NV gy et
Uintersection Upg) N Vi) s”écrit comme une réunion d’éléments de O, en I’occurrence
les Wiy pour [f] € Uy N Vigry.

Le cas général d’une intersection d’éléments quelconques de O s’en déduit & partir
de la propriét€ ensembliste suivante, (U;er A;) N{U;e5B;) = Ui nerxs (4 N B

4) Par construction de la topologie sur X, les parties U\ sy forment une base d’ouverts.
De I'égalité p(U[y)) = U, nous déduisons que |"application p est ouverte. L'image
réciproque par p de U € B,

=1 un,

el

étant un ouvert de X, I'application p est continue. La restriction de p est bijective,
contipue et ouverte de Uy dans U ; ¢’est un homéomorphisme. En conséquence, X
est localement connexe par arcs.

5) Fixons #, € {0, 1] et choisissons / € B tel que Hy,([) = H(l, %) € U. Par
continuité de Uapplication H, il existe un nombre réel 7 > 0 tel que :

lt—tol <m=>H()=H{1,) e U.

En conséquence. sif €]to — 0, fo+nl,ona[H] € Uy ), ce qui entraine la continuité
de k.

6) Soit [ f] € X.En appliquant le point précédent a H(z.s) = f{(st). nous obtenons
une application continue h [0,1] — X avec h(O) =xp = [l,]et h(l) = [f]. Ceci
entraine la connexité par arcs de X.

7) Nous savons que V’application p: X — X est continue, que les espaces X et X
sont connexes par arcs et localement connexes par arcs. Nous avons également montré
que, si U € B, alors p~1(U) est une réunion disjointe d’ouverts, p‘l(U) =J Uins
avec un homéomorphisme entre U} ¢) et I/ obtenu par la restriction de p. Par définition,
I"application p est donc un revétement.

Supposons X séparé et soit x et ¥ deux points distincts de X. Si pix) # p(y), il
existe deux ouverts UV et V de X tels que p(x) € U, p(y) € V, U NV = &. Nous
en déduisons ¥ € p~ (U, ¥ € p~i(VYet p~ WU N p~H(V) = @. Si p(X) = p(y),
il existe un ouvert I/ de p(x) tel que les composantes connexes C et €7 de p N
contepant x et ¥ respectivement sont homéomorphes & I/ par p. Lintersection C N C*
est done vide.
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Le raisonnement ci-dessus est valable plus généralement : pour tout revéiement
p: E — X, I'espace E est séparé si, et seulement si, X 1"est.

8) Soit [ f1 € (X, xy) une classe d"homotopie de lacets d’origine xp et f, Papplica-
tion continue de [0, 1] dans 7 définie par f,(x) = f(zu). L’ application Fi03—X
qui, & ¢, associe [f;] vérifie : f(O) = Xg et p({f ]y = f(1) = f(t); c’est un
reldvement de f. Par définition de I'action de 71(X, xp) sur la fibre p ~'(xg), on
aky-[f1= f() = [f) Le stabilisateur de %, est donc réduit a {1}. D’aprés la
Proposition 4.20, on a p,71(X, Xy) = {1}. L’application p.. induite par p entre les
groupes fondamentaux, étant injective, il s’ensuit 7 (X, %p) = {1}.

Exercice 4.4

1) L’espace source, R, de 'application f o p étant simplement connexe, il existe une
application continue F: R — R telleque p o F = f o p, d’apres le Théoreme 4. 10.

243

k
2) Les applications R(7) =t + ( ) et §,(t)y = »r conviennent.

3) Définissons un chemin o comme le composé [f, 1+ 1]—p>-S1—f:»S'. Si F
désigne un relévement de @, on sait que la quantité £{f + 1} — F{¢) ne dépend que
de la classe d’homotopie de a, & extrémilés {ixées. Ainsi, si on remplace f par une
application homotope, f', le chemin « est remplacé par un chemin homotope, o, et
la quantité F(¢ + 1) — F (1) reste inchangée. Notons j = deg f. L’application f étant
homotope a s;, nous avens

Fi+D)—-FO =S¢+ —=8;(1)=ju+1)—jt=j=degf.

Il s’ensuit, par itération, F{t +a) = F(t)+a deg f, pourtouta € Zettoutt € .

4) Enremplagant f et g par les applications s, s, auxquelles elles sont respectivement
homotopes, on vérifie deg(g o f) = degig) deg(f) ainsi que deg(g ™' o fog) = deg(f)
lorsque g est un homéomorphisme.

5) Dans cette question, on suppose f or = " o f. Par construction, ona p o R =
rop,dotipoR* =ropoR =r?o pet, par récurrence, po R* = r" o p. De
poFoR= fopoR= foropetpoR'oF =rtopoF =r"ofop= forop,

k
nous déduisons po F o R = p o R* o F. Rappelons Rty =1 + E)' d’oir ;

FoR(n) = F(r+ (ﬁ)) et R"o F(t) = F(1)+n (i)
m m

L'égalité po F o R = p o R" o F implique donc I'existence d’uni € Z tel que :

Pl (£)) = piren (&)



© Dunod - La phatocopie non autorisée est un délit

Solution des exercices 17

En itérant cette égalité, nous obtenons F(t + k) = F(¢) + nk + Im. En atilisant la
propriét€ F(t + k) = F(t) + k (deg f) déja établie, la relation précédente devient
kdegf = nk +lm. L'entier &k étant premier avec m, nous en déduisons que & divise /
etdeg f = nmodm.

Exercice 4.5

1) L applicatton h étant un homéomorphisme (d’inverse 4™ 1), elle est de degré +1.
Le degré de A étant positif par hypothése, I"application & est de degré 1. L’application
antipode est une application de période 2 et de degré 1.

2) L’application H™ vérific p o H" = h™ o p = p. L’application continue ¢
H™(t) — 1 prend ainsi ses valeurs dans Z; elle est donc constante, De H™{t)) — #; =
H™ () — 1, pour tout couple (f|, ) de nombres réels, on déduit que P'application H™
est strictement croissante. Légalité H” — H" o H = H o H™ ! et 1a bijectivité de
H™ impliquent la bijectivité de H. Lapplication H est donc strictement monotone et
Pinégalit¢ H(r+1) = H(r)+degh > H(t) implique que H est strictement croissante.
3) Les applications H et H' étant strictement croissantes, il en est de méme de I’ap-
plication I'. De plus, I"application & étant de degré 1, ona H(r + 1) = H(t) + 1 et
Hi(t +1) = H'(t) + 1, pour tout , dont on déduit :

[¢+1) = iZH*’(: + 1) = (%ZH‘(:)) +l=r@)+1

i=1 i=l1

L’application I est strictement croissante donc bijective. En appliquant son inverse
I~1 2 I'égalits ci-dessus, on constate T~ !(u + 1) = T !(u) + 1, pour tout u € R,

4) Les applications I" et T ™1, vérifiant les égalités ci-dessus, induisent, par passage au
quotient, des applications continues y: §' — Stety': §' — Sltellesque poT =
yopetpol ' =y op Deyoy op=p,¥ocyop=petdelasurjectivité de
p,sensuit ¥ o y = y o ¥’ =id et I’application y est un homéomorphisme.

5) L’égalité 5™ = id implique que H"*! et H sont des relevés de Ia méme application
h, d' ot I’existence d’un entier I’ € Z tel que H™(t) = H(t)+1’, pour tout ¢ € R. De

m+1

] b2 . l )
T =—> H@nelH) =3 H@),
i=2

i=1

f

{

nous déduisons alors U'(H(#)) = I'(t) + —, pour tout ¢+ € R. En I"appliquant & un
m

élément ¢ de la forme I'~ (1), nous obtenons

!

nHw”mm=u+i,
m
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pour tout u € K. L’application yohoy~!: §! — S1 est induite par [0 H o'~} elle
. : - ; Zimt’ ,

envoie donc e sury o oy ! (e¥7) = & T * 5 et ¢’est une rotation, L entier I’
est premier avec m sinon on pourrait simplifier Fexposant de la deuxiéme exponentielle

dans I'expression ci-dessus et la périodicité de ’application h serait inférieure i m.
6) Notons r larotationr = yoh oy~ '. De foh = A" o f, nous déduisons

fo'y"loroy:y_'or”oyof,

d’olr ('y ofo }r_l) or =r"o(yo fo 'y“). Le degré de yo foy~! est donc congru

an modulo m, d’aprés I'Exercice 4.4. Il s’ensoit deg( f) = n mod m,

Exercice 4.6

1) Si le reléevement F de f ne vérifie ni la propriété (ii), ni la propriété (iii), nous
appliquons le théoréme de la valeur intermédiatre 4 la fonction réelle d’une variable

k k
réelle. t — F (t + ;) —F{t)y— j s pour obtenir la propriété (i).

. . . . k k
2) En procédant par itération, de I'inégalité F (t + —-) < F(t)+ j — pour tout ¢,
m m
nous obtenons F(t + k) << F(1) + jk, ce qui contredit 1"égalité obtenue dans la ques-
tion 3) de ’Exercice 4.4. Un raisonnement analogue permet d’éliminer la condition
{iii).
. k koL . - .
Légalité F y £y + = Ftg) + j — s &écrit ausst (F o R)1ty) = (R’ o F)i{ty). Sa
m
composition par Iapplication p doune (f o r}(e? ™y = (+/ o f)(e¥ ™).

3J) D’apres ’Exercice 4.5, il existe un homéomorphisme v tel que I’ application conju-
guée r = y ok oy ! soit une rotation. Appliquons la question précédente i la
rotation r et 2 I'application f' = y o f o y~! de degré j. Il existe donc un élé-
ment zg € S'tel que (f' o yoh oy ™)z = (yohl oy i o f)z)), doi
(y o floyyohoy )zl = (W o(y~' o f o y) oy ')zh). En remplagant
I"application 7 par sa valeur, on obtient ( f ok)(y“(z{))) = (h/ of)(y—l(zg)). 11 suffit
alors de choisir zo = y~(z{).

4) S'il existe un point z € S! et un nombre réel ¢ € {0, 1] tels que 1 (z) — (1 — 1)z =
0, alors t[f(z)|| = (1 —D)|iz] ets = | — ¢t d’ob ¢ = 1/2. L’équation ¢£(z) —
(1 — #)z = 0 implique donc f(z) = z. Si Papplication f: 8" — 5" est sans point
fixe, nous pofu(vc;ns ((llt)m, (%eﬁmr une application continue F: §' x [0,1] — S! par
t - =1z
Fe.n= i) ==
et Fiz, Y= f(z
Puisque le groupe G agit librement sur S, tout élément g € G définit une appli-
cation sans point fixe ¢, $' -» §!, 7z +— g - z. L’application @, ¢tapt homotope a

. L'application F est une homotopie entre F(z,0) = —z
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I’application antipode de S! dans S!, elle est aussi de degré 1.

Considérons deux éléments quelconques g, et g2 de G. L'application ¢, est pério-
digue d’ordre égal & I'ordre de g». Nous pouvons donc appliquer le résultat précé-
dent aux applications ¢, et ¢,, pour obtenir I’existence d’un point zg € S! tel que
g, © P, (20) = @y, @ @, (20). L'action de G étant libre, on en déduit glgggl_'g;l =1
et le groupe G est abélien.

COMMENTAIRES. Les exercices 4.4, 4.5 et 4.6, traitant du revétement universel du
cercle, proviennent d'un article de J.E. Connetr, cf. [12].

Si A: St — S! désigne I’application antipode, le Lemme 1.31 peut également
s’énoncer sous la forme : toute application continue f: S' — S' vérifiant f o A =
Ao f est de degré impair. Une question naturelle est le devenir de cette propriété
st on remplace 1’application antipode A par une application #: S' — S' périodique.
Supposons h de période m et de degré positif. L’Exercice 4.5 a pour but de montrer
que st f esttelleque /o h = k" o f alors le degré de f est congru & # modulo m, le
Lemme 1.31 correspondant A n = | ¢t m = 2. L'Exercice 4.4 étudic le cas particulier
ou X est une rotation. L’Exercice 4.5 contient un résultat de Brouwer (1919) : toute
application périodique de S' dans S', de degré positif, est conjuguée & une rotation.
Dans I’Exercice 4.6, si les applications f, de degré j, et i sont données comme ci-
dessus, nous montrons qu’il existe un point z, € S! tel que f(A(zg)) = A/ f(z0)).
Dans le cas ol J est unpair et h est 'application antipode, ¢’est un résultat de J. Milnor
(30] : Pour toute application continue f: 81 — S! de degré impair, il existe un point
70 € S} tel que f(—zp) = — f(zp). Comme corollaire, nous obtenons que tout groupe
fini agissant librement sur le cercle est abélien. Ceci implique qu’un tel résultat ne
peut exister sur la sphere 8% car celle-ci admet des opérations libres par des groupes
non abéhens. Pour un développement suivant cette direction, [e lecteur se reportera 4
[30].

Exercice 4.7

1) Notons F| (resp. F,) une homotopie de « a o' (resp. B a B’). L’ application
F\Fy: I X1 — G, (u,t)y— Filu, )Fy(u, t) est une homotopie de aef3 vers o’ of’.
2) Notons ¢ le lacet constant sur e et condidérons une homotopie F| (resp. F5) de &
vers a.¢ {resp. de 3 vers e.8). Calculons "application Fi F :

—en (1, ), elle vaut Fy(u, ) F2(u, 0y = a(u)B(u),

—en (u, [), elle vaut Fi(u, 1) Fa(u, 1), ¢’ est-a-dire aQu)e siu < (1/2)eteB(2u—1)
siu > (1/2).
L’application F) £, est donc une homotopie de aef vers a. 5.

Considérons une homotopie Fz (resp. Fi) de a vers .« (resp. 8 vers B.¢). On
montre comme ci-dessus, que F3 Fy (resp. £y F3) est une homotopie de a3 vers SB.a
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(resp. Bea vers 8.a). En conséquence, le groupe fondamental de G est abélien et la
composition de deux lacets peut étre déterminée i partir de la loi de groupe de G, cf.
aussi I’Exercice 1.9.

3) Considérons deux classes d’homotopie [«¢] et {B] de lacets de E, d’origine &.
On a m.([a]. [B]) = p.([ahp.([B]) = p.llallB]) € p.7 (£, &). Le théoreme de
relevement des applications continues implique I’existence d’une unique applicatton
m: ExE— Etelleque pom =metmie,e) =¢.

Pourtout (x,y,2) € E x E x E,Végalité m(m(x, y), z) = m(x,m(y, z)) provient
de uniciié du relévement £ x £ x E — E de l'application £ x E x £ — G,
(x,y,2) = plx) (p(y)p(2)) = (p(x)p(y)) p(z) envoyant (g, £, ) sur &.

Pour tout x € E, I’'égalité m(x, &) = x = m(e, x) provient de I"unicité du reléve-
ment £ — F de I'apphication £ — G, x — p(x)ple) = p(x) = p(e)p(x) envoyant
ESUT &,

4) Soit [a] la classe d’homotopie d’un lacet de £ d’origine £. L’égalité des deux lois
de groupes sur 7 (G, ¢) entraine :

e.al) = [(poa)™'] = p. ([al™") € p.mi(E, ).

Le théoréme de relévement des applications continues implique 1’existence d’une
unique application @: £ — Etelleque po ¢ = pet @(e) = &.

5) 11 reste 4 démontrer 1'égalité m(x, ¢(x)) = Mm(@(x).x) = &, pour tout x € E.
Elle découle de "unicité du relévement de I'application de E — G, définie par
x = plopx)™ = py~'plr) =e.

6) D’aprés la Proposition 2.18, I'espace S° est le revétement universet du groupe
topologique SO(3); il peut donc &tre muni d’une structure de groupe. L’ application
§% — SO(3) étant surjective et le groupe SO(3) n’étant pas commutatif, la structure
de groupe mise sur la sphére §° n’est pas commutative.

11 s’agit de la structure induite sur $° par la multiplication des quaternions existant
sur ["espace R*. Dans [1], John Frank Adams a démontré en 1962, par des méthodes
de Topologie Algébrique, que les seuls entiers n, pour lesquels Iespace R” admet une
multiplication continue g: R" x R" — R”, telle que u(x, y) = 0 implique x = 0 ou
y =0, ptx, y} = e p{x, ¥) = wlx,fv), pour tout ¢ € R, et pour laquelle il existe un
élément neutre i gauche et a droite, sontn = 1, 2, 4 et 8.

Exercice 4.8 Le groupe G est le groupe fondamental d’un bouquet, X, de n
cercles et le groupe H est le groupe fondamental d’un revétement, E, de X, a p
feuillets. L’espace X étant un graphe avec un sommet et n arétes, 1’espace £ est un
graphe avec p sommets et pn arétes. Le Corollaire 3.16 implique que 7, (E) est un
zroupe libre & pn — p + 1 générateurs.



Chapitre 5

Le monde des complexes de chaines

Sur ’ensemble des lacets basés en un point donné, nous avons construit une structure
de groupe et obtenu le groupe fondamental d’un espace X. A partir des chemins.
¢: 10,1} — X, nous définissons ici un nouvel objet algébrique, constitué des sommes
formelles de chemins de X, des sommes formelles de points de X et d’un opérateur
d. qui envoie un chemin ¢ sur la différence de ses extrémités, d(c) = ¢(1) — ¢(0).
Ces notions sont également étendues a des dimensions plus grandes, en remplacant
I’intervalle [0, 1] par un triangle, un tétraédre,etc., ce qui donne naissance, non pas
4 un groupe, matis a une suite de groupes, H,(X), appelés groupes d’homologie de
X. Contrairement au groupe fondamental, ces groupes sont toujours commutatifs, le
groupe H,(X) étant d’ailleurs 1" abélianisé du groupe fondamental 7 (X), comme nous
le démontrons dans le Théoréme 7.1.

Ce chapitre commence par la description du cadre algébrique adéguat : les com-
plexes de chaines. S’ensuivent deux exemples de complexes de chalnes hiés aux
espaces. Le premier traite des complexes simpliciaux introduits au Chapitre 2 ; les
chemins, les triangles, les tétraddres y opt un plopgement canonique dans I'espace é&tu-
dié. Le complexe obtenu est appelé complexe des chatnes simpliciales. Le deuxiéme
exemple s’ adresse aux espaces topologiques généraux et il prend en compte toutes les
fagons possibles d’envoyer, de maniére continue, intervalles, triangles, tétragdres, etc.,
dans un espace. Le complexe obtenu est appelé complexe des chaines singuliéres. Des
applications concretes de ces complexes font I’objet du Chapitre 6.

Les complexes de chalnes sont définis sur un annean commutatif £ quelcongue.
Dans la dernigre section de ce chapitre, nous montrons comment relier des groupes
d’homologie définis sur un annean R aux groupes d’homologie définis sur I’anneau Z
des entiers relatifs.
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5.1 COMPLEXES DE CHAINES

Soit R un anneau commutatif. Rappelons qu'un R-module M est un groupe commuta-
tif muni d’une loi de multiplication, R x M — M, notée am,sia € Retm € M, et
vérifiant

e L. =mpourtoutm € M,
(@a+h)m={am)+(b.mypourtouta,b € Rettoutm € M,
a.{m;+my) = (a.m}+{a.my)pourtouta € Rettout m;,my € M
(ab).m = a.(b.m)pourtout g, b € Rettoutm € M.

51 R = Z, un R-module est simplement un groupe commutatif ; si R est un corps,
un R-module est un R-espace vectoriel. Considérer les R-modules permet ainsi de
travailler en méme temps avec les groupes commutatifs et les espaces vectoriels.

Un morphisme de R-modules est un homomorphisme de groupes compatible avec
la loi externe, i.e., fla.m) = f(a).m, pourtouta € Rettout m € M.

Définition 5.1 Une suite de morphismes de R-mocdules,

7 £ Fu
M —=M—~ ..M, My,

est dite exacte si 'onaIm f; = Ker fiyy, pourtouti =1,....n— 1.
En particulier, une suite de la forme {)—:—A+f~r8 est exacte si, et seulement,
si0 = Im0 = Ker f, c’est-a-dire si, et seulement si, I"application f est injective.

a . F . - L
De méme, la suite A—— B——() est exacte si, et seulement, si I"application f est
surjective,

Définition 5.2 Une suite exacte courte st une suite exacte de la forme

0 A——B—=C 3

Des observations précédentes, nous constatons qu’une telle suite est exacte si, et
seulement si, les trois conditions suivantes sont satisfaites : f est injective, g est
surjective, et Im f = Kerg.

Exemples :

1. Pour tout entier n > 2, la multiplication par n et la réduction modulo »
donnent une suite exacte courte de groupes abéliens,

multy, o

0 Z Z

Z/nZ---0.
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2. L’injection d’un sous-R-module, {: M, — M,. fournit la suite exacte
courte :

0—= M| —— My ——s Ms/M; — 0.

3. De méme, 4 toute surjection de R-modules, p: M — N, on associe la suite
exacte courte :

P

0 Kerp M N 0.

Venons-en maintenant au concept le plus important de cette section, celui de com-
plexe de chaines.

Définition 5.3 Un complexe de chaines, (C,,d), est une suite de R-modules et de
morphismes de R-modules de la forme

day ey a1 dy efy o
. C.1 = Cp g e em (g O Cy 0,

avec d, o dyyy = 0 pour foutn > 1,

Un complexe de chaines est infini & gauche et se termine avec Cp — 0 a droite.
Les objets €, sont des R-modules et s1 on souhaite étre plus explicite on parle de
complexe de R-modules. L application d, s’ appelle la différentielle ouv I'application
bord du complexe,

Par définition, le R-module des cycles de degré n estle noyvaude d,, Z,(C..d) =
Ker({d,: C, — C,_}). §’il 0’y a pas d’ambiguité, oo le note plus brievement Z,. Le R-
module des bords de degré n est 'image de d,,1, Bo(Cy.d) = Im(d,y: Cpuy — Ch).
11 est aussi noté B,,.

Comme d, o d,,1 = 0, on a l'inclusion B, C Z,. Le quotient Z, /B, se note
Hy(C...d) et s’appelle le n-eme R-module d homologie du complexe (C,.d). Si x €
Z,, son image dans le quotient est notée [x] et appelée classe d'homologie de x. A
tout complexe de chaines, (C,, d), on associe donc une suite infinie de R-modules,

HO(C*?d):I Hl(cﬁd) HZ(C*}d)a R HH(C*sd): e

Comme illustration, le lecteur est invité a effectuer le calcul proposé dans 1’Exer-
cice 5.10.

Définition 5.4 Un morphisme de complexes de chaines, f: (C,,d) — (D, d), estla
donnée de deux complexes de chatnes (C,.,d), (D, d), et d’une suite de morphismes
de R-modules, f, : Cp — Dy, tels que d, o f, = f,_ o dy, pour tawt n > 1,
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¢’est-a-dire tels que le diagramme suivant commute pour tout n = 1,

Ju

Cp ol D,
i
du L ldﬂ
Jrra—
Cpot — — D,y

Soit f: (C..d) — (D, d)un morphtsme de complexes de chatnes. Si x € C,, est
un cycle, alors f,(x) est aussi un cyele car 4, f,(x) = f,_(d,x) = 0.8ix € C,
estun bord, x = dyrry.0ona f(x) = fuldia¥) = duet fre1(y) qui est un bord anssi.
En conséquence tout morphisme de complexe de chaines, f, induit un morphisme de
R-madules entre les groupes d’homologie,

Hy(f) = Hy(Cy,d) — Hy(D,. d), défini par H{(f)([x]} = { fulx)].
Il résulte directement de la définition que
Hy(d) = id et Hn(f og)= Hn(f) o Hn(‘g):

si f et g sont composables.

Définition 5.5 5/ f et g sont deux morphismes de complexes de chaines,
fs g (C,,dY — (D, d), une homotopie h entre f et g est la donnée d’une suite de
morphismes de R-modules, h,: C, — D, tels que

fn — &n = nq) Oku +hn—l Odn-.

pour tout n 2> (). Dans cette égalité, on pose h_| = ().

Dans la suite de ce livre, nous ne spécifions pas les indices dans 1’écriture de mor-
phismes de complexes, de différentielles ou d’homotopies, lorsque ceux-ci n’ apportent
pas d’information significative.

Proposition 5.6 Si deux morphismes de complexes de chaines, f, g: (C,,d) —
(D, d), sont homotopes, ils induisent la méme application en homologie.

Démonstration. Si x est un cycle de C,, la différence f,{x) — g.(x) =
d,ha(x) est un bord, d’ol 1Pégalité des classes d’homologie associées,

()] = [gn(x)].

Définition 5.7 /ne snite exacte courte de complexes de chaines,

Cy 0,
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est la donnée de trois complexes de chaines, A,, B., C, et de deux morphismes de

complexes de chaines, f et g, le tout tel que, pour tout n > 0, on ait une suite exacte

cotrte _
0—rA,—L~B,—~

Cy 0.

Une suite exacte courte de complexes de chaines consiste donc en un diagramme
commutatif & lignes exacies et dans lequel le composé de deux applications verticales
est nul,

fasl B+l

O Apet Bivi —= Cpy1 ——0
sl sl [
r [

0 Aﬂ f" Bﬂ B CFI e 0
(fn du d!l
iy ds da

0 A h B, 81 C 0
4 g, &d;

0 Ao —2 By —2 5 0.

> Construction du connecfant

Montrons comment un tel diagramme permet de construire un morphisme de R-
modules

Sn : Hn(c) - Hu—l(A)-.

appelé connectant. 81 x € Z,{C), la surjectivité de g, implique 'existence de y € B,
avec g.{y) = x. Dans ce cas, on a g,_1¢d,y) = d,g.(y) = d,x = 0, Par exactitude
en B,_j,il existe z € A, - avee f,_{z} = d,y. L'élément z est un cycle, car f,-2
est injectif et f,_2(d,—12) = dp— 1 fu1{2) = du_1d,{y) = O.

Si x’ est un autre cycle de C, on peut lui associer comme ci-dessus des éléments
Yy € B,etzf € A,_javec g,(y)=x"et f,_1(z) = d,¥'. 8i x est homologue a x,
alors il existe t € Cp41 avec d,. (1 = x — x'. Par surjectivité de g,,, il existe 4 € B,y
avec gy41(u) = t. Dans ce cas, on a g, (dmu — V4 y’) = Det1l existe v € A, avec
Fulv)y = v — v — d, u. Comme f,_ est injectif et que f,_(d,v — (z — ") =
dp fo(v) — (dny —d,y") = 0, on obtient d,v = z — 7’ et "égalité [z] = [2'] € H,_1(C).
En résumé le diagramme en zig-zag

gﬂ
Y

Idﬂ
fn—1

Zr——=d,y
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définit une application 8, : H,(C} — H,_ (A}, avec &, ([x]) = [z].

Montrons que &, est un morphisme de R-modules. Prenons x € Z,(C) et des
éléments y € By etz € A,_; avec g,(y) = x et f,..1{z) = d,y alors, par définition,
on a 8,[x] = [z]. D’autre part, pour tout éiément r € R,ona f,_;{rz) = d,(ry)
et g,{ry) = rx. Ceci implique 8,([rx]} = ré,[x]. Si maintenant, pour x* € Z,(C),
on ades éléments y' € By etz € A, avec g,(y") = x" et fr..({z) = d,y’, alors
factz+2) = duly + YD) et gu(y +y) = x +x". Done, 8,{[x +x)) = [2+7] =
zi+ 121 = 8ullx ]} + 8. ([x'D).

Théoréme 5.8 Si () =~A, ! B.—=c, ~(} est une suite exacte courte de
complexes de chaines, on lui associe une suite exacte longue en homologie,
Ho(f) Hy(g} By e i f)
= H,(A) HB)—— H,(C)——H,{A)——————H, 1 (By—> ...
Hi(zg) 8 Hul( ) Hylg)

.—=H(B)——=H|{(C) Ho(A) Hy(B) Ho(C) =0
Démonstration. Décomposons la preuve suivant les divers maillons rencon-
trés dans la suite d’homomorphismes entre les groupes d”homologie.

o A" (B ().

De g, f, = 0, on déduit H,(g)o H(f) = Hy(go f) = OetTm H,(f) C
Ker H,(g). Si [x] € KerH,(g), il existe y € Cpy; tel que dy = g,(x).
Par surjectivité de g,4, il existe u € B,y tel que gy} = ¥, d’ol
gnfx —du) = gy{x)—dyv = 0. L’exactitude de la suite entre les complexes
implique I'existence de y' € A, tel que x — du = f,(y'). L’élément y’
est un cycle car f,(dy") = df.(y') = dx — d(du)) = O etI'application f,
est injective. I s ensuit H,()([v']) = [x ~du] = {x] et [x] € Im H,(f).

o HyO— —H, A" (B

Rappelons que si [x] € H,(C), la classe 6,[x] = [z} est définie par un
cycle z vérifiant f,_(z) = dy avec g,(y) = x. Ona alors (H,_1(f) o
8)lx} = [fi1(@) = [dy] = QetImd, C KerH,.((f). Si [z] €
Ker H,—1(f). tl existe ¥y € By tel que f,_1(z) = dy. Par définition, il
s'ensuit [z} = d,[g.(3)] et [z'l €lmé,.

o Hy(B) " H(C) e H,_((A),

Siy € Zy(B),onal(d, o Hn(g)){y] = Oylgn(y)] =0card(y)=0.0na
ainsi élabli I'inclusion Im H,(g) C Ker d,. Si [x] € Ker §,,, alors il existe
yEB,z€ Ay et € Ay telque g,(y) = x, fuo1(z) =dyectdt = z.
Dans ce cas, Uélément ¥ — f,{r) est un cycle de B et H, (g)[y — fu(1)] =
[£:(¥) — (gn © fud(£)] = [gu(¥)] = [x]. Ceci montre Ker §, C Im H,(g).

Le corollaire sutvant est connu sous e nom de Lemme du serpent.
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Corollaire 5.9 Considérons le diagramme commutatif suivant, & lignes exactes, formé
de R-modules et de morphismes de R-modules,

f .
0——=A——>B—2sC— 59

4
T )
s I

0——=A ——pB —=(C"——0.

Alors il existe une suite exacte

00— Ker(a) —— Ker () Ker(y)

—

Coker{a) —— Coker (f) —— Coker (y) ——= 0,

En particulier, si deux morphismes parmi {a, 8, v} sont des isomorphismes, il en est
de méme du troisiéme.

Démonstration. Définissons trois complexes de chaines, M., N, et P, par
Moy=A"M =A,d=a, M =0sii> 2, ctdes valeurs analogues pour
N.et P, apartirde (B', B, B)et (C', C, y) respectivement. 1" homologie de
chacun de ces complexes se réduit au noyau de la différentielle en degré 0
et a son conoyau cn degré 1. La suite exacte longue en homologie, décrite
dans le Théoreme 5.8, correspond donc ict a la svite Ker-Coker de 1'énoncé.

Nous en déduisons une propriété fréquemment utilisée dans la suite de ce livre.

Corollaire 5.10 (Lemme des cinq.) Considérons le diagramme commutatif suivant, 4
lignes exactes, formé de R-modules et de morphismes de R-modules,

A A A, fr As B! A f As

N N

&l g2 4 &1
By ——= By —= By~ By —— Bs,

dans lequel @\, @1, @a, @5 sont des isomorphismes. Alors 'homomorphisme ¢ est
également un isomorphisme.

Démonstration. Les fleches ¢, ¢ étant des tsomorphtsmes, elles induisent
un isomorphisme @, : Coker fi — Coker g,. De méme, les isomorphismes
4 et @5 induisent un isomorphisme @, : Ker f5 — Ker g4. Du diagramme
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de I’énoncé, nous déduisons le diagramme commutatit

0-——Coker f; ——— A;-—=Ker fys — =0

e‘%lg wl gif!ﬁv'a
t

- Coker gy —— B3 ——= Kergy —— 0,

0

dont on vérifie facilement U'exactitude des lignes. 11 reste & appliquer le
Corollaire 5.9 pour conclure.

La suite exacte longue d’homologie établic dans le Théoréme 5.8 est compatible
avec les morphismes entre complexes de chaines, au sens de la proposition suivante.

Proposition 5.11 5§

0 A, B, C, 0
I
0 YA T ) 0

est un diagramme commuitatif de complexes de chalnes, a lignes exactes, alors il existe
un diagramme commutatif & lignes exactes

if+] ri h’l! 6u
ot H( Ay 2 Hy By P B0y e Hy (A ——
H () ILig) T Ho(p) T Ho_y(e)
aH] H"(A) n(f)H(B) nfg}H(C) 3 H__(A) L

Démonstration. 11 suffit de démontrer la commutativité du carré

H,(C) —2 = Hy_\(A)

!—L;(T)T THM—I(G']

H(C') —" H,_1(A")
Soit x € Z,(C’). Choisissons y € Bj et z € Al _| tels que g,(y) = x
et f,: \(z) = dy. Par définition, on a 8,[x] = [z] et (H,._1(a) 0 §,)[x] =

H, _{a)lz] = }a,_(z)]. D autre part, des deux égalités, (f,_,ca,_1)(z) =

(Br_19f,_))02) = dB.(¥) et (g0 B,)(¥) = (Yu0g,)(y) = va(x), il découle,
par définition, 8,[y,(x)] = [a,-1(z)]. 1l reste & constater :

(8x 0 Ha{yNlx] = Sulyalx)] = (@, —1(2)] = (H,— (@) 0 8,)[x].

Les complexes de chaines sont des objets délicats & manier, Etant A la base de
I"homologic, avant d’ailer plus loin dans la lecture, nous invitons le lecteur & s’entrainer
a leur utilisation avec les premiers exercices situés 4 la fin de ce chapitre.
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5.2 COMPLEXES SIMPLICIAUX. HOMOLOGIE SIMPLICIALE

Dans cette section, nous présentons la notion de complexe simplicial et lui associons
un complexe de chaines particulier, appelé complexe des chaines simpliciales. Les
complexes simpliciaux sont Iextension en dimension quelconque des complexes
simpliciaux de dimension 2 introduits pour 1’étude des surfaces, cf. Définition 2.28.

Rappelons qu’une partie A de R"™ est dite convexe si, pour tout couple de points de
A, e segment qui les joint est situé dans A. Par exemple, pour tout s 2> 1, les boules
E™ et les cubes [0, 17 sont des convexes de R™. La propriété suivante est immédiate.

Lemme 5.12 L’intersection de parties convexes est une partie convexe.

Définition 5.13 On appelle enveloppe convexe d’une partie A de R™ Dintersection de
toutes les parties convexes contenant A.

Le lemme ci-dessus implique que I"enveloppe convexe de A est le plus petit convexe
contenant A. L’enveloppe convexe d’un ensemble fini de points, A = {a;,...,4,},
est notée (ay,...,a,).

Proposition 5.14 L'enveloppe convexe d'un ensemble fini de points, A =
{ar,...,an} C R™, pewr étre décrite par

" n
{ay,....apy=qx € R” |x = Zr;a,- . avec t; = O pour tout i, et Zt,- =1

=1 i=1
Démonstration. Pour toutr = 1, ...#n, notons

r r
A, =3xeR” |x = Zt,—a;, avec ; = 0 pour tout {, et Zr,- =1
i=1 =1
et montrons, par récurrence sur r, que {dy, ..., d,} = A,.
C’est trivialement vrai pour r = 1. Pour r = 2, le segment joignant a; i a;
est tormé des points x tels qu’il existe ¢ € [0, 1] avec x = {1 — HHay + tao,
que 1’on peut aussi écrire x = fjay + has avec f + 4 = 1.
Supposons donc le résultat vrai pour tout entier p, p < r — 1. L’espace A4,
est convexe car, six = Z;Zl La; ety = Zr s;a; sont dans A,, alors, pour

touts € [0, 1], onazx +(1 —t)y = > i, (t1; + (1 — D)s;)a; € A,. D'autre

part A, contient les points 4, . . ., «, ; il contient donc le plus petit convexe
contenant ces points, d’oil {ay,...,a,) C A,.
Maintenant, soit x = >._, fia; € A,.Sit, = lLoalorsx = g, etx €

{ay,...,0,). Sit, # 1, on peut écrire

F—1

x=ta +(1 —t,)Z

i=l

h
11—

;.
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Ceci montre que x appartient 4 un segment de droite joignant ¢, a un point
de A,y = {ay,...,a4—1) C (ay,....a,). Le point x appartient donc au
convexe {(day,...,d,).
Définition 5.15 Les poinis ay, . . . , a, sont dits géométriquement indépendants si les
vecteurs {wa; | 2 < i < n} sont linéairement indépendants. Dans ce cas, [ enveloppe
convexe (a, ..., a,) est appelée un (n — 1)-simplexe.

Si o = {ay,...,a,) est un simplexe, les simplexes {a;....,a; ), avec v < n et
D <iy < is... < i, <n, sont appelés faces de o

Remarquons que tout élément du simplexe {a;, ..., q,) 8’ écrit de mani¢re unique
sous la forme Y7 fia;, avecf; > Oetd . 4 = 1. Pourtouti, | <i < n+1, notons
e; le point de R"*! ayant toutes ses coordonnées nulles sauf Ja i-2me égale & 1.

Définition 5.16 Le n-simplexe standard A" est le n-simplexe e, ... e,y ) C R,

Al

At= Q) (620, 6 =1

i=l1

Lemme 5.17 Si C est une partie convexe de B" et si le point a est dans Uintérieur de
C, alors toute demi-droite issue de a rencontre le bord 0C de C en au plus un point.

Démanstration. Supposons qu’une demi-droite issue de a rencontre JC en
p eten g, successivement. Puisque a est dans lintérieur de C, il existe une
boule ouverte B, contenant a et incluse dans €. Par convexité, C contient
tous les segments de droite joignant un point de B au point ¢. Le point p
appartient donc a un cone ouvert contenu dans C' ; ceci est en contradiction
avec ’hypothése p € OC.

Proposition 5.18 S§i C est un convexe bomné de R*, contenant un point intérieur a,
alors son bord, OC, est homéomorphe a la sphére S" 1.

Démonstration. (uiitte A faire une transiation, on peut supposer que a est
I'origine des coordonnées. Considérons alors I'application 8C — 5" 1,
x — x/||x]]. Le lemme précédent implique 1" injectivité de cette application.
Supposons P'existence d’un point y € $°~! ne se trouvant pas dans I'image
de cette application. Ceci implique qu’aucun point de la demi-droite [ay) ne
se trouve dans le bord de C. Or, le point g étant intéricur & C, il existe des
points de C sur cette demi-droite. En conséquence, toute la demi-droite [ay)
se trouve dans C, ce qui contredit I’hypothése C borné.

L’ application précédente, de 3C dans §"~ ! est donc bijective, continue, de
source un espace compact et de but un espace séparé ; ¢’est un homéomor-
phisme.
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Coroliaire 5.19 Le bord, OA", du simplexe standard est homéomorphe ¢ §" !

Démonstration. 11 suffit d’exhiber un point intérieur 4 A”. La projection
canonique p: R™! . R" définie par p(xy, ..., xy1) = (X1, ..., Xy), induit
un homéomorphisme entre A" et

paA™) = {(rlﬁ..‘,tn) eR" | = 0pourtouti,et Zr; < l} .

Le point (- \ ﬁ) étant un point intérieur & p{A"), le résultat s’ensuit.

n+ls
La Définition 2.28 s’étend en dimension quelconque 7 de la facon suivante.

Définition 5.20 Un complexe simplicial fini de dimension 2, K, est une réunion finie

de simplexes de R"! telle que :

— si o € K, toutes ses faces sont dans K ;

~ siag € K et 7 € K, leur intersection est soit vide, soit une face commune ;

— K contient au moins un simplexe de dimension n.

{/ne application simpliciale, f: K — L, esr une application entre deux complexes
simpliciaux, qui envoie, de muniére dffine, tout simplexe de K sur un simplexe de L.

En particulier, tout simplexe standard a une structure de complexe siniplicial.

» Construction du complexe des chaines simpliciales

Si K est un complexe simplicial fini et R un annean, on construit un complexe de
R-modules (C,(K; R), d) de la maniére suivante.
1. D’abord, on appelle simplexe orienté de K, un simplexe de K muni d’un ordre
Sur ses sominets.

2. On forme le R-module libre, E,, engendré par les simplexes orientés de K de
dimension a1 et on note C,(K; R) le quotient de £, par la relation d’équivalence

<ar:r(])r e _'-aﬂ'(.ii+1)> = (__1}9,., ((11 B :an+l>r
pour toute permutation o de {1,...,n + 1}. Ici &, désigne la signature de
la permutation . En particulier, on a {a),a2) = —{as, ) et {a),a,a3) =

—{uz,ay,a3) = {as,a3.a,). Le module C,{K; R) est indépendant de Iordre
choisi sur I’ensemble des sommets de chaque simplexe car U contient un, et un
seul, générateur pour chaque simplexe de K. quel que soit 1"ordre choisi sur
I’'ensemble de ses sommets.

3. Llebordd: Cy(K; R) — Cy—i(K; R) est le morphisme de R-modules défini sur
les générateurs de C,(K; R) par

diay, ... a,) Z( 1Y*Ya R TR 1 I

i=]
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o Iécriture g@; signifie que 'on a enlevé le sommet g;. Cette différentielle est
bien compatible avec la relation d’équivalence définie sur E,. La vérification
pour une permutation de deux sommets consécutifs est immédiate et suffisante

pour conclure.
Lemme 5.21 Le couple (Co K R), d) est un complexe de chaines.
Démonstration. Calculons d o d.

"
d2<al}' : -1an> = Z(#l)Hld(ala Lt rafa s Eaﬂ)

i=l1

= Z(""l)Hj(ah”':aj}---aah-"}“n)—i_
j<i
il - =
Z(_l)H‘ﬂh (alu---:aia"'saj'.'---_'-au> = 0.
j>i

Définition 5.22 Le complexe (C.(K; R),d) s appelle le complexe des chaines sim-
pliciales du complexe simplicial K, & coefficients dans ['anneau R. Son homologie
se note H.(K; R) et s'appelle I'homologie simpliciale de X a coefficients dans R.
Lorsque Uanneau de référence R est explicite par le contexte, on note C,( K) et H(K)
pour C,(K; Ryet H (K, R).

Teute application simpliciale, f: K — L, induit un morphisme de complexes de
chaines, C(f): C(K) — C,. (L), vérifiant C,(id) = W et Cp{ f o g) = Co(f) 0 Co().

Proposition 5.23 Si K est connexe par arcs, ona Ho(K: Ry = R.

Démonstration. Considérons 'application &: Co(K) — R définie
par (>, ri{a;)y = Y_.ri, avec r; € R. Elle est clairement surjec-
tive et de (g o d){ay,a2) = elay} — ela) = 0, nous déduisons
d(C\(K)y C XKere. Considérons maintenant un élément 3., ri(p;)
du novau de e. Le complexe K étant connexe par arcs, il existe,

pour chaque i € {l,...,m}, une suite de 1-simplexes connectant
P a piy notons les {pi.qi}, (q1.q2}, .-+, (g, pi). La somme o;
de ces l-simplexes vérifie (p;) — {p) = doy, d’ob I'on déduit

dO o) = i ni(p) — QoL rd{py) = 301, rilpi). T s ensait
Kere = d(C\(K)) et R = Co(K)/d(C{(K)) = Ho(K).

Etudions maintenant quelques exemples.

Homologie du simplexe standard. Le simplexe standord a son homologie concen-
trée en degré 0, Hy(A") = R et Hy,(A"y =0 s5i p > ().
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Le résultat en degré 0 découle de la Proposition 5.23 car A* est connexe par
arcs. Si o = (e;,...,e;) est un simplexe de A" ne contenant pas le sommet ¢,
on note €10, le simplexe (e1.¢,,...,¢;, ). Onaalors

dlejry=0 —~el{da)y, sig > 2, et diele,))= (e — {e1).

Si p = 1, toute p-chaine o de C,(K) s’écrit 0 = e o + 7, oll 7| et 0 sont
des sommes de simplexes ne contenant pas le sommet ey. Si o est un cycle, on
ado =g —e{do)+do; =0, ce quiimplique a1 +do; = Qetdo; = 0. Le
simplexe & est donc le bord de la chaine e;a;, car d(e03) = 0y — e1dor =
o> + e oy = o. Nous avons montré que, si p > 1, tout p-cycle est un bord ce
qui entraine la nuliit¢ des groupes d’homologie correspondants.

Remarquons que le bord GA" de A" dans R"*' est la réunion de toutes les faces de
dimension strictement inférieure a4 n dans A”. C’est donc un complexe simplicial de
dimension n — 1.

Homologie de JA". Pour n > 2, nous avons

R sip=0,n-1,
0 autrement,

H, (A" R) = {

Le résultat en degré O découle aussi de la Proposition 5.23 car JA” est connexe
par arcs. Nous définissons le complexe A, par la suite exacte courte suivante
de complexes de chaines,

0——=C (OA"; R)——=C(A"; Ry~ A, —=0,

ou "application i est I'injection canonique et p I application quotient degré par
degré, p: C,(A") — A, = C,(A")/C,(04"). Clairement, on a 4, = 0 pour
g #netA, =R, d’oll H;(A,)=0pourq # net H,(A,) = R. D’autre part,
rappelons que H,(A") = 0 pour g > 0 et Hy(A") = R. Fcrivons la suite exacte
longue d’homologie associée & la suite exacte courte ci-dessus,

L= Hy(A"Y — Hy(A) — H,_ (DA™Y > Hy (A") — Hy_\(A) = ...

Sig # l et g # n, la nullité des groupes d’homologic de A, et de A* implique
H,_((04™) = 0. Pour ¢ = n, cette longue suile exacte donne un isomorphisme
R = H,(A) — H,_(0A").

La détermination de I’hemelogie simpliciale d’un complexe simplicial se réduit
a des calculs de noyaux et d'images d’applications linéaires. Malheureusement, le
nombre généralement élevé de simplexes en rend la réalisation effective longue et
fastidieuse ; des méthodes plus efficaces seront introduites dans le chapitre suivant.
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Cependant, le lecteur est invité 4 déterminer I"homolegic simpliciale des complexes
simpliciaux associés aux triangulations du Tore, S! x S!, et du Plan projectif, P»(R),
décrites dans le Chapitre 2, et d’&tablir :

Hi(S"x SLZ)=ZPZ, Ho(S' x SLZ)=Z, H(S' x S, Z) =0, sik > 2,
H(Py(R),Z) = Z/27, H(P(R):Z) =0, sik > .

Nous avons gardé Ia notation de ’espace topologique pour désigner le complexe
simplicial associé. Cette possibilité est justifiée dans la Section 6.3 : pour des espaces
topologiques triangulés, P'homologie simpliciale ne dépend pas de la triangulation
choisie.

5.3 HOMOLOGIE SINGULIERE D’UN ESPACE TOPOLOGIQUE

Un espace topologique quelconque, X, n’est a priori pas décrit comme la réunion de
simplexes. Nous allons cependant introduire un complexe similaire au précédent, en
choisissant comme simplexes toutes les applications continues dc source le simplexe
standard et de but I’espace X.

Définition 5.24 Un p-simplexe singulier d’un espace topologigue X est une applica-
tion continue, o1 A7 — X,

Distinguons les diverses faces d’un simplexe standard.

Définition 5.25 La i-&me face de A" est limage de Uapplication £ : A»™1 — A"
définie sur les coordonnées barycentrigues par (41, .. . t,) = (ti,-..,0,...,4), ot
le nombre O est placé en position i.

Remarquons &} (e;) = e; i j <ietel(e;) = e;, 81 j > i. Remarquons également
I"égalité & | o el = 8::” ogl =t A™1 — A" entre composés d’opérateurs face,
lorsque i < j. Le 1-simplexe A! = (ey, e») a deux faces, qui sont ses deux sommets,
etle 2-simplexe A? = (e|, e3, e3) a trois faces visualisées ainsi,

€3

(81;-‘33) {e2,e3)

€1 €2
(el ' e2>
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> Construction du complexe des chaines singuliéres

Soit X un espace topologique et R un anneau commutatif. Notons §,(X; R) le R-
module libre engendré par les applications continues de A” dans X,

S.(X;R) = {Zn;o’; loi: A" — R, n; € Ret] ﬁni}.

it
Ainsi, So(X; Z) est le groupe abélien libre engendré par les points de X et §1(X; R)

cst I’espace vectoriel réel engendré par tous Ies chemins dans X

L'opérateur bord est I"application lin&aire d; §,{X; R) — §,_(X; R), définie sur

les générateurs par
A+l

do = Z(—l)"“o’ ol

i—i
Proposition 5.26 Le couple (5,.(X; R), d) est un complexe de chaines.
Démanstration. Calculons d o d sur un n-simplexe singulier ¢.

H+l

PIDB SV L AL

i—1 j=I

(dodXo)

1

= Z(—])“’«’a—og:I ogl | +Z(—l)”’"(}' ogpoel .

i iz

Remplagons j par j — 1 dans le deuxiéme terme de cette somme pour
obtenir :

_ i f i J i+ i i—1
{d o d)(r) = E (—1)"ooeg, 08, | — E (—D"Foe, o8|
i=] J=i
En permutant les indices / et j dans le deuxiéme terme de la somme et en
utilisant I"égalité &, o s;’i_, =g} o 8;—_11 déja remarquée, on constate que
cette somme est bien nulle, d’otld o d = 0.

Définition 5.27 Le complexe (8.(X; R), d) s’appelle Ic complexe des chaines singu-
ligres de 'espace X, & coefficients dans Uanneau R. Son homologie se note H,(X; R)
et s’appelle I'homologie singuliére de X & coefficients dans R. Lorsque Panneau de
référence R est explicite par e contexte, on note S,(X) et H,(X) pour S;(X; R) et
H,(X: R).

Remarque : S1 ci1,...,cpy sont des points dont Penveloppe convexe
{€1;...,Cps1) st incluse dans X, nous disposons d’un p-simplexe singulier
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particulier défini par o(f1, ... ,1p41) = Z; t;c;. Nous désignons ce simplexc
par ¢ = {¢,....cpq). En utilisant £{e;) = e; si j < i el gi{e;) = ejy1 si

J = i, )e bord de ce simplexe o s’écrit aussi

p+l

d((,‘“ v 3Cp+l) = Z("l)Hl(Cie‘“aa’a v :C,r}+]>a

i=1
ol nous reconnaissons la valeur prise par 'opérateur bord du complexe des

chaines simpliciales.

Homologie d’un singleton. Si I'espace est formé d’un seul point, X = {a},
chaque R-module libre S,(X; R) cst engendré par un seul 8lément, I"application
constante ,: A" — X. L’application bord vérifie

iad Ak 0 si # est impair,
d — —1 i+ o0 [— —1 i+l T,y = . . ’
Uy E (=H"oyo0e, E :( ) n—l On_1  Sinestpair.

i=1 i=l1

Le complexe des chaines singulieres de X = {a} a donc la forme suivante,

e S0 s 8300) — T $5(X) —E §1(X) — L Sy(X)

| |

RO’4 —— R(Tg, = RO’Q —— RO‘l RO’:)‘
I s’ensuit : R s 0
. Py s1g =W,
Hy({a}: R) = { 0 autrement.

Proposition 5.28 Si Uespace X est connexe par arcs, son homologie singuliére vérifie
Hy(X; Ry=R.

Démanstration. Nous procédons comme dans la Proposition 5.23. Consi-
dérons Papplication &: §o(X} — R définie par £(3 . ¢;07) = >, a;, avec
a; € Reto;: A’ — X, Elle est clairement surjective. Si o: Al — X est
une application continue, I'égalité do = o o g} — 70 &? = g(e2) — 7(ey)
implique (e o d)(o) = 0 et d(5i(X)) C Ker . Considérons maintenant un
élément 37, a;x; du noyau de e. L’espace X élant connexe par arcs, il
existe, pour chaque i € {1,...,m}, une application continue o;: A! — X
avec o;(e1) = x; et 0;(e3) = x;. De d (}::“:2 a,—o-i-) =3 aiy ~xy) =
S ax — (D, a) x) =Y o aix;, nous déduisons Kere = d(5(X))
et R = So(X)/d($1(X)) = Ho(X).
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Rappelons que les composantes connexes par arcs d’un espace X forment une
partition de X. I'image d’une partie connexe par arcs, par une application continue,
étant connexe par arcs, si 0: A" — X est un simplexe, son image doit étre contenue
dans une des composantes connexes par arcs de X. Ecrivons X = U,;-; X,, ol les X;
sont les composantes connexes par arcs de X. On a alors {& : A" — X continuve} =
Hics{o : A" — X, continue} et

SH(X; R) = ED!'E!SR(XE;R) .

Proposition 5.29 Si X = ;o X, est la partition d’un espace en ses composantes
connexes par arcs, on a, pour tout n = 0,

H}’!(X'J R) = %i'EIHn(X;'; R)

En conséquence, Hy(X; R) est le R-module libre engendré par les composantes
connexes par arcs de X,

Démonstration. Si o est un r-simplexe singulier de la composanie X,
toutes ses faces o o g5 sont dans X;. Si w € Z,(X; R) est un cycle, il
s’écrit donc de manidre unique @ = >, w; avec w; € Z,(X;; R). Nous

obtenons ainsi un morphisme de R-modules,

¢: Zy(X; R) = S Hi X R, @(w) =Y [w;).

Si w = da', en décomposant o’ sous la forme o' = Y, w] avec o] €
Sne1(X;; R), on obtient dw! = w; et 'application ¢ prend la valeur O sur
d(S,+1(X)). Elle induit donc, par passage au quotient, un morphisme de
R-modules,

@ Hn(X; R) - ®f€fH!J(Xr'; R)

Le morphisme @ est surjectif car Zf[w,-] = @([>_; @;]). Uest aussi injectif
car si g({w]) = 0, alors w; = dify; pour tout i, et w = d(3_, ¢;).

Regardons I'anneau R comme un complexe de chaines concentré en degré 0
avec différenticlle nulle ¢t considérons le morphisme e: S.(X; R) — R défini par
eQ o aio) =3 a; 51y a;0; € So{X; R), et 6(w) = 0si @ € §,(X; R)avec g > 0.
I est facile de vérifier que & est un morphisme de complexes, On obtient ainsi une
suite exacte courte de complexes de chaines,

0——=S5.(X; R)—=Su(X; A)—=>R——0

ot S.(X: R) = Ker & par définition.
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Définition 5.30 L’homologie du complexe S.(X: R) se note H{X;R) er s ‘appelle
homologie réduite de X,

La suite exacte longue d’homologie, associée a [a suite exacte courte de complexes
ci-dessus, fournit les isomorphismes :

H/(X;R)= H,(X;R), siq >0,
Hy(X: R) = Ker(s: Hy(X; R) — R).

Soit f: X — Y une application continuc. La composition définit un morphisme
de R-modules, S,(f): S,(X:R) — S,(Y;R), par §,{f)(e¢) = f o ¢. Remarquons
que, par définition, on a S, (idy = id et S,(f o g) = §,{f} o S.{g). si f et g sont
composables.

Lemme 531 L'application 5.(f): $.(X; R) — S.(V; R) induite par les S,{f} est un
morphisme de complexes de chafnes.

Démonstration. C'est une conséquence directe des définitions comme le

montrent les égalités ci-dessous,

d(Sn(f)(O')) = d(f o 0-) — Z(___I)I'H f o o 8;

1

= Sioi(f) (Z(—l)*’“aoei,) = S, 1(f)do).

Nous obtenons donc des homomaorphismes en homologie, définis par H,(/)[w] =
[S;(F)w)|. 1ls vérifient H,(id) = id ct H,{f o g} = H,(f) e H,(g), s1 f et g
sont composables. L’égalité & o S.(f) = & implique que f induit un morphisme
de complexes §.(f): $.(X; R) — 5.(¥; R) et des homomorphismes en homologie
réduite H,(f): H(X,R) — H,(Y;R).

Proposition 5.32 Si A est un rétracte de X, le groupe H,(A; R) s'injecte dans le
groupe H,(X; R), pour tout n > .

Démanstration. Notons r une rétraction de l'inclusiont: A — X.Derow =
id 4, nous déduisons H,(r) o H,{¢) = id et le résultat annoncé.

Le reste de cette section est consacré au comportement de S{ f) vis-a-vis de ['ho-
motopie d’applications.

Théoréme 533 5S¢ f, »: X — Y sont des applications continues homotopes, alors on
a H,( Y= H,(g), pourtout n = 0, En pariiculier, si {: X — Y est une équivalence
d’homotopie, alors H,([) est un isomorphisme, pour tout n > (.
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Démonstration. Notons K : X x |0, 1] — Y I'homotopie entre f et g, et
in, f1: X — X x [0, 1] les injections définies par {,{x) = (x,1), pour ¢ == ()
ou 1. Par hypothése, ona f = K oipet g = K oiy. En conséquence, si nous
montrons H,(ip) = H,(i)), il 8’ensuvivra H,(f) = H,(g). Pour ce faire, il
suffit de construire une homotopie de chaines entre S,(ip} et S, (7).
Remarquons que A' x [0, 1] est un rectangle que "on peut décomposer
cn deux triangles, et que A? x [0, 1] est une pyramide & basc triangulairc,
que ["on pent décomposer en trois tétraédies, comme indiqué sur la figure
suivante.

by
by / —r—-bg
a3 NG
o : ‘Jg

Plus généralement, le produit A” x [0, 1] se décompose canoniquement en
I'union de 1 + 1 (n + 1)-simplexes ne s’intersectant que sur Icur bord. Pour
exprimer ceci concrétement, rappelons quc les sommets de A” sonl notés
(e;yctposons a; = (&;,Mcth; = (e;, 1), avec 1 <{ < n+1;les points g;
¢t b; sont les sommets de A" x {0, 1]. Formons alors un simplexe singulier,
P, € 5,41(A" x [0, 1]), défini par

n+l

P, = Z(—l)Hl(ala- N TN 1bn+1>-

i=1

Nous avons identifié ici ’enveloppe convexe {c|,. .., ¢y} avee Ic simplexe
singulier A" — {cq, ... Cayt) qui cnvoie (11, .. ., foep) SUT D, 1;;. Montrons
Iégalité

a+l

dPn + Z(_l)jﬂsn(gi b fd)(Pn—]) - <b17 LR bu+1> ”'" (ala v sauH) .
j=I1
(5.1
Comme nous |’avons déja remarqué, sur ces simplexes singuliers particulicrs,
|’opérateur bord du complexe des chaines singulieres coincide avec celm
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des chaines simpliciales. Nous obtenons donc :

d(P) = D (=Ulai, .., @by bt

fei

+§ ar: n---:bn+l>
- E al:" s iy : . -:an)

+Z(_1)i+j+]<al:" . !ai:bia- e gj e 1b!!+1> .

f=i

D’ autre part, comme e{e;) = ¢; 8ii < j,eteg{e;) = ;41 Sié = j,ona

Sﬂ(s.‘!‘i = Id){Pn—l) = Z(-I)HI(QI:‘H' !ai:bia' e :gf? re 1bn+1>
i<y
+Z(_])i<ﬂl,--- :aj: s 1af!b!".~- "3b}1+|> .
i f

Nous avons ainsi établi 1'égalité (5.1). Construisens maintenant une homo-
topie de complexes de chaines entre S,(i;) et 5. (i),

hu . SH(X) _ n+l(X X [0- 1])

en posant
h”(ﬂ') = n+l(0- x Ed)(Pn)

que [’on étend linéairement. Le tait que 4, soit I’homotopic cherchéc découle
des égalités suivantes :

(dh +hdo) = d(Sp(a < id(P)+h (iﬂ(-l)”'g o s;;)
T TR
il(—l)“‘(sn(a x id) 0 Sy(e, X id)(Pu-1)
= Suo ><i=i<;)((bls coosban) —Aan - ap))

= Sulin)o) — Spio)o).
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5.4 THEOREME DES COEFFICIENTS UNIVERSELS

Le but de cette sectien est de montrer comment ’homologie i coefficients dans un
anneau R peut se déduire de I’homologie 4 coefficients dans Z. Remarquons quc
S5.(X; R) est le produit tensoriel de 5.(X;Z)avec R, ie., SAX:R) = S(X:Z)® R.
Si (C,, d) estun complexc de chaines formé de groupes abéliens, nous sommes done
amenés a éwdier le lien entre H,(C,,d) ® R et H.(C. ® R,d). Commengons par
étudier le comportement des suitcs cxactes vis-a-vis du produit tensoriel.

i . . P f
Proposition 5.34 Si la suite de groupes abéliens, A-—+ B—2 (50, est exacte
et si M est un groupe abélien, alors lg suite

fezad BoM g

AaM CoM——--—=0

€8t Qussi exdacte.

Démonstration. La surjectivité dc g & id provient de la surjectivité de g.
D’autre part, le composé (g & id) o (f & id) est nul car g o f est nul.
L’application (g % id) induit donc une application

v (BoM)/Im(f @id) - CR M.

L’exactitude en B ® M équivaut a la bijectivité de I’application . Pour
démeontrer cetle derniere, nous construisons une application ¢: C & M —
(B @ M)/Im(f & id), cn posant ¢(c @ m) = [b @ m], ot b € B est tel que
g(b) = ¢. Cette application ne dépend pas du choix de b, car si nous avons
g(b) = g(b’) = ¢, alors, par exactitude en B de la suite de départ, il existe
a € Aavec fla)=b—¥ . llsensuit (b m)— (B @m)=(fRid)a m)
et [b & m] = {&' © m| dans le quotient par Im ( f & id). De fagon évidente,
@ cst un inverse de ¢, ce qui termine la preuve.

Ce résultat ne peut s’étendre aux suites exactes 0 — A — B. Il suffit, par exemple,
de remarquer que la multiplication par 2 de Z dans 7 est injective et devient 1"appli-
cation nulle aprés tensorisation par Z/27Z. Précisons quelques propriétés des groupes
abéhens, suffisantes pour ce qui suit; le lecteur désirant plus d’informations sur ce
point pourra consulter [39].

Proposition 5.35

I Si0-——A—'~B C 0 est une suite exacte de groupes abéliens et
ri B — A un homomorphisme de groupes tel que r oi = id,, alors le groupe
B estisomorphe 0 A ® C.

P

2. 8i 0——>A—>B-L »Cs0 est une suite exacte de groupes abéliens et
o C — B un homomorphisme de groupes tel que p o o = idc, alors le groupe
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B est isomarphe & A D C. De plus, un tel homomaorphisme « existe toujours si
le groupe C est abélien libre.

3. Tout sous-groupe d'un groupe abélien libre est libre.

4. Tour groupe abélien sans torsion et finiment engendré est libre.

Démonstration. 1) Il suffit d’appliquer le Corollaire 5.9 au diagramme

0—=A—"=p—F sc— =0

l}‘q}p

0—A—A8C——C—=0.

2) On proceéde de méme avec 'homomorphisme | G ot AOC — B.Si
C est libre, pour chague élément x d’une base de C, on choisit un élément
¥y € Btelque p(y} = x. Lextension linéairc de cette correspondance x — y
donnc I"homomorphisme o cherché.

3) Soit A un groupe abélien libre ¢t B un sous-groupe de A. Nous faisons
la démeonstration dans le cas ou le groupe A cst finiment engendré. (Le cas
général nécessite de munir d’un bon ordre I’ensemble des indices d’une base
de A, ce qui dépasse le cadre de ce livre, cf. [4] pour une preuve en toute
généralité.) La preuve s’effectuc par récurrcnce sur le nombre p d’éléments
d’une base de A. Si p = 1, alors A est isomorphe 4 Z ol le résultat est bien
connu. Supposons le résultat vrai pour tout groupe abélien libre admettant
une base ayant moins de p éléments et soit A un groupe abélicn libre de
base {x),...,x,},le, A=2x; S - PZx, SiBCZxz & - B ZLxp,le
résultat découle directement de la récurrence ; nous supposons donc que ce
n’est pas le cas. Notons g1: A — Zx; la projection définie par p,{x1) = x;
et pr(x;) = 081 > 1. Nous nous intéressons i la restriction p): B — Zx,
de p; & B. Le noyau de p; est un sous-groupe de Zxy &b -+ - B Zux, ; il est
libre par récurrence. L'image de p; est un sous-groupe de Zx ; c’est aussi
un groupe abélien libre. En appliquant le point 2) 4 la suite

0——=Ker(p))——=B——=Im(p;)——0,

nous obtenons un isomorphisme B 22 Im (p,) & Ker (1) et B est un groupe
abélien libre.

4) Rappelons qu’un groupe abélien est sans torsion s’il n’a pas d’élément
xtelquerx = Oavecr € Z, r # 0. Soit A un groupe abélien finiment
engendré sans torsion, admettant § = {x;,...,x,} comme systdmc de
générateurs. Notons & e nombre maximal d’éléments de S, {x;,..., x4},
tels que, si {n), ..., ng) sont des entiers relatifs vérifiant nyx;, 4+ - +mex;, =
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O,alorsonan; = 0,pouri = 1,.... k. Fixons une tclic suite (x; , ... .x;)el
notons B lc sous-groupe de A engendré par ces éléments, Par construction,
B est un groupe abélien libre. Si x est un élément de § différent des éléments
choisis, 11 existe des entiers (n, 1y, . . ., 71z) non tous nuls tels que nx +nx;, +
-+ mx;, = 0. 8in = 0, alors tous les #; sont nuls, par choix de la suite,
donc # # 0 el I’égalité précédente implique nx € B. En procédant ainsi
pour tous kes éléments x de § et cn égalant r au produit des différents entiers
n trouvés, on obtient I'inclusion r A C B. Le groupe r A est donc un groupe
abélien libre, d’apres le point 3). Pour terminer, remarquons que ' application
x — rx estun homomorphisme de groupes de A dans A, injectif car A est
sans torsion. C’est donc un isomorphisme et A = r A est un groupe abélien
libre.

Définition 5.36 Si A est un groupe abélien, on appelle résolution libre de A une suite
exacte de groupes abéliens,

dﬂ d}l—| dz f."] o
Ly, L,y - Ly Ly

ot les L; sont des groupes abéliens libres,

Montrons que deux résolutions libres du groupe abélien A sont towjours reliées par
des homomorphismes de groupes compatibles avec les applications 4.

Proposition 5.37 Considérons deux résolutions libres L.—=A et L' -+ A du
groupe abélien A.

1. 1 existe des homomorphismes, f,: L, — L, vérifiant €' o fy =eetd, o f, =
Ja—1 0 dy, pourtout n > 0,

o, d.’e—l i d|

'—“"*Lnéﬁ»—[‘”—l FUa. - Ll LO i A 0:|
lfii lﬁ:—l lf] lfn H
dy thy—| o, o g
T SRy DI 0

2. Deux tels homomorphismes, f,g: L. — L., sont homotopes.

Démonstration. Construisons f, par récurrence sur 1. Pour n = 0 nous
choisissons une base (x;);¢; de Ly et posons fo(x;) = &, ol a; € L esttel
que £'(a;) = a{x;). L'application f; est ensuite étendue linéairement & tout
Ly. Supposons avoir construit fy, f1,. .., fr—) commutant avec les appli-
cations d;, I < n — 1, comme dans I’énoncé. Par hypothese de récurrence,
nous avons &, o f,_yod, = fu_20d,_1 od, = 0, comme le montre le
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diagramme commutatif suivant,

d, dy .t

Ly——=Lo_ i ——Ly >
fn—ll an—z
d,, dn—l
L, n~1 w2

Choisissons une base (x;);c; de L,,. Pour touti € I, par exactitude en L;_l,
il existe y; € L), tel que du(y:) = (fu—1 o dn)(x;:). Posons fr(x;) = y; et
étendons f, linéairement a tout L,,. Le morphisme f: L, — L’ est ainsi
construit par récugrrence sur 1.

Supposons maintenant avoir deux tels homomorphismes, f,g: L. — L.
Construisons, par récurrence sur 7, une application &, : L, — L}, vérifiant
doyy 0 by + y_y od, = f, — gn. Choisissons une base (x;);e; de Lg. De
&’ folx;) — go(x;)) = 0 et de Iexactitude en Ly, nous déduisons 'existence
de ; € L} tel que fo(x;) — go(x;) = dir;. Posons hplx;) = 1 et étendons
Ay linéairement a tout Ly. Supposons avoir construit A;, vérifiant d;, o h; +
h_10d = fi — g, pouri < n — 1, et choisissons une base (x;);¢y de
Lu- De dn (fn(xé) - gn(xi) - hn—l(dnxi)) = fn—l(draxi) - gn—l(dnxi) -
dylhp_1{d,x;)) = O et de 'exactitude en L}, nous déduisons I"existence de
t; € Ly, telque dyt; = fo(x;) — ga(xi) — hy_1(d,x;). Posons i, (x;) = t;
et éiendons £, linéairement a tout L,,. L’homotopie h, est ainsi construite
par récurrence sur .

Corollaire 5.38 Si A et B sont deux groupes ubéliens et L. — A une résolution
libre de A, I"homologie du complexe (L, & B.d ®1d), ne dépend pas du choix de la
résolution (L., d).

Démonstration. Si L, et L’ sont deux résolutions de A4, la Proposition 5.37
fournit des morphismes de complexes f: L, — Ll etg: L, — L, avec
go fet foyghomotopes al'identité et vérifiant eogo f =g, e0 fog =&
On en déduit que g @ 1d et f ©1d sont inverses homotopiques 1'un de " autre
et induisent des isomorphismes en homologie.

Si A et B sont deux groupes abéliens, nous définissons

Tor,(A, B) = Hy(L, ® B,d ®id),

ou L, estunc résolution libre de A. Le corollaire précédent nous assure que Tor,(A, B)
est indépendant de la résolution libre choisie pour A. La Proposition 5.34 nous garantit
I"'exactitude de fa suite

Lo B %1 ® B—>A® B—0,



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

5.4 Théoréme des coefficients universels 145

d’ou

Toro(A, B) = A @ B.

Tout sous-groupe 4’ un groupe abélien libre &tant libre, fout groupe abélien admet une
résolution libre de la forme

0 L} = LU A 0,

ol Ly est le groupe abélien libre engendré par A, dy est I'application identité sur A
étendue linéairement & tout Ly, L est le noyau de dy, et d; est 'injection canonique.
11 s’ ensuit

Torp(A, B) = O, pour tout p > 2.

Nous posons donc
Tor(A, B) = Tor{A, B).

Remarquons aussi que Tor(A, B) = H\((L. % B) = Ker{d, % id). En utilisant la
Proposition 5.34, nous obtenons donc une suite exacte

0—=Tor(A, B)—>L, & B— =Ly & B Az B 0. (5.2)

Pour terminer avec ces premieres propriétés de Tor(A, B), remarquons que, si A est
un groupe abélien libre, on peut choisir0 — Ly =0 —- Ly =A — A — 0 comme
résolution libre de A, d’ou

Tor(A, B) = (O si A est un groupe abélien libre.

Exemple : Si p et g sont des nombres entiers, alors TovZ/pZ, L/qZ) —=
Z/mZ, ot m est le plus grand commun diviseur de p et de q. En effet une
résolution libre de Z/ pZ est donnée par

mult,

0—=Z 57— =7/ pZ—=0.

La suite exacte (3.2) devient, dans ce cas particulier,

mult,,
0——=Tor(Z/ pZ, Z/qZ)—s—Z/qZ—HLZ/qZ—:-Z/pZ & Z/qL——=0,
d’ou

Tor(Z/pZ,Z/qZ) = Ker(mult,: Z/qZ — L/qZ) = Z/mZ.



146 5« Le monde des complexes de chaines

Le groupe abélien Tor est I’outil adéquat pour la comparaison entre homologie
& coefficients dans un anneau R et homologie & coefficients dans Z, rendant cette
derniére universelle.

Théoréme 5.39 (Thécréeme des coefficients universels) Soit (C.,.d) un complexe de
groupes abéliens libres et R un annean comnmatif, alors, pour tout n > 1, on a une
suite exacte,

0——=H,(C)® R——=H,(C & R)——=Tor(H, 1(C), R)—=0.
De plus, cette suite exacte admet une section induisans un isomorphisme,
HAC & R) = (H,(C)Q R) @ Tor(H, 1 (C), R).

Démonstration. Notons Z,, et B, les sous-groupes abéliens libres de C,
formés respectivement des cycles et des bords, iy B, — Z, et ju: Z, — C,
les injeclions canoniques, aussi notées ¢ et j s’il n’y a pas d’ambiguité.
Remarquons Cokeri, = H,{(C). En munissant 7, % Ret B, ® Rdela
différenticlie nulle, nous obtenons une suite exacte courte de complexes de
chaines,

00—z, o R e, 2 R B, @ R— 0,

La longue suite exacte induite en homologie s’ écrit

i S

jrl—|'.id
B, RS 7 9 R— ~H(C®R) id

=B, 1 QR Zp 1 &R

Pour tout # > 1, nous en extrayons la suite exacte courte
0——Coker (i, 2 1d)}——=H,(C 2 By——=Ker{i,,_; % id}——10.

Il nous reste & interpréter les novau et conoyau ci-dessus. La suite
0 ~B,— 7, > H(CYy——=0 étant une résolution libre de H,{C),
nous avons Ker (i, % id) = Tor{ H,(C), R). D’ autre part, la Proposition 5.34
implique Coker (i, £ id) = (Cokeri,) & R = H (C)® R. Nous avons ainsi
obtenu la suite exacte de I"énoncé.

Il reste & construire la section. Dans la suite exacte courte,

e 4B, 0

0 Zin

il existe une application o: 8,y — C, telque d o ¢ = id, car B,_| est
libre. Six € €y, on ad(x — g{dx)) = Qetx — o(dx) € Z,. Nous pou-
vons donc construire un morphisme de chaines, r: C, — Z,, en posant
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r(x) =x — a(dx). I vérifie r{x} = x six € Z,,d’oitr o j = id. Par com-
position avec la surjection canonique de I’espace des cycles dans 1’homo-
logie. nous obtenons un homomorphisme de groupes, C,, — Z, — H,(C).
En munissant H,(C) de la différentietle nulle, cet homoemorphisme est un
morphisme de complexes de chaines, C, — H,.(C), dont la restriction
aux cycles est la surjection canonique, Z, — H.(C). La tensorisation
par R donne un morphisme de complexes, C, & R — H,(C) & R, qui
induit en homologie une application ¥ : H(C, ® R) — H,.(C) & R. Notons
¢ H{C)® R — H,(C & R)'homomorphisme construit dans la premiére
partie de cette preuve. Evaluons 7 o ¢ sur un élément [x] | de H,(C) % R.
La restriction aux cycles de "application C,, — H,(C) étant la surjection
canonique, 7, — H,(C), F o v envoie [x] & 1 sur lui-méme, d’olt ¥ o = id.
Le résultat découle maintenant de la Proposition 5.35.

Dans le cas particulier du complexe des chaines singuliéres d’un espace topologique,
ce résultat s’énonce comme suit.

Corollaire 5.40 Si X est un espace topologigue et R un anneau commutatif, pour tout
n > 1, on a une suite exacte courte,

0——H (X;Z)® R——=H,(X; R)——=Tor(H, .(X:Z), R)——0,
admettant une section induisant un isomorphisme,
H (X R) = (H{X:Z)R R)& Tor(H,_(X;Z), R).
Le reste de cette section est consacré au développement de quelques propriétés du
groupe abélien Tor(A, B), permettant de rendre effectif le résultat précédent. Com-

mengons par remarquer que Tor{—, —) permet de compléter 1" étude du comportement
des suites exactes au produit tensoriel, initiée dans Ia Proposition 5.34.

Proposition 5.41 Si la suite de groupes abéliens, () B f B, £ B 0,
est exacte et si A est un groupe abélien, alors la suite
0—— Tor(A, B)) —— Tor(A, B,) —— Tor{ A, B3)
AR B —> AR B —= AR B ——0

est aussi exacte.
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Démonstration. Notons L Ly = A 0 une résolution
libre de A. Les groupes abéliens L et Lg étant libres, nous avons un mor-
phisme de suites exactes courtes,

0— L1 @B —>Li@B—— L& Bh——10

L

0——= Ly By —= Lo @& By —— Ly & By —= ().

Le résultat découle alors dit lemme du serpent, cf. Corollaire 5.9.

Proposition 5.42 S/ A et B soni deux groupes abéliens, les propriétés suivantes sont

vérifiées.

1. 8i A ou B est un groupe abélien libre, alors on a Tot(A, B) = {L
2. Tor(A, B) = Tor(B, A).

3. Si B est un groupe abélien sans torsion, alors on a Tor(A, B) = 0.

Démonstration.

1. Le résultat est déja démontré si A est libre. Supposons donc B libre et
choisissons une résolution libre de A, 0 — L, — Ly — A — 0. Soit
(xj)jes une base du groupe abélien libre B, nous notons Zx; le groupe,
isomorphe 4 Z, engendré par x;. De B = ®jc;Zx;, nous déduisons
L, @B =L,®(Sjerlx;)=®ei(L. @ Lx;), et

Tor(A, By = H|(®je;(L. R Zx;)) = Wjes (L, & Lx;)
= ©aH{L) D Lx; =0,

2. Choisissons une résclution libre de B, 0 — L] — Ly — B — 0. Les
groupes L) et Lj étant libres, la suite exacte de la Proposition 5.41 se
réduit a

0—Tor(A, B)—>A @ L} %%

A®Ly——=A®B—=0,
L'existence des isomorphismes A® L] = LI Aet AQ L) = L{® A fait
que " application id&d; coincide, 3 isomorphisme prés, avec I"application
dy®id: LT ® A — Lj® A, dont le noyau est Tor(B, A). Il s’ensuit
Tor(8, A) = Ker (d; ® id) = Ker (id & d)) = Tor(A, B).

3. Choisissons une résolution libre de 4,

0— L2y, —°

A 0.
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Le groupe Tor(A, Byestle noyaude d; & id: Ly ® B — Ly & B. Soit
Zie‘, a;®x; € Ker(d;®1d) et soit C le sous groupe de B engendr€ par la
famille finie {x;) ;;. Tout groupe abélien finiment engendré sans torsion
étant libre, le groupe C est libre et Tor(A, C) = Ker(dy ®id: L & C —
Lo® C)=0.Nsensuit 3°,, a; & x; = O et Tor(4, B) = 0,

Exemple : L.e groupe des nombres rationnels é&tant sans torsion, on a
Tor(A, Q) = Tor(Q), A} = 0, pour tout groupe abélien A. En particulier, pour
tout espace topologique X, I'homologie singuliere vérifie

H X, Q)= HA(X:Z)z Q.

Un tel résultat n’est plus valable si on remplace le corps des rationnels par un
corps fini, comme le montre I’exemple des homologies du plan projectif réel, &
coefficients dans Z et dans Z/2Z, cf. Page 176.
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EXERCICES

Exercice 5.1 Si f: A, — B, est un morphisme de complexes de chaines, vérifier
que Ker f, Im f et B/Im f sont des complexes de chaines.

Exercice 5.2 {Lemme des cing)
Le diagramme ci-dessous est un morphisme entre deux suites exactes de groupes
abéliens.

A fi A, 2 As i Ay

R

B, —*> B, -~ By - B

1) On suppose ¢ surjective et ¢, @4 injectives. Montrer qu’alors ¢3 est injective.
2) On suppose @4 injective et gy, @3 surjectives. Montrer qu’alors ¢, est surjective.

3) En déduire une nouvelle démonstration du Lemme des Cing, ct. Corolaire 5.10,

Exercice 5.3 Considérons un diagramme commutatif de complexes de chaines, a
lignes exactes,

0 A, B, C. ={}
1o
0 D, E, F, 0.

Montrer que si deux des applications, ¢, ¢t p, induisent des isomorphismes en
homologie, il en est de méme pour la troisieéme.

Exercice 5.4 Considérons un diagramme commutatif de complexes de chaines, &
lignes exactes

0 A, B.—~C. 0
I
0 D, E,—=F, 0

Montrer qu’tl existe sn morphisme de complexes de chaines, ¢: C, — F,, tel que

fof=goi.
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Exercice 5.5

1) Montrer que, pour toute suite exacte de groupes abéliens,

0—=A— =B "o .9

les conditions suivantes sont équivalentes :
1. it existc un homomorphisme ¥: B — Atelque r oi =id,,
2. il existe un homomorphisme o: C — B tel que p o v = id,,
3. il existe un isomorphisme de groupes, B = A & C.

Dans ce cas, on dit que la suite exacte se scinde. On remarquera que c’est toujours la
cas si le groupe abélien C est libre.

2} Donner un exemple de suite exacte courte de complexes de chaines qui se scinde
comme suite de groupes abéliens et ne se scinde pas comme suite de complexes.

Exercice 5.6  Soit (4, d) un complexe de chaines formé de groupes abéliens. On
définit une {famille de groupes abéliens par (sA), = A,_, les éléments de (sA), étant
notés sgavec @ € A, 1.

1) Soitd: (sA), — (5sA),—1 U'homomorphisme de groupes défini par d(sa) = —s(da).
Montrer que ((sA).. d) est un complexe de chaines.

2) Définissons sur A, (s A), un homomorphisme d par d{a, sa’) = (da+a’, —s(da)).
Montrer que (A, @ (5A).,d) est un complexe de chaines.

3) Soit f: (A.,d) — (B,,d) un morphisme de complexes de chaines formés de
groupes abéliens. Montrer que f est homotope a Iapplication nulle si, et seulement si,
il existe un morphisme de complexes de chaines, F: (A, @ (sA)..d) — (B.,d), égal
afsurA,.

4) Calculer H(A, & (sA)., d).

Exercice 5.7  Soit f: (A,,d) — (B.,d) an morphisme entre complexes de
chaines formés de groupes abéliens. On définit une tamille de groupes abéliens
par (Cf), = B, & A,_; et une famille d’applications d: (Cf), ~ (Cf),_ par
dib,a) = {db+ fla), —da).

1) Montrer que ((Cf)., d) est un complexe de chaines. On 1’appelle le cone sur f.
2) Soit (s A). le complexe de chaines défini par (sA), = A,_;. d(sa) = —s(da),
introduit dans I’Exercice 3.6. Montrer qu’il existe une suite exacte conrte de complexes
de chaines,

0— =B, (CH)—Lm(sA). 0.
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et que le connectant de la suite exacte fongue d'homologie associée csl
H{f}: H(A) — H(B).

3) Soit g: (B..d) — (C.,d} un morphisme entre complexes de chaines formés de
groupes abéliens. Montrer que g o f est homotope a 1" application nulle si, et seulement
si, il existe un morphisme de complexes de chaines, G: ((Cf )., dY — (C.,..d), égal &
gsur B,

4) S°il existe une homotopie de chaines entre j et Uapplication nulle, construire un
inverse homotopique a droite de f.

5) S’il existe une homotopie de chaines entre p et ’application nulle, construire un
inverse homotopique & gauche de f.

Exercice 5.8 Dans cet cxercice, on considére des complexes formés de groupes
ahéliens. Un complexe de chaines C, est dit acyveligue si H(C) = 0 et contractile si
Vapplication identité sur C, est homotope a application nulle,

1) Montrer qu’un complexe contractile est acycligue. .

2) Soit C, le complexe de chaines défini par C,, = Z/4Z pour tout n et dont le bord
est la multiplication par 2. Montrer que C,. est acyclique mais n’est pas contractile. La
réciproque de la premiére question est donc fausse en général.

3) Soit C, un complexe libre. Montrer que C, est acyclique si, et seulement si, il est
contractile.
4) Soit f: (C.,d) — (D,,d) un morphisme de complexes de chaines. Si le cOne sur

f est contractile, montrer qu’alors f est une équivalence d’homotopie. (On utilisera
les deux derniéres questions de 1’exercice précédent.)

5) Soit f: (C.,d) — (D,,d) un morphisme entre complexes libres. Montrer que
H{f). H(CY — H(D)est un isomorphisme si, et seulement st, f est une équivalence
d’homotopie.

Exercice 5.9 A un complexe simplicial X, on associe le complexe de chaines,
(T.(K),d), défini comme suit.

— Le module 7,(K) est le R-module libre engendré par les suites finies
{@ry ... 0.}, Ol les g; sont des sommets contenus dans un méme simplexe de
K.

— L’application bord est définie comme dans le complexe des chaines simpliciales,

n+l

dlar,. . an) = > (D Nay,. G, a).

i=l
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La différence entre 7,(K) et le complexe des chaines simpliciales, C.(K), est que,
dans T,.(K), on ne suppose pas que les éléments a; des suites finies, {ay,. .., d,). sont
tous distincts et ordonnés. Ainsi, toute permutation des semmets donne un nouvel
élément, linéairement indépendant de 1'élément de départ.

Fixons un ordre sur les sommets de X et définissons des morphismes ¢ : T,(K) —
CalK)eto: Co(K) — T,(K). Sia) < a2 < ... < tper. 00 POse @((ay, ..., 0y41)) =
{ar, ..., ansy). Pourout {@ ,....q; ) € T,(K). on pose

0 si deux sommets g;, sont identiques,
s ai)) = . S &y SN
(@, -ay, ) silesa, sontdistincts2a2.

1) Si X = {a,....aun}, montrer que Hy(T.(X)) = 0sig > 0.

2) Montrer que les morphismes ¢ et ¢ sont des homomorphismes de complexes de
chaines inverses homotopiques 'un de autre, e, o @ ~idet g o > id.

3) Montrer que P'application ¢ induit un isomorphisme en homologie.

Exercice 5.10  Soit p > 0. Soit C, le complexe de chaines défini par :
- Cy=2Zs510<n < p,etC, =0pourn > p,
- lebord d: €, — Cy_, est la multiplication par 2, si &k est pair, et ["application
nulle, si k est impair.

Déterminer Hy(C, Z) et H.(C;, Z/2Z). Retrouver ce dernier & partir de I’ homologic a
coefficients entiers, en utilisant le théoréme des coefficients universels.
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SOLUTION DES EXERCICES

Exercice 5.1 Un morphisme f: A, — B, est la donnée d’une suite de mor-
phismes de R-modules, f,: A, — B, vérifiant df, = f,_1d, pour tout n > (.

Pour construire le complexe de chaines (Ker f).. nous posons (Ker f), = Ker f,,.
Légalité df, = f,.1d. impliquc d(Ker f,) C Ker f,_,. ce qui définit la diftérentielle
de (Ker f), comme la restriction de cclle de A,.

L'égalité df, = f,—d implique aussi d(Im f,} C Im f,_,. Les sous-modules
{Im f,} forment donc un sous-complexe de B,, noté (Im f)..

Notons p,: B, — B,/Im f, 'homomorphisme quolient. Si x € B, ¢t si [x]
désignc sa classe dans B, /Im f,, on pose d[x] = [dx] € B,_/Im f,_,. Vérifions
d’abord que I'application d: B, /lm f, ~ B,_;/Im f, , est bien définie. En effet,
si [x] = [x'], alors il existe y tel que x — x’ = f,(¥) et 'égalité dx — dx' =
dfy(y) = fu_1dy implique [dx| = [dx']. L’application d munit la suite (B, JIm £
d’une structure de complexe de chaines noté (B/lm f).. Les applications quotient p,,
induisent un morphisme de complexes de chaines p: B, — (B/Im f)..

Exercice 5.2

1) Soit x € Az tel que @1(x) = 0. De gu( f2(x)) = g3(es(x)) = 0 et de I'injectivité
de @4, nous déduisons f3{x) = 0. L'exactitude en Az implique alors ’existence
de x' € Axtel quc x = fHr(x"). De galga(x)) = @3(/a(x’)) = ¢1(x) = Oetde
I’exactitude en B, nous déduisons Uexistence de y € By tel que g1(y) = @2(x').
Finalcment, la surjectivité de ¢, implique existence de x" € 4|, tel que ¢, (x”) = y.
Observons maintenant que

ea(x’ = i) = @a(x") ~ g1(@1(x")) = @a(x)) — g (y) = 0.
L’injectivité de ¢, implique x* = fi(x"). [1 s’ensuit x = H(x) = (fr0 Hx") =0
ct le novau de @3 est ainsgi réduit 4 0.

2) La méthode de preuve utilisée ci-dessus s’appelle “chasse dans le diagramme™” ;
nous invitons le lecteur & 8"y exercer dans cette nouvelle question, cn commengant
avec la donnéc dc y € B». La surjectivité de ¢; implique alors I'existence de x € As
tel que @3(x) = g2(y). Ensuite, on a @4{ f3(x)} = g3(g2(y)) = 0, donc ...

3) C’est unc conséquence directe des deux questions précédentes.

Exercice 5.3 1l suffit d’appliquer lc Lemme des cing aux suites exactes longues
induites en homologie.
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Exercice 5.4 Les complexes A, et D, sont des sous-complexes respectifs de
B, et D,. L'application £: C, — F. est ’application induite entre les complexes
quotients, B. /A, = C, — E,/D. = F,.

Exercice 5.5

1) Les propriétés 1. et 2. sont des conséquences directes de 3. Le fait que chacune
d’entre elles implique 3. est contenu dans la Proposition 5.35.

2) Considérons les complexes suivants :

— A, A =7b A =0sik#£1,d=0,
— B.:By=%b, B =%a,da=b,db=0,
—C, Cop=Fa, C,=0s1k >0etd =0.

La suite de groupes abélicns,
0—=Zb——=TZa & Zb—=Ta—=0,
se scinde mais la suite exacte courte de complexcs de chaines,

0 ~A. l-:B,,‘

ne se scinde pas, ¢’est-d-dire, il n’existe pas de morphisme de complexes de chaines,
o:C, — B, telque po g =id.

Exercice 5.6 Les points 1) et 2) se vérifient facilemment. Pour la question 3), si
f est homotope a application nulle par unc homotopic £ = {h;: A; — Bia},
on définit F sur A, & (sA), par F(a) = f{a) et F{(sa) = h(a), ct on vérific sa
compatibilité aux différenticlles. Réciproquement, si le morphisme F est donné, on
construit 'homotopic par k{a) = F(sa). La vérification de I'égalit€ doh+hod =
est & nouveau sans difficulte.

4) Tout cycle, (a,sa’), vérific da + ¢’ = O ct s{da’) = 0. Il sensuit d{sa) =
a — s(da) = a + sa’ et tout cycle est un bord.

Exercice 5.7

1) 11 suffit de remargquer
d(d(b,a)) = d(db + f(a), —da) = (d°b +df(a) — f(da),d*a) = (0,0).
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2) La premiere partie de la question est sans difficulté ; j est I'injection canonique
et p(b,a) = sa. Construisons lc connectant : s1 sa cst un cycle dc (sA),41. 0n a
20, a) = sa. Pour déterminer 'image de la classe associée & sa par le connectant, on
calcule le bord de (0, @) dans (Cf).. a savoir d(0,a) = (f(a), —da) = (f{a),0). 1l
s'ensuit 6 = H,{(f}: H,(4) — H,(B).

3) La preuve est similaire a celle de 1a question 3) de Iexcreice 5.6 ; nous cn laissons
I’adaptation au lecteur.

4) Soith: B, — (Cf)ps1 = Boyy & A, une homotopie de chaines entre j et I'applica-
tion nulle. Nous définissons g: B, — A, eth’: B, — B, par h(b) = (h'(b), g(b)) €
B,y & A,, s1b € B,. Remarquons

(dh + hd)(b)y = (dh'(b) + f(g(b)) + K (db). —dg(b) + g(db)).

L' égalité (dh + hd)(b) = (b,0) implique donc dg = gd etdh’ +h'd =id— fog.
Ainsi, g est un morphisme de complexes de chaines ct 2" une homotopie de chaines
entre f o g et 'identité.

B} Soit h: (Cf)y = B, © A,_| — (5A), = A, une homotopie de chaincs entrc
p et Dapplication nulle. Nous définissons g¢': B, — A, et h': A, | — A, par
g'(h)y = kb, D) et K'(a) = h(0, a), c’est-a-dirc kb, a) = g'(h) + #'(a). Remarquons
(dh + hd)(b,a) = —dg'(h) + g'(db) — dh'{a) — W (da) + ¢'{ f(a)). L'égalité (dh +
hdY(b,a) = p(b,a) = sa implique dg’ = g'd etdh’ + B'd = ¢’ o f —id. Ainsi, g’
est un morphisme de chaines et 2’ une homotopie entre g’ o f et I'identité.

Exercice 5.8

1) Si C, est contractile, I'identité sur C, est homotope a I'application nulle, done
I"identité sur H{C) cst gale & 1"application nulle, ce qui implique H(C) = (.

2) Les groupes des cycles et des bords sont réduits & {0,2} cn toute dimension, donc
H{C) = 0. Une application % telle que Ad + dh = id doit vérifier dh(2) = 2, d’ou
h(2) vaut 1 ou 3. Pour qu’un tcl & soit un homomorphisme, on doit avoir 2A(2) =
A(2) + (2) = A2+ 2) = 0, ce qui n'est pas vrai, ni pour #(2) = 1, ni pour A(2) = 3.

3) Construisons 1’homotopie entre 1”identité et I’application nulle, par récurrence sur
n. Supposons avoir construit A; tel que dh; +i;_1d = id pour j < n et choisissons
une basc (x;);er de Cp,. L'élément x; — h,,_ | (dx;) étant un cycle, ¢’esl aussi un bord
car H,(C) = 0. l existe donc y; € Cpy tel que dy; = x; — Ay {dx;). 1l suffit de
poser i, (x;) = v et de I’étendre linéairement.

4} Considérons la suite exacte courte associée a f, établie dans I’exercice précédent,

J P

(Cfh (sC)—=0. (5.3)
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De (C f}. contractile, on déduit facilement j ~ { et p ~ 0. Le résultat cst alors une
conséquence des deux derniéres questions de exercice précédent.

5) 81 f cst une équivalence d”homotopic, on sait déja que H(f) est un isomorphisme.
Supposons maintenant que H{ ) est un isomorphisme. Rappelons que la suite exacte
longue, associée 4 la suite exacte courte (5.3) ci-dessus, a pour connectant H{ f}; on
obtient donc H(Cf) = 0. Comme C.. et D, sont libres, il en est de méme pour {Cf}.. ;
le complexe (€ f). est donc contractile d’apres le point 3). H reste ensuite & appliquer
le résultat établi cn 4),

Exercice 5.9

1) Notons g: T.{(X) — T.(X) I'application définic par £{a; ,....a;,) =0sir > 1, ¢t
gla;,) = (), olt @y est fixé. On vérifie que £ est un morphisme de chaines. Si nous
montrons que & est homotope a I'identité, il en résultera que 1'identité ot ’application
nulle coincident sur H,(7T.(X)) pour p = 1, ce que nous voulens démontrer.

L'homotopie cherchée, h: 7,. 1{X) — T,(X), est définic par A{a;,...,d;) =
{ar,a;,, ..., a; ). On vérifie cn effet facilement que di + hd = id — &.

2) Les applications ¢ et  sont claircment des morphismes de complexes. De plus, on
a o ¢ = id; il suffit donc d’établir que @ o ¢ est homotope a I'identité. Construisons
pour cela une homotopic de chaines, h,: T,(X) —+ T, (X). L'application définic
par ho({a)) = O vérifie dhy = id — ¢ o sur Tj,. Supposons aveir construit /2,
pour p < ntel que dh, + hp_yd = id — ¢ o ¢ sur T, pour tout p < n. Soit
alors ¢ = {a,...,q;,,). En vtilisant hypothésc de réeurrence, on constate que
I'élément i, (do)— o —(goy)r)estuncycle de (@, .. ., a;,,, ). D’aprés la question
précédente, ¢’est un bord et il cxiste un élément A, {a) avec dh,{o) + h,_{do) =
o — (g oy)o).

3) C’est unc conséquence directe de Ja question précédente.

Exercice 5.10 On trouve :

Z sik =0 ou k = p impair,

H(C.Z) = Z/27 ik impair,
0 sinon.
227 sik < p,
A(CL2T) = { /0 sinoaz 4






Chapitre 6

L'homologie singuliére et ses
applications

Ce chapitre développe 'homologie singuliere introduite au Chapitre 5. Le coeur est
formé des théorémes de la Section 0.2, chaines L{-petites, Mayer-Vietoris, excision,
qui permettent la détermination des groupes d’homologie de nombreux espaces topo-
logiques. Ces groupes sont commutatifs et plus faciles a appréhender que le groupe
fondamental. Tls fournissent des applications concrétes importantes ; les plus facile-
ment accessibles, pour un ouvrage d’introduction comme celui-¢i, sont développées
dans la Section 6.4. Tout au long de ce chapitre, nous utilisons 'homelogie pour
étendre en dimension n plusieurs théorémes démontrés dans le Chapitre 1 a partir de
propriétés du groupe fondamental. Ce sont notamment les théorgémes de Borsuk-Ulam,
de Lusternik-Schnirelmann, de Brouwer ou d’invariance de la dimension.

Tout complexe simplicial donne naissancc & deux suites de groupes d’homologie,
les groupes d’homologie simpliciale et les groupes d’homologie singuligre. Nous
montrons dans la Section 6.3 que ces deux homologies coincident, permetiant ainsi le
calcul de I’"homologic singuligre & partir d'une triangvlation ct, surtout, établissant que
I’homologie simpliciale d’un espace triangulé ne dépend pas de la triangulation choi-
sie. Dans la Section 6.5, nous introduisons un complexe engendré par les cellules d’un
cspace cellulaire et leur application dattachement, ct ayant pour homologic I"homolo-
gic singuliére. Par exemple, ce complexe donne facilement les groupes d’homologie
des espaces projectifs complexes. Pour les espaces projectifs réels, {a situation est
plus délicate. A I'aide dc la notion dc transfert introduite dans la Scetion 6.6, nous
calculons leurs groupes d’homologie a coefficients dans Z /27,

Nous présentons également la caractéristique d’Euler d'un espace cellulaire, ou d'un
complexe simplicial, 1]’ utilisons en exercice pour déterminer les 5 polyédres réguliers
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en dimension 3, et pour caractériser le nombre minimum de sommets nécessaires pour
trianguler une surface.

Dans la derniére section, nous détaillons plusieurs applications dans des domaines
extérieurs 4 la Topologie. En particulier, nous montrons comment le théoreme de
Brouwer implique. dans certains jeux, I’existence de positions d’équilibres, appelés
équilibres de Nash.

Dans tout ce chapitre, la lettre R désigne un anneau commutatif.

6.1 HOMOLOGIE RELATIVE

Si C, est un sous-complexe du complexe de chaines D, le quotient (D/C), s’insére
dans une suite exacte courte de complexces,

0—=Co—=D,—=(C /D), —0,

qui engendre une svite exacte longue en homologie. Une telle siluation se renconire
en homologie singuliere lorsque A est un sous-espace de I’espace topologique X. Le
complexe S.(A; R) est alors un sous-complexe de S, (X: R); le complexe guoticnt
So(X; R)/S.(A; R) se note S.(X, A; R) el s’appelle le complexe des chaines relatives
de la paire (X, A). Son homologie, notée H,.(X, A; R}, est homologie relative de
la paire (X, A) a coefficients dans Panneau R. La suite exacte longuc associée i la
suite cxacte courte, 0 -= S.{A; R} — S,(X; R) — S.(X, A, R) — 0, est appelée sujre
exacte longue d’homologie de la paire (X, A). Elle est de la forme ;

~H.a (X, A; R)—:“HH(A-: R)HHH(X; RJHHH(X A; R)%

Une application continue entre paires topologiques, f: (X, A) — (¥, B),
cst une application continue f: X — V telle que f(A) < B. Elle induit un
morphisme de chaines, S.(f): S.(X, A: R) — SV, B; R), ¢t un homomorphismc
HJ(f): H(X,A;R) - H.(Y ,B, R).

Définition 6.1 Dewx applications continues entre paives topelogique, f,g: (X, A) —
(Y. B), sont homotopes s'il existe une application continue F: (X x [0,1], A x
[0, 1]y — (Y, B) telle que F(x,0) = f{x)et F(x,1) = g(x). Cette relation est une
relation d’équivalence dont I'ensemble des classes est noté (X, A),{Y, B)].

Proposition 6.2 i f, g: (X, A) — (¥, B} sont deux applications coniinues et homo-
topes entre paires topologiques, on a H,(f) = H,(g), pour tout n = 0.

Démonstration. C’cst une conséquence du Théoréme 5.33. L'homotopie
F, entre f et g. donne naissance & une homotopie de chaines, 4, entre
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les morphismes 8,.(f) et $.(g) de S.(X; R) dans S.(Y; R). Par construc-
tion, cette homotopic envoic S.{A; R) dans S.(8: R). Par passage au quo-
tient, elle induit donc une homotopie de chaines entre les morphismes
S.(F), So(8): Su(X, A:R) — SV, B: R).

1 existe également une suite exacte longuc d”homologies rclatives, associée a la
donnée de trois espaces emboités.

Proposition 6.3 Si A C B C X sont des inclusions entre espaces fopologiques, il
existe une suite exacte longue d’homologie relative,

~Ho (X, By R)—2~H,(B. A; R)— = H,(X, A; R)—=H,(X, B )—>~

appelée suite exacte longue du triplet (X, B, A).

Ce résultat est une conséquence immédiate du lemme suivant, appliqué aux com-
plexes de chalnes singuligres, S.(A; R} C S.(B; R) C S.(X; R).

Lemme 6.4 Considérons trois complexes de chaines, C,, D,, E,, tels que C, est un
sous-complexe de D, lui-méme sous-complexe de E.. Alors, il existe une suite exacte
longue d’homologie entre les quotients,

—_— n+](E*/D*)'_ é";" HH(D*/C*}_ _)-HH(E*/CS)_“___}H!I(‘E‘*/D*)—S}

Démonstration. L'inclusion canonique j: D, — £, induit un morphisme
injectif, encore noté j: (D/C), — (E/C),, envoyant la classc x + C, €
{D/C). sur la classe j(x) + C,. De méme, 1'identité sur E, donne un
morphisme surjectif p: (£/C), — (£/D).. De facon évidente, le com-
posé po j: {D/C). — (E/D), est 'application nulle, d’ou I'inclusion
Im j C Kerp. Six +C, estun élément du noyau de p, alors x € D, donc
x + C, cst dans I'image de j. Nous avons donc vne suite cxacte courte

0—=(D/C).—=(CE/C),—2~(E/D).—0.

Il reste & lui appligquer le Théoréeme 5.8.

Rappelons le complexe S.(X: R), défini comme le noyau de I"homomorphisme
eg: S{X; Ry — R, caractérisé par ¢ = 0 sur SH(X;_UR} avec n > 0 et S(Z; a;x) =
> ai six; € X. Remarquons $,(X)/S.{(A) = S.(X}/S.(A), il n"y a donc pas
de raison d'introduire la notion d’homologie relative réduite. Etudions maintcnant
I’homologic de X, relative & un point xp € X. Notons gx I'application composée
sulvante,
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Proposition 6.5 Le morphisme de chaines, qx, induit un isomorphisme entre
Uhomologie réduite et Uhomologie relative & un point, ie, H(gy): H (X, R) =
H.(X, {xg}: R).

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif suivant entre com-
plexes dc chalnes, ol les fleches verticales sont induites par 'inclusion
canonique, {xp} — X,

0= S ({xo}; B) ——> SU{x L R) = == R-—>0

i
¥

0-—=5.(X; Ry ———= SulX; R} —— R —0.

L’application du lemme du serpent (cf. Corollaire 5.9) A ce diagramme donne
un isomorphisme de complexes de chaines,

SAX; R)/Su(lxo}s R) & Su(X; R)/S,(§x0}; R) = Su(X. {x0}; R).
Nous obtenons donc une suite exacte courte de complexes de chaines,
0——=5.({x0}: R)—3.(X; R)—=S.(X, {xo}; B)—=0.

Le résultat découle alors de la suite exacte longue d”homologie associ€c et
de H,({xo}; R) = 0, pour tout p > 0.

6.2 THEOREMES D’EXCISION

Les théorémes de cette section sont a la base des calculs et propriétés de I'homologie
singuli¢re, développés dans la suitc de ce chapitre. La clef de voiite cst lc théoréme
des chaines U-petites qui exprime que les simplexes singuliers peuvent étre choisis
“aussi petits que I'on veut” lorsque 1’on calcule ’homologie singuligre.

S1 X estun espace topologique et U un recouvrement ouvert de X, on note Sg;" (X; R)
le R-module libre engendré par les g-simplexes singuliers, o: A7 — X, dont I'image
est contenue dans un des ouverts de /. Toutes les faces d'un élément de S”(X R)
¢tant dans .Su (X R), on obtient un complexe de chaines, S”(X R, appcle le com-

plexe des chames U-petites. Le complexe réduit des chaines U-petites est défim par
SU(X R) = SH(X; RYN S,(X; R).

Théoréme 6.6 (Théoréme des chaines l/-petites.)  Les inclusions SH(X; Ry —
SAX;R) et S“(X R) — S.(X; R) sont des morphismes de chalnes induisant des
isomorphismes en homologie,
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Ce théoreme utilise une subdivision barycentrique des simplexes avec un contrdle
précis de leurs “diamétres”. Nous |'admettons, renvoyant & [43, Page 177] pour une
preuve assez concise ou a [22, Proposition 2.21].

Remarque : Le Théoréme 6.6 reste vrai si I est une famille de parties de
X dont lcs intéricurs recouvrent X ; nous n'utiliserons pas cette généralité
dans la suite. Observons aussi que le théoréme ne peut étre vral sans aucune
hypothése sur le recouvrement /. Par exemple, 4 = {{(1,0}, S"\{(1,0)} }
cst un reccouvrement de S' par deux parties contractiles disjointes, donc
SY(SH = S.4(1.ODH) & S.(S"{(1,0)}) a unc homologic réduitc nulic. Or,
I'ona Hi(S": Z) = Z. ¢f. Théordme 6.15.

Nous déduisons du Théorgme 6.6 une série de corollaires, commengant par une
version relative. Soit I/ un recouvrement ouvert de X et A C X. On définiti{ N A =
{U:MA | U eU}et SY(X, A R) = SY(X; R)/SUA(A; R).

Corollaire 6.7 L’inclusion Si"'(X, AL RY — S.(X, A: RY induit un isomorphisme en
homologie.

Démaonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme des 3 aux suites cxactes
longues d"homologie associées aux deux suites exactes courtes suivantes,

00— SYUNAA Ry — SU(X;R)—— SHX, A, R)—= 0

| [ |

v
0 = S.(A; R) SHX:R) —— S.(X, A;R) —— 0.

Détaillons maintenant le cas particulier olt I’espace X est muni d’un recouvre-
ment L formé de deux ouverts, U et V. Notons iy, : UNV —= U, iy: UNV — V,
Jui U/ — Xet jy:: V — X les inclusions canoniques. Par définition méme des
complexes y figurant, nous avons deux suites exactes courtes,

S Ug)—S.{iv}

SU(X)——0,

Sulig)—Sutiv) S, i 4 Sa (i)

T SU(X) —= 0.
{6.1)
De ces deux suites exactes courtes ¢t du Théoréme 6.6, nous déduisons le résultat
suivant, appelé Théoréme de Maver-Vietoris.

00— S.(UNV) S ()& S.(V)
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Corollaire 6.8 (Théoréme de Mayer-Vietoris) 5i {U, V} est un recouvrement ouvert
de X, il existe deux suites exactes longues,

§

— = H,(Un V)2~ H,(U)® Hy(V) v Hy(X) = H, (UNV)—

et

~ ~ — i ~ o~
— B U N V)= B(U) @ H (V) —— Hy(X)—= H, (U N V) —>

ot = H{iy)— Hiiv), v = H(ju)+ H(jv) et & est un connectant.

Rappelons que I'avantage de travailler avec ’homologie réduite est que, si X est
un espace contractile, alors H,(U/) = 0 pour tout p > 0. Faisons une pause avec un
exemple avant de reprendre la liste des applications du théoréme des chaines I/-petites.

Hemologie d’un bouquet de deux espaces. Considérons deux espaces, X et ¥,
correctement poiniés {cf. Définition 3.13) et X Vv ¥ leur bouquet. Les ouverts U
et V, construits dans la preuve de la Proposition 3.15, forment un recouvrement
de X v Y. L’oovert U/ se rétracte par déformation sur X, I'ouvert V sur ¥ et
Touvert U M V sur le point de base. La suite exacte longue d’homologie réduite
de Mayer-Vietoris fournit alors, pour tout # > 0, un isomorphisme

H(XVY)= H(X)® HY).

Si A est une partie d’un espace X, nous notons A I’adhérence de A et Int A son
intérieur.

Corollaire 6.9 (Théoréme d'excision) Si A et U sont deux parties d’un espace topo-
logique X, vérifiant U C Int A, Uinjection (X\U, A\U) — (X, A) induit un isomor-
phisme en homologie,

H(X\U.A\U;R)~ H(X,A:R).

Ce théoréme s’appelle excision car I'homologie de la paire (X, A) s’obtient en
excisant U. Des conséquences concrétes de ce corollaire sont développées dans la
Section 6.4,

Démonstration. Considérons le recouvrement, 4, de X, formé des ouverts
Int A et X\U, ainsi que le recouvrement, U, de A, formé de Int A et A\ﬁ.
Les inclusions S¥4(4) — S,(A) et S¥(X) — S5,(X) fournissent un dia-
gramme commutatif de morphismes de complexes de chaines, a lignes
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exactes,

0 — SHe(A) — SE(X) - = SU(X)/ S (A) —-+ 0

o

0 = 5. (A) S:(X) SH(X. A)

0,

oll ¢ est obtenu par passage au quotient. Le Théoréme 6.6 et le lemme
des 5 impliquent que ¢ induit un isomorphisme en homologie. Remarquons
SH(X) = S.(Int A) + §(X\U) et S44(A) = S,(Int A) + S,(A\U), ot la
somme des sous-espaces vectoriels n’est pas directe. Cette décomposition
entraine SY(X)/S44(A) = S(X\U)/S.(A\D).

Ce que nous venons de faire avec (X, A et (Int A, X \U), nous le recommen-
cons avec (X\U, A\U) et (Int (A\U/), X\ U). Nous obtenons un morphisme
de chaines SU(X\U)/S¥\“(A\U) — S,(X\U.A\U), induisant un iso-
morphisme en homologie, et un isomorphisme SY(X\U)/$5*\* (A\U) =
SAX\D)/SUAD).

En regroupant les deux étapes, nous avens les isomorphismes suivants,

H.(X,Ay= H(X\U,A\U) = H(X\U, A\U).

Un passage au complémentaire permet d’exprimer le théoréme d’excision sous une
forme différente.

Corollaire 6.10 St X est un espace topologigue, A et B deux parties de X dont les
intérieurs recouvrent X, alors Uinclusion (B, ANB) — (X, A) induit un isomorphisme
H(B, ANB,R)= H{X,A;R).

Démonstration. Posons U = X\B. De IntB C B, on déduit X\ B C
X\IntB et U = X\B C X\IntB C IntA, car X\Int B est fermé et
X = Int A UlInt B. Lhypothése du Corollaire 6.9 est donc vérifiée. Il suffit
maintenant de remarquer que X\U = B et A\U = A\(X\B) = AN B
pour obtenir 1I’isomorphisme annoncé.

Le résultat suivant est une excision cellulaire, cf, la Section 2.2 pour les définitions
et propriétés d’espaces cellulaires.

Proposition 6.11 Si U'espace X est obtenu a partiv de A par adjonction d’un
nombre fini de cellules, alors la projection p: X — X /A induit un isomorphisme
H.(p): HAX,A; R) — H,(X /A, {A}: R) = H{(X/A; R).
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Démonstration. Appelons cone sur A, 'espace CA = A x |0, 1]/A x {1}
¢t posons
XUy CA=(X x {O.})UAX{U} CA.

Notons {a, t] € CA la classe d’équivalence de {a,r) € A x [0, 1]. L'espace
X Uy CA admet un recouvrement, {4, formé des ouverts U et V suivants,
U=XU{la,t]|ac Aetrt < 3}letV = {la,t]|ae Aett > L1}
L'ouvert U se rétracte sur X par une équivalence d’homotopie, #, qui envoie
la, f] sur [a,0] € X.L'ouvert V se rétracte par déformation sur {[¢,1] | a €
A} qui est un peint dans CA. L'ouvert U N V se rétracte par déformation
sur {[«,5/8] | @ € A} qui est homéomorphe & A. Considérons maintenant
le diagramme commutatif suivant de complexes de chaines, a lignes exactes,

00— S,(UNV)— S,(U) % S.(V) —= SH(X Uy CA) —=0

ls.r;fr) ls‘(weo l 7

0—= §.(4) —— S(X)——- - > S(X, A) -0,

dans lequel la premiére ligne est la suite exacte courte du théoréme de
Mayer-Vietoris (cf. Corollaire 6.8) et la fleche i est obtenue par passage au
quetient. La détermination des types d’homotopie de U, V et U N V faite
précédemment montre que les deux fleches verticales, situées 4 gauche et an
centre, induisent des isomorphismes en homologie. L’ application du lemme
des 5 implique que ¢ induit aussi un isomorphisme en homologie.

D’autre part, I'espace C A se rétracte sur {[a, 1] | @ € A} identifié & un
point dans C 4 ; il est donc contractile. L'espace X U, C A étant construit a
partir de C A par adjonction d’un nombre fini de cellules, le Corollaire 2.9
entraine que I’application quotient, X Uy CA — X U, CA/CA = X/A,
induit un isomorphisme en hemologie. La commutativité du diagramme
suivant et la Proposition 6.5 permettent alors de conclure que H,(p) est un

isomorphisme.
HL(SY(X Uy CA)) —> H(X Uy CA)—— H(X/A)
@l% = | Hulgysa)
H (X, A) Hop) H.(X/A, {A}).

Corollaire 6.12 Soit K un complexe simplicial obienu & partir du complexe simplicial
L par Uajout d’un simplexe de dimension n, dont le bord est entiérement contenu dans
L. Alors la projection p: K — K [ L induit un isomorphisme en homologie singuliére,
Ho(p): HA(K,L; Ry — HAK/L {L}; )= H(K/L;R).
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Démonstration. Le simplexe ajouté étant homéomorphe & une boule dont
le bord est inclus dans L, la paire (K, L) vérifie les hypoth&ses de la Propo-
sition 6.11 et le résultat s’ensuit.

6.3 HOMOLOGIE SINGULIERE ET HOMOLOGIE SIMPLICIALE

Pour tout complexe simplicial fini, X, nous avons construit deux complexes de chaines,

» le complexe des chaines simpliciales sur K, noté C.(K; R),

» le complexe des chaines singuli¢éres sur 'espace topologique sous-jacent a X,
noté S.{K; R).

Le but de cette section est de comparer ["homolegie de ces deux complexes, le
théoréme fondamental s’ énongant comme suit.

Théorame 6.13 Si K est un complexe simplicial fini, il existe un morphisme de
complexes de chaines, ¢x: C.{K; R) — S.K: R), induisant un isomorphisme en
hamologie.

Démonstration. Fixons un ordre sur les sommets de K. Pour chaque
simplexe {a;,....a,) de K, tel que @1 < a» < ... < g,, notons
Tl a2 A771 — K le simplexe singulier de X' défini par

F P
Tl itn) (Z I;e,—) = Zf{ﬂ; .

i=1 i=l

Par construction, il vérifie o, 4 © afn_, = Oy, di,..ay) > DOUT tOUL
i = 1....,p. En conséquence, I'application ¢g: C.(K; R} — S, (K:R)
déhnie par ¢ ({a1, . .. ,ap)) = 04,0} CSLUN morphisme de complexes
de chaines. Nous allons monlrer, par récurrence sur la dimension de K, que
¢y induit un isomorphisme en homologie.

Lorsque K est une réunion disjointe de points, ¢ envoie les O-simplexes
{a;) sur un ensemble de cycles de So(K; R), représentant une base de
Hy(K; R). Lapplication ¢ induit donc un isomorphisme en homoelogie
lorsque K est de dimension 0.

Supposons le résultat vrai pour les complexes simpliciaux de dimension
strictement plus petite que # et considérons, en premier lieu, le cas particulier
ou K = {ay,...,ayy ). L'injection canonique K — K et I'application ¢
engendrent le diagramme commutatif snivant, de morphismes de complexes
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de chaines, 4 lignes exactes,

0 = Co(OK;R) —= Co(K; R) —= R (a1, ... .tps) —> 0

P k

0 — S{O0K;,R) —> S.(K,R) SAK,0K; R)

0,

dans lequel le carré de gauche commute par définition de ¢g et ¢yk,
et ot la colonne de droite est obtenue par passage au quotient. Comme
Hy(A") = Hy(C.(A")) = O pour g > 0, et Hy{A") = Hy(C.(A")) = R,
I’homomorphisme H,. (¢« ) est un isomorphisme. Par I"hypothése de récur-
rence, H,.{@ax) est aussi un isomorphisme, Par le lemme des 3, il en est
donc de méme pour H.(&).

La démonstration du pas de récurrence ¢’ effectue maintenant en ajoutant un
seul n-simplexe & la fois. Considérons donc un complexe simplicial A, de
dimension inférieure ou égale a 1, pour lequel H, (@) est un isomorphisme,
et L un complexe simplicial obtenu en ajoutant 3 M un n-simplexe, K =
i@y, ..., au ), dont toutes les faces sont dans M. Nous en déduisons un
diagramme commutatif de morphismes de chaines, a lignes exactes,

0-— C#(M-» R)—“‘ C*(L; R)—:"' R (ﬂ[....‘ :an-i-l) — =0

ltp.w LRDL L

0——= S(M;R) —= S,(L;R) ——= S.(L.M; R) ——~ 0.

Rappelons que H.,(¢y) est un isomorphisme donc, si nous montrons que
H, (¢ 1) est un isomorphisme, une nouvelle utilisation du lemme des 5
entrainera que H., (g, ) est un isomorphisme. Linjection { de (K, 8K dans
(L, M) induit un morphisme S,(i): S.(K,0K; R) — S,(L,M;R) tel que
©pm.1. = S.«(i) o ¢. En faisant intervenir les applications gx et gz de la
Proposition 6.5 nous obtenons le diagramme commutatif suivant,

R -{a,....an41)
"El \‘ﬁ.w,L
\
S*(K:SK;R)qg;‘a.)—-"—* S.(L,M;R)

K L lfu
SK/OK,{OK}; Ry=——=S.(L/M,{M};R)
Dans ce diagramme, H.(gx) et H.(g.) sont des isomorphismes d’aprés la

Proposiiion 6.5, et H,(®) est un isomorphisme d’aprés ce qui précéde. En
conséquence, f, (g p) est aussi un isomorphisme, ce qui termine la preuve,
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Definition 6.14 57 X est un espace topologigue, on appelle triangulation de X un
complexe simplicial fini K homdomorphe ¢ X.

Le Théorgme 6.13 implique, en particulier, que deux triangulations d’un méme
espace topologique ont des homologies simpliciales isomorphes. I donne aussi une
méthode de calcul de I’homologie singuli¢re d’un espace topologique, & savoir trian-
guler I’espace et calculer I"homologie simpliciale associée.

Notons également que le Théoréme 6.13 est vrai pour un complexe simplicial
quelcongue. La preuve (cf. [43, Page 191]) utilise une limite sur les sous-complexes
ayant un nombre fini de simplexes, technique que nous n’avons pas développée ici.

6.4 APPLICATIONS DES THEOREMES D'EXCISION

Comme nous ’avons déja remarqué, la détermination de 1’homologie simpliciale a
I’avantage de n’utiliser que des ohjets élémentaires d’algébre lindaire mais présente
I’inconvénient de calculs longs et fastidieux. Les théorémes d’excision nous four-
nissent une méthode plus conceptuelle, que nous allons mettre en pratique dans cette
section. Commengons par I’homologie réduite des sphéres.

Théoréme 6.15 Pour toutn > 0, on a,

= . _ R sip=mn,
Hy(8":R) = { (0 autrement.

Démonstration. Le théoréme se démontre par récurrence sur lentier n.
L’espace S° étant constitué de deux points, on sait que H,(S%R) = 0
pour p > O et Ho(S% R) = R2. Si oy et o_; sont les applications de
A% = {e)} dans §° = {—1,1}, d’image 1 et —1 respectivement, on a
Hy(S"; R) = Rlo1] & Rlo_1]. En particulier, Hy(S") est le R-module libre
de rang 1 engendré par le cycle (o_; — e1). Le résultat est donc vrai pour
la sphere $°.

Supposons le résultat vrai pour la sphére $”~!. Nous reprenons le recouvre-
ment f de la sphére 87 par deux ouverts, déja étudié dans le Théoreme 1.36 :

1
u = {(xl;---:xnﬂ) € 5" | Xpp1 > —5},

1
vV = {(xl_-.---axnﬂ)e s* |xn+1 < _}-

2
Les ouverts {7 et V se rétractent par déformation sur les pbles (0,...,0, 1) et
{0,...,0,—1), respectivement. L’ ouvert I/ M V se rétracte par déformation

sur {(x1,...,%,, 0} € S,}, homéomorphe a $*~'. La longue suite exacte
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{ d’homologie de Mayer-Vietoris (cf. Corollaire 6.8) se réduit donc a
0——> H,(8"; Ry—"=H,_ (8" |; R)—0.
En conséquence, le connectant & est un isomotphisme et le résultat s’ ensuit.
Homologie d'un bouguet de cercles. Soit C,, un bouquet de n cercles, L'itéra-

tion du caleul de I’homologie d’un bouquet de deux espaces (cf. Page 164) et
le résultat précédent donnent :

R sig =0,
H(Cy;R)y=<{ R" sig=1,
0 sig>1.

Le Théoréme 6.15 et la Proposition 5.32 impliquent directement les propriétés
suivantes.

Corollaire 6.16 Sin # m, les sphéres 8" ef 8™ n'ont pas le méme type d’homotopie.
Pour tout n, ia sphére S" n’est pas un rétracte de la boule E™.

» Générateur de H,{S": R)

Etudions le cas particulier 8: H,(S!; R) — Hy(S% R)afin de déterminer un générateur
de Hi(S'; R). Nous reprenons les notations de la preuve du Théoréme 6.15. Définis-
sons deux applications continues, o et 7, de A! = [0, 1] dans S!, par a(t;, 1) = '™
et 7(f1, ) = —@™. Onac+7 € SH(Shetdio+7) = o(1) —a(0)+7(1)— 7(0) = 0;
ainsi (& + 1) est un cycle de S?(S‘). Pour déterminer I'image de la classe [« + 7] par le
connectant §, revenons aux suites exacles courtes de complexes donnant naissance a la
suite de Mayer-Vietoris (cf. le diagramme (6.1) Page 163) et utilisons la construction
du connectant établie an Chapitre 5 : _ B

on calcule le bord de (o + 7) dans le complexe S,(U)+ 5.(V), le., d(a+7) = {0y —
oy, 01 — o—_1). Ensuite, on remarque que ¢’est 'image de{o—, — () € SHU NV
par S.(iy) — S.{iy), donc, par définition, on a :

Sla+7]=lo_; — ]

Ce dernier étant un générateur de Hi(5°), comme nous I"avons déji remarqué dans la
preuve du Théoreme 6.15, la classe (o + 7] est un générateur de H,(S'; R). Le lemme
suivant fournit un autre générateur, se présentant sous la forme d’un simplexe et non
d’une chaine de simplexes.

Lemme 6.17 Si @ et o' sont dewx chemins dans un espace X, tels que w(1) = o'(0),
alors le cyele v+ o — w.w' est un bord.
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Démonstration. Considérons la projection p du simplexe A? sur la réunion
des faces (e, 2} et {es, €3}, parallelement a la droite joignant ¢, au milieu
(e) +e3)/2 de {ey, e3). Nous construisons une application continue ¢ AN —
X de la fagon suivante :

— ¢ = wsur{ey,ea),

— ¢ = o sur {e;, e3),

- et ¢ = ¢ o p sur le reste du simplexe, cf. Exercice 6.11 pour une valeur
explicite.

La restriction de ¢ & {e;, e3) est le composé w.«’ ; le bord du 2-simplexe ¢
est donc la chaine » + ' — w.e’, ce qui termine la preuve.

Revenons i I'étude du générateur de H, (S"; R). L’application gt: Al — ST définie
par uit|, 1) = 27, est un chemin égal au compos¢ o.7. D’aprés le lemme précédent,
elle est homologue & o + 7; ¢’est donc aussi un générateur du R-module Hy(S!; R).

Définition 6.18 Le degré d’une application continue, f: 8" — §", est unique entier,
deg f, tel que H,(f)(z) = (deg f)z, pourtoutz € H (5" Z).

Deux applications homotopes ont donc méme degré et le degré d une équivalence
d’homotopie est 1. Remarquons également que, par définition, on a degid = 1,
deg(g o f) = (degg)(deg f), si g et f sont composables, et deg f = 0, si f est
homotope & une application constante.

Proposition 6.19 Si f: S' — S! est une application continue, les deux notions de
degré, introduits dans les définitions 1.24 et 6.18, coincident.

Démonstration. Notons provisoirement d{ f) le degré de la Définition 6.18
et gardons la notation deg f pour celui de la Définition 1.24. Nous savons
que toute application continue, f: S' — §', est homotope i une application
z +— 2™, pour un certain m. Il suffit donc de montrer que les degrés d’une
telle application coincident. On sait déja que deg(z — z”) = m. Pour
m = 1, cette application est I’identité, donc d(z — z) = 1. Soitm > (). 5i
& désigne le générateur de H,(S'; Z) décrit ci-dessus et f(z) = z™, alors
ona H () = gt ... u, m fois, ce qui implique (grice au Lemme 6.17)
Hi(f)(p) = mp et d{f) = m. Un raisonnement identique A partir du
chemin inverse, fi, donne le résultat si m < 0.

Dans le cas # = 1, on sait que deux applications de S’ dans S' ont méme degré si,
et seulement si, elles sont homotopes. Ce résultat est vrai pour tout » ; nous y revenons
dans le Chapitre 7, cf. Corollaire 7.19. Précisons le degré des symétries orthogonales
par rapport i un hyperplan.
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Proposition 6.20 Toute réflexion orthogonale linéaire de R**! induit une application
de degré —1 sur la sphéve §".

Démonstration. Soit e € S" et H, le sous-espace vectoriel de R**' ortho-
gonal a e. La symétrie orthogonale par rapport & I’hyperplan H, est définie
par S.{x) = x — 2{e,x}e. Par exemple, si (e, ..., e,.1) est la base cano-
nique de R**!, alors S, (x1, X2, - - ., Xpe1) = (—X1, %2, . . ., Xzs1). La sphere
§* étant connexe par arcs, il existe un chemin ¢: 0, 1] — 57, tel que
¢(0) = e el ¢(1) = e. Ce chemin permet de construire une homotopie,
H: 85" x[0,1] — §", entre S, et S, par H(x,1) = x — 2{c(t),x)c(z). 1l
suffit donc de déterminer le degré de S, et, pour cela, nous raisonnons par
récurrence sur la dimension de la sphére.

En dimension 0, on a Hy(S,, X[e -1 — 1) = |y — o] et le degré de
8., est égal & -1. Supposons maintenant le résullat vrai pour toutl p, p < a.
Comme la symétrie §,, préserve les ouverts I/ et V introduits dans la preuve
du Théoréme 6.15, elle induit un diagramme commutatif & lignes exactes,

0— Hy($") —2= H,_1(§")) —= 0
Hﬂ(St!]) {lHP!—l(SelJ

0 —= Hy(S") —2= H,_ (5" ) —= 0,

ce qui implique immédiatement le résultat.
Proposition 6.21 L’upplication antipode, A: 8" — 8", définie par A(x) = —x, est
de degré (—1y*+L,

| Démonstration. 1l suffit de remarquer, 4 = S, 0 8., 0... 0 8,,,-

Le résultat suivant généralise, en toute dimension #, un résultat établi pour n = |
dans I’Exercice 4.6.

Proposition 6.22 Toute application continue, f: §° — S", sans point fixe est homo-
tope a 'application anfipode.

Démonstration. S1x € §", les points —x et f(x) ne sont pas opposés et
I’origine n’appartient pas au segment d’extrémités —x et f(x), L'application,
H, suivante, est donc bien définie de §” x [0, 1] dans §”,
A -Df(x) —1x

I =5 f ey —1xi]

C’est une homotopie entre f el I’application antipode A.

H{x,1)
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Dans le cas d’une sphére paire, ce résultat admet la variante ci-apres.

Proposition 6.23 Pour toute application continue, f: 5 — 8%, sans point fixe, il
existe xo € 8" tel que f(xp) = —xo.

Démonstration. 51 f n’a pas de point fixe, alors f est homotope a I’appli-
cation antipode et deg f = —1. Supposons f{x) # —x, pour tout x € §%,
alors A o f n’a pas de point fixe, donc .4 o f est homotope & I’application
antipode, ce qui implique deg £ = 1. Nous avons obtenu une conlradiction ;
il existe donc au moins un point x5 € 57 tel que f(xy) = —xo.

Ce résultat implique la propriété suivante, que nous interprétons géomélriguement
ensuite.

Corollaire 6.24 1i n’existe pas d'application continue, f: 2" — 8§, telle gue x est
orthogonal & f(x), pour tout x € §-*.

Démonstration. Supposons qu’une telle application f existe. Elle ne peut
avoir de point fixe car f(x) = x implique { f(x),x} = |lx||> = 1. Il existe
donc un point xy tel que f(xg) = —xq. Mais ceci implique { f(xp), xo) = =1,
ce qui contredit { £(x),x) = 0 pour lout x € §2".

Le fibré tangent & la sphére S™ est le sous-espace T(S?) de R*"**V défini par
TSy = {(r, ) e R™' x R™' | x € 8", (x,7) = 0}.

On note (x, ¥) un élément de T(S"), utilisant R**! 1 la fois comme espace affine et
comine espace vectoriel. Le vecteur ¥ est alors un vecteur tangent a la sphere $* au
point x.

Associer 2 chaque élément (x, v} € T(S") son point de base x, définit une appli-
cation continue p: T(S*) — $§”, ie., p(x,v} = x. Par définition, un champ de
vecteurs sur S" est une section continue de p, ¢’est-a-dire une application continue
F: 8% — T(S"), x — (x,¥,). On appelle singularité du champ de vecteurs tangents
v, un point x pour lequel ¥, = 0. Pour 7 = 2, le résultat suivant est I'impossibilité de
peigner une boule chevelue sans tourbillon, mentionnée dans I'introduction.

Théoréeme 6.25 La sphére S" admet un champ de vecteurs tangents sans singularité
si, et seulement si, entier n est impair.

Démonstration. Sin est impair, # = 2m — 1, on définit un champ de vec-
teurs Langents sans singularité en posant ¥, = (X2, —X1,. .., X2, —X2m_ 1),
Six = (X1,%2,...,X2m) € 7L
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définit une application continue, f: 5" — S§*, telle que {x, f{x)) = 0, pour
tout x € §*. Ceci est impossible si # est pair d apres le Corollaire 6.24.

Inversement si @ est un champ de vecteurs sans singularité, f{x) =

Remarque : Le nombre maximum p(a), de champs de vecteurs tangents a la
sphere §"~', linéairement indépendants en chaque poimt, peut étre déterminé
de fagon explicite. Si n = (2a + 20 avec b = c+4d,0 < ¢ < 3,ona
pn)y+1 =2+ 8d4. Cest un théoréme de Hurwitz, Raden, Eckman et Adams,
cf. [2].

L’homologie réduite d’une sphére est bien particulidre, n’ayant qu’un seul groupe
non nul. Cette spécificité a permis la définition de degré d’une application de S" dans
5". Nous montrons maintenant que, dans le cas d’une variéié, "homologie relative,
par rapport au complémentaire d’un point, est isomorphe & I'komologie réduite d une
sphére. Cette propriété permet de définir la notion de degré d’une application en un
point, cf. [22, §2.2] pour plus de détails.

Proposition 6.26 FPour toute variété M de dimension m et fout pointx € M, ona :

R sig=m,
H, (M, M\{x};R) = { 0 autrement.

Démonstration. Rappelons que, par définition d’une variéié, lout
point x € M admet un voisinage fermé D, homéomorphe 2 une
boule fermée E™. Le complémentaire M\ est alors un ouvert
dont l'adhérence est incluse dans le complémentaire M\{x}. Le
théoreme d’excision (cf. Corollaire 6.9) s’applique donc et I'on a
H (M M\{x}hR) = H,D,D\{x}R) = HJ(E",$";R), car
D\{x} & E™\ {0} ale type d’homotopie de $™~!. La suite exacte longue
d’homologie relative de la paire (E™, § ') donne :

R sig=m,

" m—1, —
H (E™, S =R)*{ 0 autrement,

ce qui termine la preuve.

Par définition, une orientation en x € M est la donnée d’un générateur de
Ho (M M\{x} Z) = Hy,—1(D\{x}; Z) = Z. 1l existe donc deux orientations en un
point donné.

Revisitons le théoréme d’invariance de la dimension, démontré an Chapitre 1 (cf.
Théoréme 1.34) dans le cas du plan.

Théoréme 6.27 Sin # m, un ouvert U de R™ ne peut étre homéomorphe  un ouvert
V de R".
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Démonstration. Si x est un point de U, alors I = {U,R™\{x}) est un
recouvrement ouvert de R™ et le théoréme d’excision (cf. Corollaire 6.10)
donne lisomorphisme H(U,U\{x}:R) = H.(R” R"\{x};R). De
méme, si y € V,ona H (V. V\{y}; R) & H. (R, R"\{y}; R).

Sil existe un homéomorphisme entre U/ et V, alorson a H. (U, U\{x}; R} =
H.(V,V\{f(x)}; R). La Proposition 6.26 implique alors n = m.

6.5 HOMOLOGIE CELLULAIRE

DPans cette section, nous introduisons un nouveau complexe de chaines permettant de
calculer I’homologie d'un espace cellulaire. Commencons par éudier ’influence de
I’attachement d’une cellule sur ’homologie singuliere.

Proposition 6.28 Soif f: S — X une application confinue et ¥ = X Uy ¢"
{’espace obtenu en ajoutant une n-cellule @ X le long de f. Les homologies véduites
de X etY. a coefficients dans R, sont reliées ainsi :

s H(X)= Hy(Y), sig#netq#n—1;

* 0N a une suite exacte,

. - ~~— -~ ar—1 grj—l(_f) -~ o~
U_}HM(X)_:—HN(Y)_}Hn“I(*S = Hy (X)) — n—l(y)_}o'
Démonstration. L’application continue f: §"~! — X se prolonge en
f: E* — Y, &ol un morphisme de suites exactes entre les suites

d’homologie relatives,

= HX) = H(¥)~— H (¥, X) —— H,_ (X)—
g0} A ) = ]
— Hy(5"1) — Hy(E") — Hy(E", §"™) = H,_(5") —
6.2)

Par construction de ¥, ona Y /X = E"/§*~! = §" et la Proposition 6.11
implique alors H, (¥, X) = HJY/X) = H,(S") = H(E", 5"=1). Pour
g #netg # n— 1, lanullité de ’homologie réduite des spheres permet de
décomposer en tron¢ons la suite exacte de la ligne supérieure,

0 H(X) H,(Y)—=0,

qui donnent les isomorphismes de la premiére assertion. Le trongon man-
quant est la suite exacte

0 — H,(X) — H,(Y) — H, (Y, X) — H,_,(X) = H,_,(¥) — 0.

Pour obtenir le résultat, il reste a remplacer H,_ (¥, X) par ﬁn_l(S”_ Yen
suivant les isomorphismes du diagramme (6.2) ci-dessus.
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Attacher une n-cellule & un espace ne modifie donc 1’homologie qu’en degré (n — 1)
et 2, et ce changement est conlrdlé par une suite exacte,

Exemple : Homologie des surfaces. Rappelons (cf. Section 3.4} que toute sur-

face, S, s’obtient a partir d’un bouquet de »n cercles, C,, par adjonction d'une

2-cellule le long d’une application continue, f: SL—> C,, représentée par le

mot associ€ A la surface S. En conséquence, on a H,(S) = H,(C,) = 0, pour

g > 2. Les groupes d’homologie en degrés | et 2 sont réglés par la suite exacte,
Hi(f}

0 —— Hy($) ~— Hi(§") — H{(Cy) —= Hi($) —= 0.
Lorsque § est un tore & g wous, 7,, le mot associé 3 la surface est
(a;bla]_'br')‘”(agbgag_'bg_l). C’est la classe d’un composé de lacets dans
lequel chaque lacet apparait avec son lacel inverse. La classe d’un composé
de lacets, [w.w’], tant égale & la somme des classes, [w] + [«'], ]’ application
H\{ f) est 'application nulle. En conséquence, H{T,; R) = H\(Cy; R) = R%
el Hy(Tg;R) = Hi(S';R) =
Supposons maintenant que S = #7 Po(R) est une somme conpexe de p plans
projectifs réels. Le mot associé A la surface est af p, d’oll Hy(f)(1} =
[a,2 . .aﬁ,l = 2{[@1] + ...+ [a,]). La détermination de l homologie dépend de
I’anneau R que I’on utilise comme coefficients. Commencons avec B = Z,
L application H\(f;Z): H(S';,Z) = Z — H(CpZ) = Z7 est caracté-
risée par H\(f;Z)1) = (2.2,...,2). Elle est injective, d’oit H-(S;Z) =
KerH (f;7Z) =10, A I'aide d’un changement de base dans Z7, on peut écrire
H(f;Z)1) = (2,0,...,0), ce qui entraine H|(S;Z) = Coker H((f,Z} —
Z./27Z » ZP~ L. Par contre, si on choisit R = Z/27Z, "application H,(f;Z/27)
estnulle, d’ou H(($;Z/2Z) = H\(Cp; Z/27) = (Z[2Z) et H(S;Z/2Z) =
H(($",Z/27) = Z/27Z. Lorsque R est un corps dans lequel I’entier 2 est inver-
sible, par exemple si R = ), alors Hi(f; R) est une injection R < R ¢ R?~!
etlona H2(S; Ry = O et H1(S; R) = R?~!.En résumé, nous avons montré ;

H{(# Py(R), ) = Zf’_‘ fam Z/2Z i Ha(#P P(R) ) = 0,
H\# Py(R), Z/2ZY = (Z2ZY°  : Hy(# Py(R); Z/27) = Z./27,
H(# Py(R), Q) = Qr~! ;. Hay(#7 Py(R); Q) = 0.

»  Construction du complexe des chaines cellulaires

Rappelons (cf. Définition 2.7) qu’un complexe cellulaire fini, X, est un espace de la
forme X = L EOX“ ol Xo est une réunion finie de points, et oit X,, s’ obtient & partir
de X,,_; par adjonction d’un nombre fini de #-cellules le long @’ applications continues
fi: 87! = X,_|.Le sous-espace X, s appelle le n-squelette de X ; il est la réunion
de toutes les cellules de X de dimension < n.
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Notons @, le nombre de n-cellules de X. Par construction, le guotient

X /X, est un bouquet de «, sphéres §”. En conséquence, pour tout anneau R,
H(X,/X,_1;R) =0siq # n, et H(X,/X,_1;R) = R*. Par récurrence i parlir
de la Proposition 6.28, il est facile de voir que 'on a les propriétés suivantes,

s Hy(X,)=0pourg > n,

e Hy(X} = Hy(X,11)sig < n,

* pour tout r, il existe une suite exacte lengue,

0 Ho( X)L Hy Xy Xy ) Ho_ (X, 1)—2 Hyy— (X ) —0,

(6.3)
extraite de la suite exacte longue de la paire (X, X, _1).
L’Exercice 6.4 éudie les relations entre 1"homologie d’un complexe cellulaire et
celle de certains de ses squelettes. Nous définissons maintenant une famille de groupes
abéliens libres par,

Cell ,(X; R) = Hy(Xy, X 13 R) = Hy(X,/X,_ 13 R) = R*,
et une famille d’homomorphismes de groupes, d: Cell ,(X; R) — Cell ,_((X; R}, par

Pr—1

d=py 100 H(X,, X,y )—"Hn W Xa_1s R)—""Hn H{Xn_y, Xuas R).

Thécreme 6.29 Le couple (Cell .(X; R), d} est un complexe de chaines, appelé com-
plexe des chaines cellulaires de X, ef dont I’homologie est Uhomologie singuliére de
X, ie, H(Cell {X;R),d)= H,(X; R), pourtoutn > (.

Démonstration. Remarquons que d* = Pr_298,_10p,. 00, Les homo-
morphismes 8, et p,_ sont consécutifs dans la suite exacte longue réfé-
rencée (6.3, d'olt 8,10 p,—y = et d? = 0. Nous avons donc un complexe
de chaines ; délerminons son homologie.

L'application p,_, étant injective, les n-cycles de (Cell ,{X), d) s’identifient
au noyau de §,. En nous reportant a la suite exacte longue (6.3), nous
obtenons

Z,(Cell ((X; R), d) = Hy (X3 R).

En conséquence, la différentielle 4 = p, © 6,4, définie ci-dessus, a son
image dans H,(X,; R), et H,(Cell (X).d) = H(X,;R)/(Im5,). La
suite exacte,

3”1- "
Hyt (Xt Xp)—o Hy (X))~ 2o Hy (X g )—0,

extraite de la suite exacte longue de la paire (X, X,,) implique

Hu(Xp R)/(Im 8pe1) = Hu(Xpi13 R).
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¢ Lc résuliat découle maintenant de 1isomorphisme H,(X; R) = Hy(Xps1i R)
déja établi,

Exemple : Soitn > 1, L'espace P, (C)aune structure cellulaire avee une cellule
en dimension paire, ¢, avec 0 < g << 2n, cf. Proposition 2,20, Tl s’ensuit ;

. p. ) R sigparret0 < g < 2n,
H(Po(T, Ry = { 0  autrement.

Définition 6.30  Soit &k un corps et (C;)icn une famille de k-espaces vectoriels de
dimension finie, telle qu’il existe un entier N pour lequel on a C; = 0 sii > N, Alors,
la somme
X(Coil) =D (=1) dimC;
3L

est bien définie et appelée caraceéristique d’Euler-Poincaré de (C));cn.

Proposition 6.31 Soir ik un corps ef (C..,d} un complexe de chaines dont la famille
(Cphien Vérifie les hypathéses de la Définition 6.30. Alorson a ©

> (=1 dim €, = (=1)! dim Hy(C.,d).
i=0 i=0
Démonstration. Notons Z, = Ker(d: C, — C,_,) et B, =

Im{d: C,y — C,). Choisissons un supplémentaire, S,,, de B, dans Z, et
un supplémentaire, E,, de Z, dans C,. Ainsi, pour tout p, on a

Cp,=E, 5, B,

avec S, = H,. Par construction, Uapplication d: £, — B,_; est une
bijection, d’oli Zi‘;o(—l)” dimE, = Z;’,O:O(—])” dim B, ;. Finalement,
de dim H, = dim(Z,/B,) = dimZ, — dim B, = &im S, et de I'égalité
précédente, il découle :

. o o e]
d(-1rdimC, = Y (~1)"(dim B, +dim S, + dim £,)

p=0 p=0

= Y (=P dimS, =Y (~1)"dim H,

p=0 p:l]
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Définition 6.32  Soir & un corps et X un espace tel gque chaque espace vectoriel
H,(X; kY soit de dimension finie et que Hp(X:lk) soit nul pour p supérieur & un
certain entier N fixé. La caractéristique d’Euler-Poincaré de X est le nombre entier,

X(X:ky =D (= 1)? dim Hy(X; ).

p=0

En particulier, un espace contractile a une caractéritique d’Euler-Poincaré égale a 1,
X(8* lk) = 2 et y(S7 &) = 0.

Exemple : A partir de leurs groupes d’homologie déterminés précédemment,
on peut calculer la caractéristique d’Euler-Poincaré des surfaces, 4 savoir :

X(Tg k) =2 —2g, x(# P,(RY; &) =2 —n.

En particulier, on a y(Ty; %) = y(# P,(R); %) = —4. Ainsi, la donnée de
la seule caractéristique @’Euler-Poincaré ne suffit pas a disunguer les divers
types d’homotopie des surfaces. Par contre, elle est suffisante pour caractériser
les types d’homotopie de surfaces orientables et pour caractériser les types
d’homotopie des surfaces non orientables.

Le résultat suivant est une conséquence directe de la Proposition 6.31 appliquée au
complexe (Cell . (X}, d).

Thécreme 6.33  Si Kk un corps et X un complexe cellulaire fini, on a

(X k) = Z(—l)f’ dim H,(X; &) = Z(—l)”ap,

p=0 p=0
ott v, est le nombre de p-cellules de X.

Dans cette égalité, le terme situé i droite ne dépend pas du choix du corps & ; il en
est donc de méme du terme situé i gauche, que I’on note désormais y(X}. D autre
part, le terme médian ne dépend pas de la structure cellulaire et il en est donc de méme
pour le nombre 3772 ((—1)7ex,.

Un complexe simplicial fini est un cas particulier de complexe cellulaire fini. Si K
est une triangulation d’une surface S, ayant s sommets, ¢ arétes et ¢ triangles, on a
toujours y(S) = 5 —a+1. Ainsi, towe triangulation de la sphére S? vérifie s —a+r = 2.
Des applications combinatoires de ces formules sont données dans "Exercice 6.6. En
particulier, on y détermine le nombre minimum de sommets d’une triangulation de S.
La caractéristique &’ Euler-Poincaré permet également de démontrer qu’il n’existe que
5 polyedres réguliers dans R, cf. Exercice 6.7.
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6.6 LE TRANSFERT ET SES APPLICATIONS

Soit p: E — B un revélement & s feuillets. Pour chaque application continue
o: A7 — Betchaque a € E tel que p(a) = a(e)), nous notons o,: A9 — £
le relevé de o vérifiant or.{e) = @. Le but de cetie section est de relier les homologies
de E et de B par 5.{p) et par un morphisme de chaines, T: S.(B; R) — S.(E; R).
appelé transfert.

Proposition 6.34 L’application linéaire T: S;(B;R) — S,(E,R), définic par
T(r) = 3,04 0@t la somme est prise sur tous les points a de E tels que
pla} = a{e,). est un morphisme de complexe de chaines.

Démonstration, 11 suffit de constater que si & : A"~! — A" est Pinjection
d’une face, alors T(o o ey )= >, g,06, = T{o)o &),

L’application S.{(p) o T est la multiplication par I’entier 5. Elle induit donc la
multiplication par s en homologie, ce qui entraine le résultat suivant.

Corollaire 6.35 Si tk est un corps de caractéristique zéro, par exemple si k = (Q,
fespace vectoriel H,. (B, k) est un sous-espace vectoriel de H, (E, k).

Précisons le lien entre H,.(B; () et H (E; () dans le cas d’un revélement universel,
p: E — Bavec m1(B) fini. Ce revétement étant galoisien, le groupe des automor-
phismes, A(p}, est isomorphe au groupe 7 { B). [l agit (transitivement) sur £ donc sur
S«(E; (). Cette action étant compatible avec la différentielle, elle induit une action
sur H.(F; ).

Proposition 6.36 Pour tout n = 0, Vapplication rransfert induit un isomorphisme
d’espaces vectoriels, T: Hy(B, Q) — H,(E; Q)™ o H(E; Q™) désigne le
sous-espuce vectoriel de H,(E; Q) formé des éléments invariants par action du
groupe 7 {B).

Démonstration. Notons S,(E; Q)"'*® le sous-espace de S,(E; Q) formé
des éléments invariants pour I’action de 7 ((B). Si 7 € S.(B)et si ge estun
rclevé de o, les auntres releviés de ¢ se déduisent de e par I'action de {8,
douT(g)=3) o,= dem(ﬁ) ¢ - oe. Cette somme étant invariante par
I’action de 7, (B), nous avons établi In T C §,(E; Q)y™8),
Réciproquement, soit g € S,(E; Q)™ ie, g g = u, pour fout g €
mi(B). Alors T(popy =3 0 s & - =[G p, o0 |Gl est Pordre de G.
Nous avons ainsi démontré 'tnclusion S, (E; @)™ * C ImT.

Le transfert induit donc un isomorphisme 7: H(B; Q) — H,(S.(£; Q)8
et la proposition découle alors du lemme suivant.
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Lemme 6.37 Soit (C,,d) un complexe de chaines défini sur un corps de caracté-
ristique Zéro, et G un groupe fini. Nous supposons que G agit sur chaque C,; et
que d{g - x) = g -dx, pour tout x € C, et tout g € G, de sorte que le sous-
espace des invariants forme un sous-complexe, (CY | d), de (C,,d). Alors injection,
i:(CY.d) = (Cy,d), induit un isomorphisme H,(i): HJ{CS) = {H,(C)]°, pour
tout 1.

1
Démonstration. Remarquons que, pour tout x € C, I'élément ﬁ Z g-x
REG

est un élément invariant par G.

P P . 1 .
Siila) = dbavecu € CY, on vérifie queila) =d (ﬁ dec g b)‘ Ainsi,
sia € C¥ est un bord dans C,, ¢’est aussi un bord dans C¥, L’application
H, (i) est donc injective.

Soit maintenant @ un cycle de C, dont la classe [a] est G-invariante.

En conséquence, pour tout ¢ € &, on a [¢] = [g - ¢], & donc
fa] = 1G] Z g -al, ce qui établit 1a surjectivité de I’application H.,({).
226G

Le transfert est également intéressant pour |’étude de P'homologie a ceefficients
dans un corps de caractéristique non nulle. Si p est un revétemnent 4 2 feuillets, la suite,

0—=S,(B; 2/22)— "= §,(E; 2.)22) YL (B, Z/27)— 0,

est une suite exacte courte de complexe de chaines. Elle induit donc une suite exacte
longue en homologie

Hylp)

H,(T}) &
coo—=H(B) H,(E) HQ(B)—"}Hq._.l(B)—:»H_
Proposition 6.38 L homologie, a coefficients dans Z./27., des espaces projectifs réels
est donnée par

ZR2E, si0<g <n,

H‘?(PH(R); Z/ZZ) - { 0, sig > n.

Démonstration. I aprés la Proposition 2.17, I'espace P,{R) n’a pas de ¢-
cellules pour ¢ > 5, donc H,(P,(R); Z/2Z) = O pour ¢ > n.

Rappelons la surjection canonique p: S* — P,(IR), obtenue en faisant agir
le groupe Z /2% sur la sphére §" par application antipode. Cette projection
étant un revétement a 2 feuillets, I’application transfert fournit une suite
exacte en homologie & coelficients dans Z/2Z,
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8 .
——= H (8" ) —— Hy (P (R))— Hy (P, (R)——H, 1 (§")—
qui se termine par

l Ho(T e FOLP) _
e (P (R) = Ho( PR 2220 Ho(57) 2 Ho( P (R))——0.

Comme Hy( p) estun isomorphisme, on a Hy(7T} = 0. La nullité des groupes
d’homologie de S", en degré ¢ avec 0 < g < n, implique que &, est un
isomorphisme dans ces degrés,

H,j(Po(R) & H,2(Py(R) = - - = Hy(Po(R)) = Z/2Z.

D’autre part, en degré n, on a la suite exacte

O Hy (Po(B)) o Ho(S7) ——> Hy Pa(R)) — 2 Hy_1( Py (R))—-0).

En écrivant les dimensions des espaces intervenant, ou en ulilisant
I’Exercice 6.1, on constate que 1’exactitude de cette suite se traduil par
2dim H,(P,(R)) = dim H,{(§") + dim H, _{P,(R)} = 2. 1} en résulte
H,(P,(R)) = Z/2Z et &, est un isomorphisme.

Nous étendons maintenant a une dimension » quelconque le théoréme de Borsuk-
Ulam et le théoréme de Lusternik-Schnirelmann démontrés en 1.29 et 1.33 pour des
dimensions particulieres.

Théoréme 6.39 (Théoréme de Borsuk-Ulam) Sim > n > 1, il n’existe pas d’appli-
cation coniinue, f: 8™ — 57 vérifiunt f(—x} = — f{x) pour tout x € 5.

Démonstration. Supposons I'existence d’une telle application f. Alors, par
passage au quotient, J induit une application f : P, (R) — P,(R) rendant
commutatif le diagramme

Slm f S
B E Py
¥ 7 k
Pn(R) —— Po(R).

Les projections p,: S* — P,(R)et p,y: S® — Pu(R) sont des revétements
a 2 feuillets admettant des applications transfert notées respectivement T, et
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T, - Vérifions la commutativité du diagramme suivant,

S,(5™ —20 5,057
TmT TTH
ae(fJ

\ (Pm(lR))) S5 (Pr(R)).

Par construction, pour tout o € S,(F,(R)), le wransfert est donné par
Tu(or) = o, + o5, 01 0 5’ 0btient en composant o, par I’application anui-
pode, A, 1e., op = Ao, Il ensuit (S,.(fic T, o) = foa,+ foAor, =
foa,+Ao foa,. Leségalités p,o foo, = fop,oo, = fooimpliquent
que foo, estunrelevé de _"foo: On en déduit foo,+ Ao for, = T,,(Toor),
ce gui lermine la vérification de la commutativité du carré ci-dessus.

Nous en déduisens un diagramme commutatif de suites exactes courtes de
complexes de chaines a coefficients dans Z /27,

0 — Su(Pu(R)) —n S, (57 202

.s"*(?)J S-(ﬂl

0 — S Pu(R)) — = §,(57) =~

SA{Pr(R) ——0
Ls*(ﬁ
Sl S (PJT(R)) ()

et, par conséquent, des diagrammes commutatifs en homologie,

H (P,

qﬂl(Pm(R))

Hq(?)l JH'?—I(?)
5 '

Hq(Pn(R)J — HQ—I(HL(R))'

Notons que f induil un isomorphisme en homologie en degré O car les
espaces considérés sont connexes par arcs. En utilisant le fait que les connec-
tants sont des isomorphismes pour ¢ < n (cf. la preuve de la Proposi-
tion 6.38), il résulte du diagramme en homologie que H,(f) est un iso
pour g < n, Endegré n + 1, avec n + 1 < m, le connectant §,,, est un
isomorphisme et le diagramme ci-dessus devient :

Z/2Z % Hyoy(P(R)) — o' Hy(Pry(R))

) = | Hof)
0 = Hy(Pa(R)) — > Hy(P,(R)),

ce qui est absurde.
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Corollaire 6.40 Soit n > 1. Pour toute application continue, f: 8 — B, vérifiant
fl—x) = — f(x) pour tout x € 57, il existe un élément x4 € 8" el gue fxg) = 0.

Démonstration. Si f(x) # 0 pour toul x € §%, nous pouvons construire

une application continue, g: 8§ — $*~', en posant g(x} = ||§Ex;ﬂ Cetie
fix

application vérifie g(—x) = —g{(x) pour tout x, ce qui contredit le Théo-
reme 6.39.

L’énoncé du Théoréme de Borsuk-Ulam démontré dans le Chapitre 1 correspond
la formulation suivante.

Corollaire 6.41 Soit n > 1. Pour toute application continue, f: 87 — R”, il existe
un point xo € 8" tel gue f(xp) = F(—xq)

Démonstration. Sinon, I'application g{x) = f{x)— f(—x) vérifie g(—x) =
—g(x)} pour tout x et ne s’annule pas sur 5%, ce qui contredit le Corol-
laire 6.40.

Théoréme 6.42 (Théoréme de Lusternik et Schnirelmann) S: la sphere 8% est recou-
verte par (n + 1) fermés, Ay, ..., Ay, alors U'un d’entre eux contient deux points
antipodtiux.

Démonstration. Le schéma de preuve est similaire & celui du Théo-
réme 1.33. Nous formons 'application continue f: §* — R” définie
par

JO) = (d(x; A, dlx, Az), -+, dlx, Ap)).

D’apres le Corodlaire 6.41, il existe un point x; vérifiant f(—xg) = — f(xg)
Soit i, i < n, alors xp € A; si, et seulement si, d{xg, A;) = 0, dong, si, et
seulement si, d{—xg, A;) = O car flxg) = f(~xg). Sii < n, il s"ensuil
Xg € A, si, et seulemenl si, —xg € A;.

Maintenant si xp n’appartient & aucun des A;, pour i < p, ators il en est de
méme pour —Xxp. En conséquence, xy et —xy appartiennent tous deux a A,,4.

6.7 LE THEOREME DE BROUWER ET SES APPLICATIONS

Théoréme 6.43 (Théoréme de Brouwer) Toure application continue de E™ dans E”,
avec n = 0, a un point fixe.

Démonstration. Pourn = 0,iln’y arien a démontrer. Soitn > 1. La preuve
s’etfectue par 1"absurde, comme dans te cas n = 2, cf. Théoréme 1.28. Soit
[ E* — E” une application continue, telle que f(x) £ x, pour tout
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x € E". Orientons de x vers f(x} la droite passant par les points x et f(x};
elle rencontre le bord du disque E” en deux points, 'un situé avant le point
x, I"autre situé apres le point f(x). En notant r(x) le point situé avant x, on
construit une application coniinue r: E* ~— $77!. Si x est sur le bord de
E", alors x = r(x). ce qui signifie que le bord 57~ est un rétracte de E*.
En conséquence, le groupe H, (5" 1. Ry = R s'injecte dans le groupe
H,(E"; R) = 0, ce qui est absurde.

6.7.1 Un théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 6.44 Considérony des fonctions continues, fi, fa, ..., fr: [0,1]" —
telles gue, pour tout §, on ait fi(x) = ), en tous les points x dont la i-éme coordonnée
vaur 0, et fi(y) <0, en tous les points v dont la i -éme coordonnée vaut 1. Alors, il
existe un point (ay, . .., ay) € [0, 117 en lequel toutes les fonctions f; s’ annulent.

Démonstration. 81 h: {0,1}" — R est une fonction continue, on pose
h(x) = min(1, max(h{x), ). A partir des fonctions { f; )1<;<,, On construit
une application continue ¢: [0, 1]* — [0, 1]". par

ex) = (filx) +x,, falxy+x2.0 o, fulx) +x,),

six = (x1,...,%,) € [0, 1}". Soitg = (a;, ..., a,) vn point fixe pour ¢.

* 510 < a; < 1, alors g(a) = a implique Fl@)+a; = a; et filay+a; = a;,
par définition du nombre A{x)} associé a h(x). 11 s’ensuit, f:(a) = 0.

«51q; = 0, alors m = 0, d’ob 'on déduit f;(a) < 0. Mais, par hypothése,
sia; =0,ona fi{a) = 0. lis'ensuit fi(a) =0

*Siag; = 1,alors fi(a)+ 1 = | entraine f;(¢) > 0. Par hypothése, a; = 1
implique f;(¢) < 0,d’ou fi(a) =0.

6.7.2 Matrice réelle inversible non négative
Une matrice réelle A = (a;; )} est dite non-négative si a;; > 0, pour tout couple (i, ;).

Théoréme 6.45 Toute matrice n < n, réelle, non négative et inversible, a une valeur
propre véelle A > 0, admetiant un vecteur propre (ay, ..., ), avec a; = 0 pour
tout i.

Démonstration. Rappelons que le simplexe standard A*~! est homéo-
morphe & la boule E"~'. En conséquence, loute application continue de
A1 dans A"~ ! admet un point fixe.

Tout vecteur x = {(x,...,x,} € A" Lases composantes positives ou nulles.
Donc le vecteurA(x) = (y),...,¥,) est tel que y; > 0 pour tout i, car



186 6 + U'homologie singuliére et ses applications

a; = 0, pour tout (i, j). D autre part, ce vecteur A(x) est non nul car la
malrice A est inversible. On peut donc diviser le vecteur A(x} par le nombre
s(x) = Y7 y; et ainsi obtenir une application continue f: A"~ — A*,
x — A(x)/s(x). Cette application admet un point fixe, ¢, qui est un vecteur
propre de la matrice A, de valeur propre s(a) > 0.

6.7.3 Equilibre de Nash en théorie des jeux

Les jeux considérés dans celle section sont des jeux a deux joueurs, A et B, dans
lesquels chaque joueur dispose d’un nombre de stratégies (dites pures), Si,.... S,
pour A et Ty,...,7, pour B. Dans toute partie, chaque joueur choisit une stratégie
et les deux joueurs jouent simultanément, le résultat ne dépendant que des choix des
stratégies. On suppose également que les deux joueurs ont la méme information sus le
jeu. Onnote f1(S;, T;) et f>(8;, T;) les gains respectifs des joueurs A et B, lorsque A
choisit la stratégie S; et B la straiégie T;.

IHustrons ce vocabulaire avec le jen bien connu (Pierre=P, Feuille=F, Ciseaux=C).
Les statégies pures sont un choix entre C, F ou P. Le gain est 1 pour le gagnant, -1
pour le perdant, 0 en cas de nullité. Le diagramme suivam indique les gains (couples
(f1, f>)) en fonction des stratégies choisies dans ce jeu.

AB] P F € ]
Fo1d,-D 0 (L1

¢ (LD d,-1) (0,0

Un équilibre dans un jeu est une situation dans laquelle aucun des deux joueurs n’a
intérét & changer sa stratégie si 1’autre joueur maintient la sienne. Avec des stratégies
pures, I’exemple choisi n’a pas d’équilibre car si le joneur A joue continuellement
F. le joueur B aura lout intéréi a jouer €. Nous envisageons donc des stratégies plus
élaborées, appelées mixtes.

Une stratégie mixte pour le joueur A consiste i jouer la stalégie pure 5 avec une
probabilité py, 1a statégie S» avec une probabilité p;, .. .. et la stratégie S, avec une
probabilité p,. La somme p| + - -- + p, éiant égale a I, une siratégie mixie pour A est
un vecteur p ={(p1, p2,.... Pn) € A""!, De méme, une stratégie mixte pour le joueur
B consiste a jouer la siratégie T; avec le probabilité ¢; et correspond & un vecteur
g =(g1,....qm) € A" Si A joue la straiégie mixle p el B la siratégie mixte g, les
gains respectifs de A et B sont

M1

el(p,q) = Z Z P fi(Sn T etexp,q) = > Y pig; (5, T)).

i=1 j=I i=1 j=1
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Définition 6.46 Un équilibre de Nash est une paire de strarégies mixtes (p, g). telle
gqu’aucun joueur n'a intérét & changer de stratégie si 'autre joueur maintient la sienne.
Plus précisément, (p,q) est un équilibre de Nash si

e1(p.q) > e|(P,q) pour tout T € A7 et ex(p,q) > eslp,q) pour tourg € A"}
Théoréme 6.47 Tout jeu & deux joueurs posséde un équilibre de Nash.
Démonstration. Si(x,y) € A"~! x A"~} on pose :

gilx,yy = max{0,e((S;, y) —e(x,y)} et
hi(x.yy = max{0, exx,T;) — ealx, ¥)}.
Construisons une application continue ¢: A" ! x AP~ — A1 An—),
(., ¥) = @lx, ) = (x|, x5, ..., X0 ¥],-- ., ¥p), avec
g Fir&bnyy o iRy
EDEEN )R EDDARY NERY

Le produit A*~! < A"~ ¢tant homéomorphe 2 la boule £+ =2, [’ application
i aun point fixe, noté (a, b), aveca = {ay,...,aqp et b = (b, ..., by).

ey(S;, by > eila,b) pour tout /i, alors, par définition, on a
efla, by = ZLI a;e (85, b)) > (Z‘_l adeyla, by = ela,b), ce
qui est absurde. En conséquence, il existe un indice { pour lequel
gila, b) = 0. Ajoul,ee al'égalité (a. b) = ¢(a, b), cette remargue implique

a; +gi(a, b) dy

T+, gula, b) L+, gila, b)
toul £, autrement dit e,(a, b) > e;( S5, &) pour tout k. Toute autre stratégie,
u = (uy,....u,)du joueur A, vérifie alors 1'inégalité annoncée,

a; = Il en résulte gi(a,b) = ) pour

H

e, by = wier(8,0) < O _underla,b) = ei(a, b).

i=I i=]

Le résultat similaire pour le joveur B se démontre de la méme facon, ce qui
moentre que le couple (g, b) est un équilibre de Nash pour le jeu considéré,

Plus généralement, Nash a démoniré que tout jeu avec un nombre fini de joueurs
ayant chacun un nombre fini de stratégies, et ne coopérant pas entre eux, admet
un équilibre de Nash, cf. [33] dont la preuve ci-dessus est extraite. Le théoréme
de Nash donne I'existence de 1’équilibre mais il n’est pas constructif dans le sens
qu’il ne permet pas d'expliciter les stratégies de cet équilibre. Pour plus de détails
sur I'interaction entre le Théoréme de Brouwer et les équilibres de Nash, el plus
particuliérement avec le jeu Hex, inventé par le poete et scientifique danois Piet Hein
(1942) et redécouvert par Nash (1948), nous renvoyons le lecteur 4 {19].
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EXERCICES

Exercice 8.1 S8i0 — V, — V,_; — .. — V¥, — 0 est une suite exacte
d’espaces vectoriels, montrer que 3_,_o(—1)’dim V, = 0.

Exercice 6.2 Soit f: E" — E" une application continue. Montrer qu'il existe un
point x € E” tel que f(x) = 2x.

Exercice 6.3 Construire un complexe des chaines cellulaires pour P3(R) et en
déduire H.(P3(R); 7).

Exercice 6.4  Monurer que I'homologie singuliere d'un espace cellulaire, X =
UM X, vérifie les propriétés suivantes.

1)} HA{X.X,.1; R) = 0, pour tout g < #.

2) Hy(X,, X Ry = Hy(X,p, X; R), pourtout j <nettoutg < n.
) HAX. X;; R)= H(X,1, X;iR), pour tout j < n —2,

4) HAX, Xp; R)S H(X, X, ;R),pourtout g >n + 1.

8) HiX.X, 2, Ry= H,(X; R), pour tout n > 0.

6) H,(X; R) = H,(X,41, Xa—2; R). pour tout #.

Exercice 6.5 (Homologie d'un complémentaire
et Courbe de Jordan)

1) Soit A < R* une partie fermée. Notons i: R" — R™! i(a),...,a,) =
{ai,-...a,,0), Iinjection canonique et Z = R"*'\i(A) le complémentaire de i(A).
On pose :

Z, = {x,HeR"xR|r>00ux e R"\A},

Z. = {x, eER"xR|r<0cuxeR"A}

Montrer que Z, et Z_ sont contractiles, Utiliser ce recouvrement de Z pour montrer
I’isomorphisme suivant, valable pour tout ¢ > 0,

Hy (RTN(A) = Hy(RM\A).
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2) Considérons des parties fermées, A et B, de R” et des homéomorphismes inverses
I'un de lautre, ¢: A — Betp: B — A, Montrer que ¢ et i s'¢endent en des
applications continues @, W¥: R* — R”. (On pourra utiliser le Théoreme de Tieize,
contenamnt le cas particulier suivant : toute application continue, f: A — R, ol A est
un fermé de R”, s’étend en une appiication continue F: B" — R.)

3) Formons "application L: R" x R" — R"” x R", L(x,y) = (x, ¥y +®(x)). Uliliser L
pour montrer que le complémentaire dans R* x B”, du graphe de ¢, est homéomorphe
au complémentaire de A x {0}.

4) Montrer que si A et B sont deux parties fermées homéomorphes de K*, alors les
complémentaires de A x {0} et {0} x B dans BR" x R” sont homéomorphes. En
déduire, pour tout ¢ > Q,

H,(R™\A) = H,(R"\B).

5) Montrer que si C est une courbe du plan homéomorphe a un cercle, alors son
complémentaire posséde deux composantes connexes {Théoréme de Jordan).

6) En injectant le cercle de deux fagons différentes dans le tore §' x §', construire
deux parties fermées homéomorphes dont les complémentaires dans le tore n’ont pas
Ia méme homologie.

7) Soit A une partie de R* homéomorphe  S!. Calculer I’homologie du complémen-
taire R*\ A. Comparer avec les résultats de I'Exercice 3.10.

Exercice 6.6  Soit K une triangulation d’une susface S, de caractéristique d’Euler
X(S}. Notons s le nombre de sommeis, ¢ le nombre d’arétes el ¢ le nombre de triangles
dans K.

1) Montrer que 3t = 2a eta = 3(s — x(S)).
7+ /49 - 24x(5)
2

2) Montrer que s > . (On remarquera que C? majore a.)

3} En déduire que toute triangulation du tore admet au moins 7 sommets. Déterminer
ie nombre minimum de sommets pour les triangulations de fa sphére et de P:(R).
Comparer avec les triangulations trouvées au Chapitre 2,

Exercice 6.7  Considérons un polyedre régulier K < R®, dont les faces ont p
cotés et dans lequel chaque sommet appartient & g faces. On note f le nombre de
faces, a le nombre d’arétes et s le nombre de sommets de K. On remarguera qu’un tel
polyédre est homéomorphe  la sphére 2.

1) Montrer que s —a + f = 2et pf = 2a = gs.
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1 1 |
2) En déduire — + — = —. Faire la liste des valeurs possibles p el ¢, en identifiant

géométriquement chacun de ces couples.

Exercice 6.8 Soit f: §° — R une fonction continue.

1) Supposons qu’il n’existe pas de hase orthonormée (x;, x2, x3) vérifiant f(x(} =
F(x3) = f(x3). On rapporte R* i sa base canonique (|, e, e3) et on note A la droite
d’équation x = y = z, P le plan d’équation x + y +z = 0, £ = P\{(0,0,0}},
S' le cercle unité de E et p: £ — S!, z — z/|lz|| 1a rétraction de E sur S'. Soit
¢’ SO(3) — R 'application définie par ¢'(R) = (f(R(e\)), f(R(e2}), F(R(e3)).
Construire des applications ¢: SO(3) — E et +: §' — SO(3) telles que le composé
h =po@oe: S' — S!soit de degré 3m + 1, pour un certain entier 1.

2) Etablir une contradiction 2 partir de 7 (P3(R)) = Z/27.

3) Enoncer le résultat ainsi démontré.

Exercice 6.9  Si X est un espace, le cone sur X est ’espace quotient C{X) =
(X x [0,1D/(X x {1}) et la suspension de X Vespace quotient de C(X) par X,
ie, 2X = C(X)/(X x {0}). Toute application continuve, f: X — Y, induit une
application continue, 2 f : 2X — 2Y, envoyanl {x, #] sur la classe [ f(x).7].

1) Montrer que la suspension 35" est homéomorphe & la sphere $**'.

2) Montrer que si f: §* — S est de degré k, alors Ja suspension 2, f est de degré k
aussi.

3) Pour tout k£ € Z et tout entier n > 0, construire une application f: $* — " de
degré k.

Exercice 6.10 Si X, A et B sont des espaces cellulaires tels que X = AU B
s'obtient par adjonction de cellules a partir de A et & partir de B, alors I'injection
(B, AN B) — (X, A) induit un isomorphisme H.(B, AN B R) = H.(X, A R).

Exercice 6.11 Déterminer explicitement I"application ¢ du Lemme 6.17.

Exercice 6.12 Montrer que toute application cominue, homotopiquement triviale,
fi 8% — 5% admet un point fixe.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Solution des exercices 191

SOLUTION DES EXERCICES

Exercice 6.1 1l s’agit d’'un complexe de chaines de longueur finie & homologie
nulle. Le résuliat découie de la Proposition 6.31.

Exercice 6.2 11 suffit d’appliquer le Théoreme de Brouwer (Théoréme 6.43) 4
Iapplication f(x)/2 de E” dans E".

Exercice 6.3 L’espace P;(IR) s’obtient A partir d’un cercle en recollant une 2-
cellule selon une application de degré 2 de $' dans S'. Une structure cellulaire est
donc formée d’une O-cellule ey, d’'une 1-cellule &) et d’une 2-cellule e;. L'application
bord du complexe des chaines cellulaires associé, est donnée par :

multz i}

Zoeq— - Ze = Z.eg.

L’espace P3(IR) s’obtient & partir de P;(IR} en ajoutant une 3-cellule e53. Son comiplexe
des chaines cellulaires est donc de la forme,

iy miulty

k 0
Zeg Z{?Q = Z{'.] Zeo‘

Comme 1l s’agit d’un complexe, on doit avoir d; = 0. d"o 1"on déduit

Hy(P3y(RY, 7y = Z, Ho(P3y(R);Z) = 0, H\(P(R);Z) = Z/2Z, Ho(P5(R),Z) = Z.

Exercice 6.4

1) Ajouter des cellules de dimension strictement plus grande que » + 1 ne moditie pas
I"homologie en degré inférieur ou égal i 2. La suite exacte longue de la paire (X, X,41)
est donc de 1a forme

— VY (X- Xan )_“'—a"Hq(xm-l)_‘z_‘”'Hq(X)_“”}Hq[Xr Xps1)——>

pour g < n, d’ou le résultat.
2) Dans la suite exacte longue du triplet (X .1, X, X ;),

— q+l(X.-:+13X.-:)—:“Hq(X.-n Xj)—)‘Hq(XnHa Xj)_“‘z“Hq(XnHa X))—

ona H( X1, X)) = H’;(X,m/Xn) =0pourg < n+ 1, car X,,; /X, est un bouquet
de spheres de dimension n + 1.
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3) Le résultat précédent implique : H,(X,11, X;3R) = H, (X0, X;iR) = ... =
HH(XN: X}s R) = H,(X, Xj; R).

4) 11 suffit d’écrire la suite exacle longue du triplet (X, X,, X, _() et d'utiliser
Hy(X,,X,_1; R)=0pourg > a.

5) Le résultat précédent implique : H,(X, X, > R) = H (X, X, Ry = ... =
H X, Xg) = H,(X). Cette derniére égalité provient de la suite exacte longue de la
paire (X, Xo) et de H,(Xy) = O pourn = 0.

6) Des résultats obtenus en 5) et 3), on déduit : H (X, R) = H, (X, X, 2 R} =
HJJ'(XH+| 1 Xn—mZ; R)

Exercice 6.5

1) Remarquons que R” x {1} C Z,. Uapplication Z, x [0, 1] — R" xR.{(x, ). u) —
(x, u + (1 — u)) est une rétraction par déformation de Z,, sur R* x {1}. 11 sutfit ensuite
de réacter R™ x {1} sur {(0, 1)}. La preuve est similaire pour Z_. La réunion Z,JZ_
est 'espace R4 i(A). L'intersection Z, N Z_ est (R"\ A) x R, du type d"homotopie
de R*\ A. L'isomorphisme recherché provient alors directement de la suite exacle
longue de Mayer-Vietoris.

2) On applique le Théoreme de Tietze, composante par composante.

3) L'application L est un homéomorphisme d’inverse L~ !(x, v) = (x, y — ©{x)}. Elle
envoie A X {0} bijectivement sur le graphe de ¢ et induit donc un homéomorphisme
entre leurs complémentaires.
4) Formons Iapplication M : R x R" — R" x R" définie par M(x, y) = (x +¥(¥), ).
Comme ci-dessus pour 1'application L, on constate que M induit un homéomorphisme
entre le complénientaire du graphe de ¢ et le complémentaire de {0} x B. Remarquons
finalement que I’application 7: R” x R" — R" x R” définie par 7(x, y} = (¥, x) est
un homéomorphisme, envoyant bijectivement le graphe de ¢ sur le graphe de . Il
induit donc un homéomoerphisme emtre leurs complémentaires, d'ol, par compoesition.
I'existence d’un homéomorphisme, R* x R"\(A x {0}) = R* x R"\({0} x B).

En appliquant 1) de fagon itérative, on a ﬁq (R"\A) = ﬁq+n(R"“ x R"N(A x {0}))
et Hy(R"\B) = H,.,(R* x R"\({0} x B)). L’homéomorphisme précédent fournit le
résultat.

5) Le complémentaire du cercle S’ de centre 0 et de rayon | ayant deux compo-
santes connexes par arcs, on a Hy(R?\S': Z) = Z2. 1l en résulte que la dimension de
Hy(R2\C;, R) est deux, ce qui signifie que le complémentaire de C dans R? a deux
composantes connexes.

6) Considérons la représentation classique du tore par un carré dont les cotés sont

munis d’une identification. Tout cercle A sttué a 'intérieur de ce carré a un com-
plémentaire possédant deux composantes connexes. Par contre, si B est une aréle
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du bord de ce carré, ¢’est un cercle dont le complémentaire est connexe et a le type
d’homotopie d’un cercle.

7) On sait (cf. Page 5) que le complémentaire du cercle unité 5! dans § 3 ale type d’ho-
motopie de S'. Pour toute partie A, homéomorphe & S', on a donc H HRNALZY =0,
pour tout p # 1 et H(R*\A;Z) = Z. Appelons nceud une courbe de R* homéo-
morphe & un cercle. Nous venons de démontrer que les complémentaires des neeuds ont
les méme groupes d’ homologie, une situation qui contraste fortement avec le groupe
fondamental de ces complémentaires. Ceux-ci sont en général distincts, comme nous
I'avons établi dans 'Exercice 3.10 pour les necuds toriques.

Exercice 6.6

1) Chaque triangle ayant 3 arétes et chaque aréte appartenant a 2 triangles, on a
3¢ = 2a. En combinant avec ¥(§) = 5 +¢ — u. on obtient ¢ = 3(s — y(5)).

2) Une aréte ayant deux sommets, le nombre maximum d’arétes possibles est

C?= ﬁ d’oli 'inégalité a < C2. Cette inégalité équivaut a s(s — 1) > 2a et
b J—
as(s — 1) > 6{s — y{s)) en utilisant le résuliat précédent. Il reste i remarquer que la
. ) . . , 7+ /49 - 24¥(S)
plus petite racine positive du polynomic 5°—75+6y(S) est n($) = 3

3) Le tore a povr caractéristique d’Euler 0, donc le nombre minimum de sommets
est 7. Pour la sphere $2, de caractéristique d’Buler 2, on trouve #(S?) = 4 et pour
le plan projectif P>(R), de caractéristique d’Euler I, on a n(P»(IR)} = 6. Ces valeurs
correspondent aux triangulations dessinées dans le Chapitre 2.

Exercice 6.7

1) En divisant chaque face en triangles, on constate que s — a + f est €gale a la

caratéristigue d’Euler de la sphére, d’ou s — ¢ + f = 2. Toute aréte possede deux faces

adjacentes, donc pf = 2a et toute aréte joimt deux sommets, donc ¢gs = 2a.

2) En remplagant f et s par leur valeur en fonction de ¢ dans I'égalité s —a + f =2,
| 1

on trouve — + — = 3 + - > > Les nombres p et g devant &tre supérieurs ou égaux
a

P 4q . : . . N
a 3, nous wouvons facilement la liste des couples possibles ainsi que le polyedre
correspondant.

[ (p.) [ Polyddre |
(3.3) | Tétraédre |
(4,3) Cube
(3.4) Octaédre
(5,3) | Dodécagdre

"(3.5) | Icosaddre
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Exercice 6.8

1) Rappelons 'application continue ¢': SO(3) — RY, définie par ¢'(R) =
(f(R{e))), f(R(e2)), f(R(es})). Par hypothese, la droite A n’est pas dans 'image de
¢'. En notant projp la projection orthogonale de R® sur le plan P, orthogenal 4 A, on
obtient ane application continue, ¢ = proj, o ¢’: SO(3) — E.

Pour construire ¢: §' — SO(3), on associe 2 tout ¢*™ & S la rotation R,, d’axe
A et d’angle 1. Cette association est bien définie dés gue on a orienté la droite A, ce
que Y’on fait de sorte que «(e%7/3) envoie | sur e» (et donc e, sur e3 et e3 sur ¢;). On
pose ¢ = projp © ¢ o t. Il nous faut maintcnant détcrminer le degré de ¢. Pour cela,
On remarque :

p (27D = projp (f(R(e2), F(Ries), f(R(e)

= 77 projp (f(Rile))), (R, (e2)), f(Ri(e3)))
le";rj'_’r y (({Qim) ]

Notons p: R — S, ¢ — €7 1e revétement universel du cercle. L’ application # se

releve en une application g: B — K, rendant commutatif le diagramme suivant

R—— % R

l

i
I
§l———!

r i

Du caleul précédent, on déduit g(1/3) — gi0) =m +(1/3)etdegy = g(1) — g(0) =
3m + 1, c’est-a-dire : Uapplication . : Z — Z, induite par ¢ entre les groupes
fondamentaux, est la multiplication par 3m + 1.

2) Rappelons que SO(3) est homéomorphe & P5(R) (cf. Proposition 2.18) et
m(P3(R)) = Z/2Z {cf. Exercice 3.5). L’application #, étant un composé de
deux applications S' — SO(3) — S, induit, entre les groupes [ondamentaux, un
homomorphisme ¢, qui sc décompose en Z — Z /27 — Z. Ceci est en contradiction
avec la détermination précédente de 1.

3) On a montré : Pour toute application continue, [: 57 — R, il existe trois points, x|,
x3, X3, sur la sphére 87, formant une base orthonormée, et tels gue f{xy) = flx)=
flxs)

Ce résultat est da a S. Kakatani, cf. {25], qui utilise pour démontrer le résultat
suivant : Toute partie compucte convexe, K, de R, peut étre placée a intérieur d’un
cube dont les faces sont tangentes a K. (Le mot cube est pris au sens strict d’un
parallélépipede rectangle dont toutes les arétes ont méme longueur.) La démonstration
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s’organise ainsi : pour tout m}int x & §2, on considére les deux plans tangents 3 K
et orthogonanx au vecteur Ox. On note f(x) la distance de ces deux plans, ¢e qui
permet de définir une application continue f: $? — R. D’apres ce qui précede, il
existe une base orthonormale (x|, xp, x3) telle que f{x;} = F{x2) = F(x3). Les six
plans tangents correspondants forment un cube qui contient X et dont chaque face est
tangente 4 K.

Cette propriété a été étendue 4 toute fonction continue, f: §% — R, et toute partie
compacte, convexe de R p > 2, par H. Yamabe et Z, Yujobo dans [46].

Exercice 6.9
1) C’est une conséquence des deux propriétés établics dans la Proposition 2.2.

2) L'espace C(§*) = §* x [0,1]/(5" x {0}) = E™! ¢’obtient & partir de §" en
aioutant une cellule, donc la Proposition 6.1 1 implique H.(C($"), §*) & H,(2.5") =
H*(SiH-l)'

Soit f: §" — §" une application continue de degré k. L'espace C({5") étant
contractile, la suite exacte longue d’homologie de la paire (C(S"), $7), alliée aux
isomorphismes ci-dessus, donne un carré commutatil

2= HA8")— Ho(35") 2 Z
Hn(f)l lﬁnﬂ(‘\:f}
Z, = En(sn) — Hmﬂ+l(2:sn) = Z’a
impliquant deg X f = k.

3) Pour tout &, I’application z — z* est de degré k, de S! dans S!. Il suffit de la
suspendre n fois pour obtenir une application de degré k, de §**! dans §**!.

Exercice 6.10  On a un homéomorphisme entre les quotients, B/A M B =2 X /A,
chacun étant formé des cellules nécessaires pour obtenir X i partir de A. La Proposi-
tion 6.11 termine la preuve.

Exercice 6.11 1l suffit de poser

o (u(_(l ~ ey +1e3) + (1 — u) (2 Lo+ %gz))

w(1),

o (u((! ~ Desttes) + (1 —u) (l ;’e, + lgreg)) = W)

Exercice 6.12 L'application f étant homotopiquement triviale, clle admet une



196 6 « L'homologie singuliére et ses applications

extension continue, f: E™! — $" < E"*. Le¢ théoreme de Brouwer implique
I'existence d’un point fixe pour f. Ce point appartient 4 5" et est donc un point fixe
pour f.



Chapitre 7

Homologie et homotopie

Ce chapitre commence avec la preuve du lien entre groupe fondamental et premier
groupe d’homologie, le second étant I"abélianis€ du premier. Nous poursuivons avec
I"introduction des groupes d'homotopie d’ordre supérieur d’un espace X : généralisant
le groupe fondamental, ils ont pour éléments les classes d’homotopie relative d"appli-
cations pointées de S” dans X. Nous explicitons leur structure de groupe, abélien pour
n = 2. Ensuite, nous étendons la notion de revétement de deux fagons, en définissant
les fibrations et les fibrés localement triviaoX, et nous montrons qu'un fibré localement
trivial cst toujours une fibration. Les groupes d’homotopie d’ordre supérieur se com-
portent trés bien avec les fibrations, fournissant une suite exacte longue d”homotopie
explicitée duns le Théoréme 7.14. Plusieurs conséquences de 1'existence de cette suite
sont données, notamment dans le cas particulier des revétements.

La fin du chapitre comporte des énoncés de théorémes, dans la lignée de ceux que
nous avons déji établis, et la présentation de thémes d’étude, incitant & prolonger cet
apprentissage de la Topologie Algébrique.

7.1 GROUPE FONDAMENTAL ET PREMIER GROUPE
D'HOMOLOGIE

Dans les chapitres antérieurs (cf. Théoréme 1.21, Théoréme 6.15, Corollaire 3.19, et
I'exemple Page 176), nous avons obtenu :

718"y = H(SY2) = Z, m# P(R)) = {11, f2; 1113) et H{# Py(R)) = ZBZ/27.

Qu’il n’y ait pas toujours d'isomorphisme entre les deux groupes, n’est pas surpre-
nant car le groupe d’homologie H)| est toujours commutatif contrairement au groupe
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fondamental. Sur les exemples choisis, nous constatons qu’il y a égalité des groupes
lorsque le groupe fondamental est commutatif et passage a ['abélianisé sinon {cf. Exer-
cice 3.2). C’csten fait toujours le cas, un résultat di & Poincaré mais appelé Théoréme
de Hurewicz car c’est un ¢as particulier d’un théoréme plus général démontré par
Hurewicz, ¢f. Théoréme 7.18,

A tout chermin, a: |0, 1] — X, on associe un 1-simplexe singulier, A{a): Al = X,
défini par (a)(te) + (1 — t)e;) = alt). Cette correspondance est le lien entre groupe
fondamental et premier groupe d’homologie,

Théoréme 7.1 (Théoréme de Hurewicz) Pour tout espace X connexe par arcs, la
correspondance, @ — hia), engendre un homomorphisme de groupes, h: 7 (X) —
H(X;Z), appelé homomorphisme de Hurewicz. Il induit un isomorphisme entre
Pabélianisé du groupe m((X) et le groupe H\(X; 7).

Démonstration. La preuve que nous présentons suit les grandes lignes de la
preuve de Seifert et Thretfall dans te cas d’un complexe simplicial, cf. {40,
Page 171].

Remarquens d’abord que si e est un lacet, alors A{w) est un cycle. Soit
xp un point fixé de X. Pour vérifier la compatibilité de h avec la relation
d’homotopie, nous considérons deux lacets, a et o', homotopes relativement
a {xo}, i.e., il cxiste une application continue, £: [0, 1} x [0,1] — X. tclle
que F(t,0) = F(t, 1) = xp, F(O,u) = a(u) et F(1,u) = a'(u), pour tout
(t,u) € [0,1] X [0, 1]. Pour démontrer que k() et k{a") sont homologues, il
nous faut construire une 2-chaine o: A% — X, dont lc bord est la différence
hla) — A(a’). Posons

a(t(ue) + {1 —wes) + (1 — t)(ue, + (1 — w)ex) = Fi,u),

etcaleulons do = 0 |j¢, o1 — Tl 31T}y 001+ L€ S€2MENL {7, €3] correspond
au = 0ctles segments [e],e4] et [¢,e2] s’oblicnnent avec ¢ = 1 et
t = (), respectivement. Nous avons donc do = ¢, — &’ + @, ol ¢y, est
le chemin constant sur xg. En notant aussi o, le 2-simplexe constant sur
X, nous déduisons la relation cherchée de d{o — 7)) = a — . Ainsi, la
correspondance A ¢i-dessus, induit nne application,

o (X, x0) — H(X;Z).

Cette association & ~— h(a) est déji apparue dans te Lemme 6.17, dont
on déduil que, si @ et @’ sont des lacets de X, le lacet composé a.a’ est
homologue & la chaine « + a’. Ceci se traduit par ; # est un homomorphisme
de groupes.

Etablissons maintenant la surjectivité de h. A priori, I'image d’un simplexe
singulier quelconque de X ne contient pas le point xy, il nous faut donc
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les connecter. Pour cela, nous choisissons, pour tout x € X, un chemin £,
de source xj et de but x. Le chemin choisi pour le point x; cst le chemin
constant sur xg, Noté cy,. A tout I-simplexe, o: Al — X, on associe un
lacet basé en xq, défini par le composé, f(o) = fg{g,}‘ﬂ'.%, ou 7 désigne
{e chemin inverse du chemin 7, cf. Définition 1.11. Observons que, si a est
un lacet basé en xg, alors a est homotope a £(k{a)), i.e., on a £(h(x)} =
Cry-.Cyy o2 1.

Considérons un l-cycle, w = Z';‘ nio;de X.Si7; = h(e),onah(al’) =
n;7; et il sufiit donc de considérer les 1-cycles de la forme Z’: o;, avec
i Al - X Cette somme étant un 1-cycle, la somme formelle des bords
doit s’annuler, ce qui entraine I’existence d’un terme o;, de cette somme, tel
que « et ;, sont composables. Comme nous sommes intéressés par une
surjectivité sur I’homologic, nous pouvons remplacer la somme oy + g, par
le composé 7., qui lui est homologue. Par itération, on raméne donc le
cycle w de départ & un lacet o : Al = X, basé en un point x = o(e)) =
a{eq). Le composé (o) = £, .o.£, estun lacet basé en xy, dont I’image par
h est homologue & La chaine h(#,) + i) + k(L) = W(£,) + 0 — h({,) = o,
ce qui démontre la surjectivité de I’homomeorphisme de Hurewicz.
Déterminons le noyau de I’homomorphisme de Hurewicz. Le groupe
H|(X;Z) étant abélien, ce noyau contient le sous-groupe des
commutateurs et # induit un homomorphisme Z: 7 (X, %) =
T (X, x0)/[m1(X,x0), m(X,x0)] — H(X:Z). Le groupe S5(X;7)
des chaines singulieres étant le groupe abélien libre engendré par les
1-simplexes, grice & la propriété universelle du groupe abélien libre,
nous avons un homomorphisme de groupes, £: 5)(X;Z) — (X, x0)ah,
défini par I’association décrite ci-dessus. {Le lecteur remarquera que cette
propriété universelle nécessite la commutativité des groupces intervenant ;
un tel homomorphisme, 4 valeurs dans le groupe fondamental lui-méme,
n’existe donc pas nécessairement.) Déterminons I’image par # du bord d'un
2-simplexe 0: 8 — X. Rappelons do = O, 51 = Tlfer.est + O Jfer el
d’ou fido) = f(}-(e?).(ﬂ[82,3.5]‘m.6"|[€] ,‘32].[6,!0((?2). Le lacet composé
Tlierses] Tlleres) T ller eop €8T 1N lacet défini sur le bord de A? admettant
Iextension o sur A% il est donc homotope & un lacet constant ¢, et
on obtient £(da) =~ £y (_ﬂ,@ ~ ¢,,. En conséquence, 'homo-
morphisme £: $1(X;7Z) — (X, xp)ap 8 étend en un homomorphisme
£ HU(XZ) — (X, X0l Sioa cst un lacet en xp, nous avons déja
remarqué [(hA(a)) ~ a, ce qui, pour les applications induites au niveau des
groupes d’homologie et d’homotopie, entraine £ o 7 = id et 'injectivité
de k.
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7.2 GROUPES D’HOMOTOPIE D’ORDRE SUPERIEUR

Les notions d’applications continues entre paires topologiques et d’ homotopie asso-
ciée ont ¢té introduites dans la Section 6.1. Rappelons que ’ensemble des classes
d’homotopie d’applications entre les paires (X, A) et (¥, B) est noté [(X, A), (¥, B)].

Un espace topologigue pointé (X, xp) est une paire topologique (X, {xg}), oft xy
est un point de X. La sphérc $* cst toujours pointée par 55 = (1,0,...,0) € R*_S§j
(X, xp) est un espace topoelogique pointé, nous notons -, (X, xp) 'ensemble défini par

Tal( X, x0) = [(5", 50}, (X, x0)].

Pour tout # > 1, nous allons munir ces ensembles d’unc structure de groupe, coinci-
dant avec celle due groupe [ondamental dans le cas n = 1. Pour ce faire, exprimons
différemment cet ensemble de classes d”homotopie.

Proposition 7.2 Soit I le cube unité de R", de bord 01". Le quotient 7 /OI" est
homéomorphe & la sphére 5" et 'application quotient p: 1" — I"/dI" = 8" induit

une bijection p: (X, Xo)——=[(1",81"),(X, x), [f1— [ £ © p).

Démonstration. 1”homéomorphisme entre le cube /" et la boulc unité £#
induit un homéomorphisme entre les quotients 1" /&1" et E* /S, et ce
dernier espace est homéomorphe a Ia sphere $*, d’aprés la Proposition 2.2,
L’ application p est surjective car toute application f: /* — X, envovyant le
bord &71" sur le point de base x, se factorisc a travers p en une application
/o0 = 5" — X, envoyant sy sur xg. Pour démontrer I'injectivité de p,
nous considérons deux applications, f, g: (5", 5y) — (X, xy), donnant des
applications homotopes, fop et gop, de (1", 31"} dans (X, xy). L' homotopie,
Fo(" = [0, 11,88 x [0,1]) — (X, x0), entre f o p et g o p, induit une
application continuc

Fo(I" % [0, ID/OI* x [0,1]) = (I"/AI™) x [0,1] = §" x [0,1] — X,

qui est une homotopie entre f et g, cf. Exercice A.3 pour le premier isomor-
phisme.

Nous pouvons donc interpréter les éléments de (X, x¢) comme des classes d"ho-
motopie d’applications du cube 7" dans X, qui envoient Je bord 97" sur le point
dc base xg. Ceci permet de munir #,(X, xy) d’one addition définie sur un couple
d’applications, f,g: (I",0I") — (X, xp), par :

. _ f(zr]:th'--rn)a Siflsl/zs
(f+”)(“="'*”*)—{ g0 — 1,y ), sify > 1/2.

Théoréme 7.3 Les propriétés suivantes sont vérifiées.



© Dunod — La photocopie non aulorisée est un délit

7.2

Groupes d'homotopie d'ordre supérieur

introduite sur le groupe fondamental dans le Chapitre .

2. Le groupe 7,(X, xo) est un groupe commutatif pour n = 2.

3. Si X est connexe par arcs, pour toui x € X, ona wp{ X, xg) = (X, x).

4. Pourtouti € {1,...,n}, on peut définir une loi +; sur m,(X, xo) par:

(f + &)y,

Toutes les lois +; définissent la méme structure de groupe sur m,(X | xo).

Démonstration

introduite dans la Définition 1.11 pourn = 1.

par

da

)

qui montre la commutativité de |’ addition.

12

flg

12

I)_' j.(fl;-..._.ff_],2fj,ff+j:....,fn), .Tif;g]_/z,
v gty o, 20 — 1ty ), si; 2 172
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. La lot + foit de 7,(X.x0) un groupe. Pour n = 1, elle coincide avec celle

1. Dans la définition de la loi +, seule [a premi&re composante intervient et
la preuve de la structure de groupe est identique a celle faite dans le cas
n = 1, cf. Proposition 1.12. Par définiticn, la loi + coincide avec celle

2. Soit n > 2. Un scus cube de 1”7 est un cube J = [ay, b1 x [az, b2] x
- X la,, by|. dans lequel chaque intervalle [a;, b;] est contenu dans

I = [0,1]. 81 J C I" est un sous-cube de /7", il existe une bijection
affine j;: J — [I". Toute application f: (I",0I") — (X, x¢) induit
alors une nouvelle application f;: (", 01"y — (X,x¢), obtenue par
fr= fojysurJet fi(¢.... 1) = xgsur 7\ J. Comme le cube J peut
s’étendre contindment pour remplir /", I’application f; est homotope &
fF.o500 = [ay, bq] x [a2, 5] x [0, 1] x --- x |0, 1] est un sous-cube ot
seuls les deux premiers facteurs sont dans des intervalles différents de
|0, 1]. on le représente par@, I’application f; étant alors représentéc

Lasommede f etde g, représentée par . est en particulier homotope

On peut maintenant faire glisser les différents blocs les uns par rapport
aux auires en ne faisant intervenir que les deux premidres variables, ce
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3. Soit @ un chemin de source xp et de but x et f: (7", 91"} — (X, xp)

une application continue. Notons J le sous-cube de [ défni par

L IR (L N entre du cube
1373 X pd 33 et m = 273 e centre du cube.
Définissons une application f': (1", 91"y — (X,x) par f' = f o j;
sur J et par « sur le complémentaire de J, de la facon suivante : toute
demi-droite issue de m rencontre 773 Int (J) en un segment [a. b], a € J,
isomorphe par une application affine au segment |0, 1|. On composc
cette bijection affine avec I"application a pour envoyer [a, b] dans X. Le
résultat cst une application continue f', envoyant le bord &7" sur le point
x. Cette construction est compatible avec les homotopics et définit unc

bijection entre 7,{X, xq) et 7,(X, x).

4. La relation

.
fle]~

montre que 1’addition ++ donne la méme loi de groupe que +. Le raison-
nement est similaire pour les autres lois +;.

Définition 7.4 Le groupe 7,( X, xo) 5 'appelle le n-&me groupe d’homotopie de I’es-
pace poimé (X, xo). Lorsque X est connexe par arcs, on le note simplement m,{X).

En utilisant 1'homéomorphisme (E7, $*~1) 22 (J", 9I™), les groupes d’homotopie
s’expriment aussi par :

Tu(X, 20) 2 (E", §% 1), (X, x0)].
Comme dans le cas # = 1, ces groupes sont des invariants du type d”homotopie
d’espaces pointés. Par exemple, R* et £* ayant lc type d’homotopie d'un point, leurs

groupes d’homotopie sont tous nuls. Observons aussi que, comme dans le Corol-
laire 1.16, si (X, xp) et (V, yo) sont deux espaces topologiques pointés, ona:

wn(X X y:(x{)s }"0)) = W!?(X: xﬂ) & ?Tn(Y: yﬂ)_‘- sin 2 2.

Si i1 (X, xq) — (¥, yo) est une application continuc pointée, alors pour tout # = |,
f induit par composition un homomorphisme dc groupes

Tl ) (X x0) = 7Y, 30y, 7 f)gl =[f o gl.

Introduisons 7o(X) en choisissant, par convention, 7° égal & un singleton. Une
application de /% dans un cspace X est donc un point de X. De plus, deux applications
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a eth, de Y dans X, sont homotopes, s'il existe une application continue f: [0, 1] —
X, telle que f{0) = a el f(1) = b, autrement dit si, et sculement si, les points a et
b sont dans la mé&me composante connexe par arcs. En conséquence, (X, xq) est
I’ensemble des composantes connexes par arcs de X. C’est un ensemble pointé, le
point de base ¢étant la composante connexe du point xy. Toute application continue
pointée, f: (X, xq) — (¥, yo), induit au niveau 7 un morphisme d’ensembles pointés,
¢'est-a-dire une application envoyant le point de base de 7o( X, xg) sur le point de base
de (Y, ¥p).

Définition 7.5 Seitn > 1. Un espace X est dit n-connexe, s'il est connexe par arcs
et si wy(X) = G pourq < n.

Les espaces 1-connexes sont done les espaces simplement connexes introduits dans
la Définition 1.20.

7.3 FIBRATIONS - FIBRES LOCALEMENT TRIVIAUX

Unc particolarité des revétements est que la fibre, au-dessus d'un point de la base, est
un espace topologique discret. Dans cette section, nous élargissons cette situation en
autorisant des espaces topologiques quelconques comme fibre. Commencons par une
définition centrée sur la propriété de releévement des applications continues de source
un cube.

Définition 7.6 Une application continue, p: E — B, est une fibration si, pour tout
1 = 0 et pour tout diagramme commutatif d’applications continues,

A
{0}

jol P / - J{P

"x1-—L+B

il existe une application continue f: 1" X I — Etelleque po f = f et fojy= fo

En appliquant la propriété de relevement pour # = (), on constate que I'image p(E)
est une réunion de composantcs conncxes par arcs. Ainsi, Iapplication p est surjective
si I’espace B est connexe par arcs.

Exemples :
I. Notons pr: Bx F — Fetpg: BxF — B les deux projections canoniques

d'un produit. Pour tout cspace F, la projection pg est une fibration, de fibre
F, appelée fibration triviale, le relevement f étant définic par f(x, 1) =

(f(x, 1), pr(folx, B)).
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2. Tout revétement est une fibration, d”apres la Proposition 4.6,

3. Soit (X, xp) un espace topologique pointé. Notons P X I'espace des applica-
tions continues «: [0, 1] — X telles que «{0) = x5, muni de la topologie
compacte ouverte, cf. Exercice A.7. L'appiication continue p: PX — X,
a — a1}, est une fibration. Pour Justifier cect, donnons-nous le diagramme
comimnutatif,

1" x {O}MJE’—} PX
l F-7
Jo e e
. v
" x I ——X.
Nous construisons une application F': [" x I x I — X par
1
r+1’
<s <1,

Jolx)(s(z + 1)), Si0<s <
1
t+1

Fllx,t,s) =

flx,sc+1)—1), si

Cette application est continue et définit une appiication continue (cf. Exer-
cice A7) f: 1" x 1 — X', qui envoie (x, 1) sur le chemin f(x,r) défini par

Flx.t)s) = F'(x,t,s). Ce chemin vérifie :

— F(x, 0(0) = folx)0) = x4, donc f(x,1) € PX,

= fx,00s) = folx)s) done fojo= fo,

- p(fx,1h = F'(x,1,1) = f(x,4),donc po f = f.

Dans la définition de fibration, le relévement demandé concerne les applications
de source la paire (I" x [, 1" x {0}). Nous pouvons lut substituer des paires homéo-
morphes qui se révélent mieux adaptées aux espaces ceilulaires, ¢f. Proposition 7,10.
Notons J* C 1™ la partie définte par J* = (I* x {0}) Uarsqoy (1" x 1),
sin > 1. Autrement dit, J* = SI™'\(J" x {1}). (En particulier, J? est une
bolte sans couvercle.} De mé&me, st E" est la boule unité, nous introduisons 1’espace
I = E" x {0} Usomrqop "1 x 1.

Proposition 7.7 Les paires topologiques (1" x I,J"), (I" x [, 1" x {0}),
(E" x 1, E" x {0}) et (E" x I, J™) sont homéomorphes.

Démonstration. L’homéomorphisme entre 77 et E” induit un homéomor-
phisme entre leurs bords, 37" et §”~'. Nous avons donc des homéomor-
phismes (/" x [, 1" x {0 = (E" x [LE® x {0P) et (1" x I, J") = (E"
I, J™). Il nous reste & construire un homéomorphisme entre (E* x I, J')
et (E" x I, E" x {0}). Notons Z I'ensemble des couples (x,t) € £" xR
tels que,
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— 1 €1[0,2]si x| < 4,
—0<t<3—2|x

si x> L

Notons xp le point {0, 3} € E* x R et D la boule, de dimension n, contenue
dans Z et définie par

D:{uannwgé}.

Si vy € D, la droite passant par les points x, et y rencontre J™ en un point
noté ¢(y). L’application ¢ : E" % [0, 1] — Z définie par,

wix, ) = (1 —I)@(%,2)4-r(§,2),

est alors un homéomorphisme envoyant E” x {0} sur J. Pour |’essentiel,
cette application ne fait intervenir que la norme des éléments de E” ; elle
peut se visualiser comme ci-dessous, la base du carré de gauche (symbaoii-
sant E® x {0}) étant envoyée sur la partie hachurée de la figure de droite
(symbolisant J™).

E" x [0,1] z

Considérons alors 'homéomorphisme ¢: Z — E” x [0, 1], défini par

f
@ﬁy i [|x] <
P(x,t) = ; ) |
Xy, silx| >
(557 |

Cette application induit I'identité sur J™ et le composé
morphisme cherché.

o ¢ est 'homéo-

Corollaire 7.8 Si p: E — B est une fibration et si on a un diagramme commutatif de
la forme,

J?" = (I" < {0}) Uapnscroy (17 ¥ I)—i;'?’ E
f-f' - el
i - !,"

vy - B,
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alors, il existe une application continue fil'"x1 — Evtlleque po f = f et
foi=g

Démonstration. Notons ¢: (I" x I, 1" x {0}) — (I" x 1,J") 'homéo-
morphisme de paires construit dans la section précédente. On forme le

diagramme :
I % {0} £rx o) ) J” B - E
Jo lj J'P
n f H f
I"xl———["x]——8.

Par définition de fibration, 1l existe une application Forrx I — E,elle
que po f' = foget f'ojo = g0y Le relevement cherché est
alors f = f/ o @~ L.

Une démonstration similaire permet de remplacer (1" x I, J*) par (E" x I, ™).
Coroilaire 7.9 Si p: E — B est une fibration et si on a un diagramme commutatif de
la forme,

I = B X A0} Ugn-iypgy " x I 25 E
_ l fo-7
7 - £

E" x 1 ! - B,

alors, il existe une application continue frE"XT — Etelleque po f = f et
foi=g¢g

La propriété requise dans la définition de fibration permet de relever des applications
plus générales que celles de source un cube de R”.

Proposition 7.10  Si espace X est obtenu a partir de Y par Uajout d’un nombre fini
de cellules, et si p: E — B une fibration, alors pour tout diagramme commutatif,

X % {0} Uyyoy ¥ x [0,1] -2~ E

;)

X x[0,1]—— =B,

il existe une application continue f: X x{0,1] — E, telle que po f = f et foi = .
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Démonstration. 1] suffit de montrer le résultat pour X = YU, e". Rappelons
(Définition 2.7) que ['espace X est la somme amalgamée suivante,

Sn—l _{’9;_}7

|,

g
E}’? —— X}
et [ormons le diagramme commutatif

Jm=E" % {0} U.\"-"—Jx{ﬂ} 71 x [ —g—,a- F

y I
Falg xid)

En I B,

ol g(x,0) = folg(x),0),six € E" et g(y.0) = folo(y),N)siy € §" L Le
Corollaire 7.9 implique I’existence d’une application f': E" x [0,1] — E,
étendant g et telle que po f' = f o (g x id). Définissons maintenant une
application continue, F:X x[0,1] — E,par f = fosur ¥ x [0,1] et
f(q(x), t) = f’(x, ). pour x € E". Cette application vérifie p o f=fet
foi=fo

Revenons a la définitton de revétement du Chapitre 4 : tout point de la base admet un
voisinage U, avec p~ () homéomorphe au produit de U par la fibre £, et pour lequel
la restriction de p & p~'({) correspond i la projection canonique py: U X F — U.
Cette définition améne naturellement 1"extension suivante.

Définition 7.11  Suir (B, by) un espace pointé. Un fibré localement trivial de base B et
de fibre F est une application continue p: E — B vérifiant la propriété suivante . il
existe un recouvrement ouvert (U, ;1 de B et des homéomorphismes ®;: p~YU;) —
U; x F, tels qgue py, o O; = p,

@,
P~ (U U x F

Les ouverts U; sont dits trivialisants. L'espace E s’appelle Vespace total, 'espace B
la base, {'espace F lafibre et I’applicarion p la projection.

Exemple : L’application g,: §**' — P(C), introduite dans la Proposi-
tion 2.20, est un fibré localement trivial, de fibre S'. La sphere S™*! est inciuse
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dans C"*!. Ses éléments sont notés (zg. . . ., z,) avec z; € C, la classe d’équiva-
ience associée dans P,(C) étant désignée par [z, .. ., z,]|. Nous considérons le

recouvrement de P,(C) par les ouverts U; = {[z¢,...,2n] € Po(C) |z # 0},
aveci € {0,... n}. Uhoméomorphisme @, : ¢, (U;) — U; x §', défini par

]
(bx'(zﬂa s :Zn) — ([203 e ZH}: W) B
|
d’inverse
TP L
({ZO,»--,Z;;],Z)HZ”Q’H(Q; 440:"'74-,' Cn)'.'
triviglise localement 1’application g¢,. Le cas n = 1 correspond & un fibré

localement trivial, gy : S° — $2, de fibre ', appelé fibré (ou fibration) de Hopf

La géométrie fournit de nombreux autres exemples de fibrés localement triviaux.
Par exemple, assocter & chaque matrice orthogonale d"ordre » sa premiére colonne est
un fibré localement trivial p: O(n) -— §"~1, de fibre O(n — 1), comme le montre la
proposition suivaite.

Proposition 7.12  La surjection canonique, p: O(n) — O(n)/On — k), associant 4
chague matrice arthogonale ses k premiéres colonnes, est un fibré localement trivial,
de fibre O(n — k).

Démanstration. Rappelons que Vi ,(R) = O(n)/O(n — k) est la variété de
Stiefel introduite dans Ja Définition 2.21. Soit (e; }1<;<, 12 base canonique

de R*. Pour chaque suite { = (§y,... .7, ¢lavec 1 <i| < -~ < i, < A,
on note
Up = {(u,...,v) € (RD | lasuite (vy,..., 0. ¢,,...,¢,_ ,) est libre}.

Considérons alors 6;: Uy — Oin), I'application qui associe 4 la
suite (v,...,1) Vorthonormalisation de Gram-Schmidt de la suite
(V.. ., Uk, @5, . €, ). Un homéomorphisme,

®;: Uy x O(n — k) — p~ (U,

est alors défini par

Les conditions de la Définition 7.11 sont ainsi satisfaites et p est un fibré
localement trivial,
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On établit de méme gque ia surjection U(n) — Ufn)/U(n —k) est un fibré localement
trivial. Plus généralement, si & < [, on peut montrer que I’ application

O(n)/O0 — ) — On)/On — k)

est un fibré localement trivial, de fibre O(r — &)/O(n — 1), et des résultats analogues
avec les groupes SO(n), Ulr), SU{x). Il existe des exemples de fibrations qui ne sont
pas des fibrés localement triviaux, comme la fibration des chemins PX — X, mais la
réciproque est loujours vraie.

Thécreme 7.13 Tout fibré localement trivial est une fibration,

Démonstration. Soit p: E — B un fibré localement trivial de fibre F et

(0,117 x {0} —2 - £

J

[0,11 x [0,1] -1~ B

un diagramme commutatif, il nous faut construire une application continue
j [0, 11" x [0,1] — E, tcllequepof = fet foj,= fo Considé-
rons un recouvrement de B par des ouverts trivialisants, (I7;);,. L'espace
[0, 117 x [ étant compact, il existe (cf. Proposition 1.22) une subdivision
de [0,1]en 0 =1y < f; < ... < fx = L, et une triangulation de [0, 1]" en
simplexes, telles que I’image f (A! > [#, t;1]), du produit d’un simplexe par
une subdiviston de [0, t], sott incluse dans un des ouverts ;.

Nous raisonnons par récuirence, en supposant que le relévement f a été
construit sur [0, 1]* x [0,¢;] et nous I"étendons & [0, 117 x [#;, 7,51 ]. Si xp
est un sommet de la triangulation de [0, []", et IV T"owvert trivialisant tel
que f({xo} x {#;,£;+1]1) C U, nous considérons le diagramme commutatif
suivai,

{xo} x {0} p_l(U}Z—‘p_— UxF

fo
o
s l r J/ Pes

{xo} % [t;,tj11] -——> U,

ofl ¢ et i sont des homéomorphismes inverses I’un de 1’autre, commutant
avec p et py. En suivant un raisonnement utilisé a plusieurs reprises dans
ce livre, nous construisons un relevement, f {xo} x [t;.tj1] — p~ W),
en composant f avec les applications x — (x, pr(o( fo(xo, 0)))), de U dans
UxF,etpdeU x Fdans p~'(U). Wl vérifie po f = fet fojo= fo.
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Supposons maintenant avoir un relevement f sur le produit X¢_y ¥ [#;, ;4]
ol Xy_y estle (/ — 1)-squelette de la triangutation de [0, 1]7. Sio: Al 7
est un {-simplexe, le relevement f existe donc sur GA! x [ i [UA X {#;}
et nous avons un diagramme commutatif,

BA! x [t;, ;] U A x {t;} —L= pml(U) =———=U x F

| |
f \ /
AL x (8, 8501] =U.

L existence d’un homéomorphisme de paires, (A x (2}, #;.1], OA  x[¢;, ¢4 U
Al {1}y =2 (' x [0, 11, J;), fournit une rétraction p: &' x [t;, ;4] —
OAT x lt;, ¢ ] U A x {t;}. Nous définissons alors le relevement f sur
AT % [t;,1,41] par

(x,0) = $(f(x.0), prlel fp(x, ),

ce qui termine la preuve.

7.4 SUITE EXACTE LONGUE D'HOMOTOPIE D'UNE FIBRATION

Soit p: E — B une fibration et by un point fixé de B. L’tmage inverse de by, p~!(by),
s appelle 1a fibre au dessus de by et se note F'. Soit ¢y € F, nous cherchons i construtre
un homomorphisme de groupes,

O a(B,by) — m,— 1 (F. en),
appelé connectant.

»  Construction du connectant

Représentons [ f] € «,(B, by) par une application continue f: (1", 91") — {B, by)
el considérons le diagramme commutatif suivant, dans lequel ey désigne I"application
constante sur le point ey,

Jl =l otuart x f e

L,k

1" - B

Avec la propriété de relevement, il existe une application, £;: I” — E. dont la
restriction & J*~! est constante sur eqg et telie que p o ¢y = f. Larestriction de ¢,
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a I" U x {1} est une application 1 : ("1 81"y = (E, &). On note [ £] la classe
d’homotopie associée et on pose J{f) = [ f]. Montrons que cette assoctation est
compatible avec I’homotopie d’applications entre paires.

Soit H: (1 x 1", 1 x I™) — (B, by) une homotopie entre f et g, i.e., H{0,x) =
S(x) H(l.x) = g(x) et H;xgi = by. Nous considérons le diagramme commutatif,
duns leguel I’application G est définie ci-dessous,

JN — ({0} x !ﬁ) U{O}xg)fﬂ (I X 8_{”)# E

|

!
¥4
i
Ix7 B.

On pose alors, G(0,x) = £,(x), G(].x) = £,(x) et G = ¢p sur les antres faces. La
propri€té de relevement donne une application £, : / x 17 — E, dont la restriction a
1" x {1} est une homotopie entre f et .

Finalement, si f,g: (7", 01"} — (B, by) sont des applications continues, de rele-
vés {5 et £y, on vérifie facilement que f + g se releve en £ + £,. L'application
O (B, by) — wu_1(F,ep) est donc un homomorphisme de groupes. Il s'insére
dans une suite exacte détaillée dans le théoréme suivant, et appelée suire exacte longue
d’homotopie d'une fibration.

Théoréme 7.14 Si p: E — B est une fibration, on a une suite exacte longue,

wnli) alp

7 1
T F L 0) et (B e0) o 7 B, bo)— 2 77, ((F eg) -~ . ..

dans laquelle ey € E, by € B, pleg) = by er i est 'infection canonigue de F =
p~Uby) dans E.

Remarquons que cette suite se termine par
7B, eg)——=mF,0)y——=m(E,ep)-——=mo(B, bg),

ol les trois demniers €léments sont des ensembles et non des groupes. Par définition,
I"exactitude d’une suite d’ensembles pointés (A, a) ! (B.b) g, (C,¢) signifie
Imf =g ‘()

Démonstration. La démonstration s’ articule en trois étapes.

e Exactitude en w,{E, e¢p). L'application p o i étant constante sur by, on a
mu(pom,(i) = Oetlma, (i) C Ker w,(p). D’autre part, si [f] € 7,(E, eq)
est tel que m,(pH[ 1) = 0, on choisit une homotopie, H: {({* x [,J") —
(B, bp), entre po J et application constanie sur by, i.e., H(x,0) = p{f(x)),
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H(x, 1) = by et H)s» = by. On considere alors le diagramme commutatif

=g

b

PHI - = B:

dans lequel G(x,0) = f(x) et G = ep sur les autres faces. Avec la définition
de fibratton, il existe une application £y : I"*' — E qui étend G et vérifie
pofy = H.Enparticulier, la restriction de £ & I x {1} est une application
a valeurs dans la fibre F et homotope & f. Il s’ensuit [ f] € Im 7,,(7).

o Exactitude en a,_|(F,eq). Soit [f] € 7,(B, by}, Vimage (7,_ (i) ¢
OIKLFD = w1 EULF]) est nudle, car e relevement £y définit une homo-
topie dans E. entre _)‘H' et e, ce qui entraine Im 3@ C Kerr,_;(i). D’avtre
part, si [g] € 7,_1(F, ey} se trouve dans le noyau de ,_ (i), 1l existe
une homotopie H: (77! x 1,J*™ 1) — (E,ey) vérifiant H(x,0) = e,
Hx, 1) = g{x) et H| ;.1 = ep. La projection p o H est une application de
(1", 31"y dans (B, by). Par définition, H est un relevé de po H el ’on a
pe Hl =[H(—. D] = [g]} Il s’ensnit Ker 77, ({{) < Im 3.

s Exactitude en 7,(B, by). Si [ f| € w,(E, ey), alors f estunrelevéde po f
et, par conséquent, J[p o ] = [ep] = 0, ce qut entraine Im 7,.(p) C Ker 4.
Soit maintenant f: (I",31") — (B, by) telle que I’application définie dans
la construction du connectant, f: (/77! 81"~ 1) — (F, eg), soit homotopi-
quement triviale. Tl existe donc une application continue H: /" — F telle
que Hix.0) = f(x) et H = ey sur toutes les autres faces. Construisons une
application continue G : (1", 31") — (E, ep) en posant

£e(x,21), sit <
Gix, )= '
Hix,2r —1), sit >

1

1 = -

L’'itmage de 1'homotopie H é&ant incluse dans ia fibre F, 1"application &
définit un élément de 7, (E, eg) tel que 7, (p)[G]) = [Bol+[f] = [ f]. Ceci
entraine Ker & C Im#,{p) et termine la preuve de 1"exactitude de la longue
suite exacte.

Le Théoreme 7.14 ne dépend pas de 1a fibre F choisie. On peut &’ ailleurs montrer
que, si Pespace B est connexe par arcs, les espaces p~1(b), avec b € B, ont tous le
méme type d homotopie, cf. [22, Propaosition 4.61].

Dans un revétement, la fibre étant discréte, ses groupes d’homotopie sont tous
nuls en dimension supérieure ou égale 4 1, La suite exacte précédente donne donc
directement le résultat suivant.



@ Dunod — La photocopie non autorisée est on délit

7.4 Suite exacte longue d’homotopie d’une fibration 213

Corollaire 7.15 Si p: E — B est un revétement, alors w,{p): 7.(E ey} — m,(B,by)
est un isomorphisme pourn = 2,

Exemples : Détaillons quelques conséquences, & partir de trois exemples.

- Lexistence du revétement universel p: R — S implique 7,(5'} = 0, pour
toutn > 2,

- Le revétement p: §7 — P.(R) donne les isomorphismes ,(5") =
7{ P, (R)), pour tout n > 2.

- La longue suite exacte d’homotopie du fibré localement trivial p: $7+ —
P.(C), fournit les isomorphismes 7, (8>+) = 7,(P.(C)), pour tout n > 2.

Proposition 7.16 L'espace PX des chemins sur X, d'origine un point fixé, est
contractile.

Démonstration. Soit xy Dorigine des chemins de P X. L’application
H': PX x [ x I — X, définie par H'(a,1,5) = a{s(l — 1)), induit une
application continue H: PX x I — PX, vérifiant H{a,0}s}) = a(s),
Hia, )5y = a{() = xp, H(Cg 1)(5) = Co(5(1 — 1)) = xp = Cxfs)
L’application identité sur P X est ainsi homotope a 1’application constante
sur le chemin constant ¢y,

Observons de plus gue I’'homotopie précédente est relative a ¢, la patre (P X, ¢}
a donc méme type d homotopie que la paire (%, *) et les groupes d’homotopie de P X
sont tous nuls. La fibre de la projection p: PX — X étant 'espace QX formé des
lacets de X centrés en xp, la longue suite exacte dhomotopie de p implique alors
,({2X) = 7,1 (X). pour tout n > 0 et tout espace X, connexe par arcs.

Proposition 7.17 Pour toutn = 1, ona m,(5") # 0.

Démonstration. Toute application f: " — 5", homotope a une applica-
tion constante, induit une application nulle en homologie. L' application
induite par I'identité sur $* étant I'identité sur H,(5") = Z, on conclut que
I’identité sur $" n’est pas homotopiquement nullc. A fortiort, elle n’est pas
homotopiquement nulle en tant qu’application de paires, de {§”, sy) dans
(5", 55). Le groupe 7,(8") contient donc des éléments non nuls,

Appliquons ce résultat  la fibration de Hopf, p: $* — 2, de fibre S!. La suite
exacte longue associée et Ia détermination ci-dessus des groupes d’homotopie de S*
impliquent

73($?) = m($H) # 0.
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Ainsi, les groupes d’homotopie d'un espace cellulaire de dimension » ne sont pas nuls
au dela de la dimension, contrairement aux groupes d’homologie.

7.5 QUELQUES RESULTATS SANS DEMONSTRATION

L'étude des groupes d homotopie est plus délicate que celle des groupes d’homologie,
notamment parce qu’il n’existe pas de théoréme d’excision dans ce cadre. Nous pré-
sentons ici quelques propriéiés des groupes d’homotopie, avec une référence explicite
pour chaque preuve.

Commengons en reliant les n-emes groupes d’homologie et d’homotopie. Toute
application continue f: (§",50) — (X, xp) induit une application en homologie
HAf): Z = H,(52Z)y — H,(X.Z). En fixant un générateur [¢,] de H,(5"), on
associe & [ f] € m, (X, x0), élément Hur([ £ 1) = H,{(f)lta] € H(X; 7). Pourn = 1,
nous avons étudié cette application dans le Théoreme 7.1 en la notant 4. Nous y avons
montré que, $i I'espace X est connexe par arcs, alors h: 7 (X)) — H(X;Z) est sur-
jectif et son noyau est le sous-groupe des commutateurs de (X ). En dimension plus
grande, le résultat est di & Hurewicz.

Théoréme 7.18 {Théoréme de Hurewicz) L'association f +— Hur(f) induit un
homomaorphisme de groupes, Hur, (X): 7m,(X) — H,(X; Z), appelé homomorphisme
de Hurewicz. _

S’il existe n > 1, tel que wi (X, x0) = 0 pour k < n, alors on a H (X, Z) = 0, pour
k < net Hue (X): m,(X) — H.(X;Z) est un isomorphisme, _
Réciproguement, si X est simplement connexe et 5'il existe n = 2 tel que Hy(X;Z) =0
pour k < n, alors on a w (X, x0) = O pourk < n et Hur (X): 7,(X) — H,(X;7Z)
est un isomorphisme.

Une preuve se trouve dans [43, Chapter 7, & 3], ou [22, Theorem 4.32]. Le calcul
(cf. Théoréme 6.15} des groupes d’homologie d’une sphére §” et ce théoréme donnent
immédiatement les groupes d’homotopie des sphéres en degré inférieur ou égal a n.

Coroliaire 7.19 Pour tout i, on a wp(8") = O pour k < n, et w,(§") = Z. En consé-
quence, deux applications pointées de la sphére 8" dans elle-méme sont homotopes si,
et seulement si, elles ont le méme degré.

En reprenant Pexemple de la fibration de Hopf, de §° dans $°, nous pouvons
préciser maintenant 73(5%) = Z.

Exemple : Les espaces $° v §* et P,(C) ont les mémes groupes d'homologie
mais pas les mémes groupes d’homotopie. Les groupes d’homologie ont été
déterminés au Chapitre 6 : B _

Ha (82 v 84 Z) = HoAPyC); ) = 7, Hy(§? v $*.Z) = Hy(Py(CY; 7) = Z, et
tous les avtres groupes d’homologie réduites sont nuls.
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Quant aux groupes d’homotopie, d'une part, la suvite exacte longue d"homotopie
du fibré localement trivial, § — P»(C), de fibre S, implique m4(Po(C)) =
w4(5%) = 0. Dautre part, le bouquet §2 v $¢ se rétracte sur S*, i.e., il existe
des applications §* — §? v §* — §* dont le composé est I'identité. Comme
74($%) = Z, ceci implique 74(5% v 5% # 0.

Il existe une version du théoréme de Hurewicz pour les applications, cf. [43, Page
399] ou [22, Theorem 4.37].

Théoréme 7.20 Soit f: (X, xg) — (Y. o) une application pointée entre espaces
CORNEXES PAr arcs.

S'il existe n = 1 tel gue wp(f): wp(X,x0) — 7, (¥, Yo) est un isomorphisme pour
k < n et une surjection pour k=n, alors H( f}: Hy(X,x0:Z) — H (Y, vo; Z) est un
isomorphisme pour k < n et une surjection pour k = n,

Réciproquement, si X et Y sont simplement connexes et si Hi( f ) est un isomorphisme
pour k < n et une surjection pour k = n, alors mi(f) est un isomorphisme pour
k < n et une surjection pour k = n.

Le théoréme suivant, dii & Whitehead, a comme conséquence que les groupes
d’homotopie sont un invariant suffisant pour détecter une équivalence d’homotopie
entre deux espaces cellulaires, cf [29, Page 300] ou [22, Theorem 4.5].

Théoréme 7.21 (Théoréme de Whitehead) Si  une  application  continue,
fi(X,x0) — (¥Y,w), entre espaces cellulaires, induit un fsomorphisme
entre les groupes d’homotopie, alors ¢’est une équivalence d’homotopie.

Les deux derniers théorémes fournissent le résultat suivant, d’un intérét teés pratique
car les groupes d homologie sont assez faciles 4 déterminer.

Corollaire 7.22 Si une application continue f: (X, x0) — (Y, yp), entve espaces cel-
lulcires simplement connexes, induit un isomorphisme entre les groupes d'homologie,
alors ¢’est une équivalence d’homotopie.

Contme nous I'avons déji écrit, il n’y a pas de théoréme d’excision pour les groupes
d’homotopie. Une version avec des restrictions assez fortes existe; elle est due i
Blakers et Massey. Pour en trouver une démonstration, il faut consulter [45, Page 366]
ou [22, Theorem 4.23]. Nous ne I’énongons pas ici, considérant seulement un cas
particulier, le théoréme de Freudenthal.

Si (X, xg) est un espace pointé, sa suspension réduite (EX} [x0]) est espace
SX =X x [0, 11/(X % {0,1} U {xo} x [0, 1]),

pointé par la classe de xp dans ce quotient. Cette suspension réduite a le méme
type d’homotopie que la suspension introduite dans I’Exercice 6.9; elle s’en déduit
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par 22X = XX /({xp} x [0, 1]). En particulier, on peut montrer que 28" a le type
d’homotopie de $"*!. Au niveau des groupcs d’homologie, cette suspension est un
isomorphisme. Enoncons ce qu’il en est au niveau des groupes d”homotopie, cf. [43,
Page 458] ou [22, Corollary 4.24],

Théoréme 7.23 {Théoréme de Freudenthal) Si X est un espace cellulaire
n-connexe, alors, pour tout k tel que k < 2n, Dapplication de suspension
(X, x0) = Tret (X, [xo]) est un isomorphisme.

La limitation & < 2» ne peut étre éliminée : en effet, on peut montrer ma(5?) =
Z/27 (cf. [43, Page 459]) A rapprocher de I'égalité 73(S?) = Z mentionnée précé-
demment. Par contre, le Théoréme 7.23 s’applique en dimension plus grande et donne
T (8") = 7a(8%) = ZJ2Z, pour n > 3. Mentionnons que la détermination des
groupes d homotopie des sphéres est toujours un probléme ouvert.

Terminons avec un important résuliat de structure, di 3 Jean-Pierre Serre, cf. [43,
Page 509] ou I'article originel, [41].

Théoréme 7.24 (Théoréme de Serre) Les groupes d'homotopie d'un espace cellu-
laive fini, simplement connexe, sont finiment engendrés.

En fait, dans le cas particulier des sphéres, on peut méme préciser que les groupes
d’homotopie sont tous finis, exceptés 7,(5") = Z et T (ST =7, pour tout x.

7.6 CHOIX SOCIAL OU MOYENNE

Ce th&me trouve sa motivation & I’extériewr de la Topologie Algébrique. Ce qui suit
est, dans une large part, extrait d’un article de synthése de B. Eckmann, | 15].
Considérons une société de n individus se voyant offrir des choix regroupés dans
un ensemble X. On s"intéresse i la réalisation du choix collectif p, en fonction des
choix (p1, ..., p,) faits par les » individus de la population. Un tel choix est donc
une application f de X" (espace dont les éléments représentent le choix fait par
chaque individu) 4 valeurs dans X (représentant le choix décidé pour la société des n
individus}. Appelons social un tel choix, lorsqu’il est soumis aux contraintes suivantes :

- une petite variation des choix de chacun se traduit par une petite variation du
choix global,

- si tous les individus optent pour le méme choix p, alors le choix social sera p
aussi,

- tous les individus sont égaux dans leur influence sur le choix global.

Traduisons mathématiquement cette situation. Comme nous |’avons dé€ja constaté,
urt choix social est une application f: X" — X.
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— La premiére condition signifie que 'on se donne une topologie sur 'ensemble X,
disons une métrique pour simplifier, et que I"association f est continue de X7 dans X.

— La deuxieme condition équivaut & demander que f soit égale 4 'identité sur la
diagonale de X, ie., f(p,...,p)= p,pourtout p € X.

— Enfin, si la place de I'individu dans la société n’influe pas sur le résultat, on
a f(pr,---y Py = F{Psay - - -+ Potny), POUT tout permutation o € S, du groupe
symétrique i n éléments.

La définition suivante exprime donc les propriétés mathématigues d*un choix social
sur une population de » individus avec un espace X de choix offerts..

Définition 7.25 Souit X un espace topologique. Une moyenne pour les suites de n
objets issus de X est une fonction continue, f. X" — X, vérifiant,

I flx,x,...,x) = x, pourtout x € X, ie, foAy — id ot Ay: X — X",

x — (x,...,x)est Uapplication diagonale,
20 flXaity Xoys - o Xeony) = F(X1, %2, ..., x,), pour tout o € S,,.
Par exemple, si X = IR, la moyenne arithmétique (py...., p,) — (p1+---+ py)/n

est une moyenne au sens ci-dessus. Si on s’intéresse i 1’existence d’un choix social
pour un espace des choix X fixé, en faisant varier le nombre d’individus # de la société,
on s’ apercoit que la réponse dépend du type d’homotopie de X.

Proposition 7.26 Si X est un espace cellulaire fini, simplement connexe, muni d’une
moyenne, f: X" — X, pour tout n > 2, alors X a le type d’homotopie d’un point.

Démonstration. Si f est une telle moyenne, alors, pour tout » > 2, I'appli-
cation 7w, (f): m,(X)Y P ... B 7, (X) — 7,(X) vérifie

Wr(f)(aa 0-: s U) = '::r,-(f')(O,a, 0} T 0)

ct
?T,.(f)(a,a, S a)= ﬂ-r(f © AX)(‘I) =4,

pour tout ¢ € 7,(X). On en déduit @ = n 7, (f)a.0,...,0), pour tout
¢ € 7 (X), tout r > 2 et tout 1 > 2, c’est-a-dire, tout élément de tout
groupe d’homotopie doit étre divisible par », pour tout n > 2.

D’apres le théoreme de Serre, Théoréme 7.24, pour chaque » > 2, le groupe
aAX) séerit m (X)) = ZX & T, o0t T est un groupe fini. Clairement, le
générateur de chaque composante Z n’est divisible par aucun entiern = 1,
donc les groupes a7, (X) sont réduits & leur composante de torsion 7,(X) =
T = @; 7/ p' 7.. Le générateur de Z/ p7' Z n’étant pas divisible par p;, cette
composante de torsion doit anssi étre triviale et 'on a 7,.(X) = 0, pour tout
r =L
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i En conséquence, I’injection d’un point dans X induit un isomorphisme sur
les groupes d’homotopie. C’est donc une équivalence d”homotopie, d’aprés
le théoréme de Whitehead, cf. Théoréme 7.21.

Si X est un espace cellulaire fini, en vrilisant des résultats plus élaborés de Topologie
Algébrique, on peut en fait montrer que I’existence 4’une moyenne sur X pour un
nombre # d’individus suffit & entrainer X contractile. C’est une sérieuse contrainte a
I’existence d’un cheix social.

Par contre, si on enléve I'hypothése “espace cellulaire fini”, on peut trouver des
espaces X admettant un choix social, mais ils sont trés particuliers et présentent un
défant majewr : on peut démontrer que, pour tout réel d = 0, il existe des choix
(p1, ..., pu), tels que la distance entre le choix social f(p,..., p,)etlechoix p; fait
par le j-eme individu, soit supérieur a d, pour tout j = 1,. .., a. Ce qui signific que
chaque individu se trouve devant un choix social qui n’est pas une approximation de
son propre choix et montre qu’il n’est certainement pas facile d’y déterminer un choix
social par consensus.

7.7 PRODUITS SYMETRIQUES ET CONFIGURATIONS

Terminons par des exemples concrets sur un théme comportant des questions non
résolues et dont les attendus sont assez faciles d’accés.

»  Produits symétrigues

81 (X, «) est un espace topologique pointé, le groupe symétrique a » lettres, S, agit par
permutation sur Uespace X7 = X x ... x X,par o - (X1,....%,) = (Xg,)1 .. ., Xoon)-
L'espace topologique quotient se note Sp"X et sappelle le n-éme produit
symétrigue de X ; la classe de (xj,...,x,) € X" est désignée par [xy,...,x,l
L’existence du point de base permet de définir une injection canonique,
Sp"X — Sp™'X, [x1.....x:] — {a,x,....x,]. La réunion des espaces ainsi
obtenu, Sp(X) = U,Sp" X, s’appelle le produit symétrique infini de X.

L’espace Sp” X est un invariant du type d’homotopie de X, i.e., si X et ¥ ont méme
type d’homotopie, alors Sp” X et Sp”Y ont aussi méme type d’homotopie. Détaillons
quelques cas particuliers.

Désignons par ¢: Sp"(C) — C* I’homéomorphisme qui associe i [a)....,q,] la
suite (bg, . .., by1 ) telle que z”+Zf;U] bz = []]_,(z —a). Remarquons maintenant
que la condition “a; ¥ 0 pour tout i” correspond a by = [['_, a; # 0. Nous obtenons
donc par restriction un homéomorphisme, Sp™ (C\{0}) = (C\{0}) x C*~!. L’espace
C\{0} ayant le type d’homotopie de S', on en déduit Sp™(S') ~ S, cf. Exercice 2.11
pour le cas n = 2. Signalons que, dans [34], B.W. Ong détermine le type d’homotopie
des produits symétriques de bouquets de cercles.
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Les produits symétriques infinis sont importants en topologie. Ils vérifient, en
particulier, Ia propriété 7, (Sp(X)} = H,(X;Z), pour tout espace X connexe par arcs.
Ceci est & la base d’une définition de I’homologie a partir de I"homotopie, développée
dans I’ouvrage de M. Aguilar, S. Gitler et C. Prieto, cf. [3].

»  Espace des configurations erdonnées

L’espace des conifigurations ordonnées de n points dans un espace X est ’espace
formé des n-uples de points de X, distincts deux 4 deux,

FOX,m) = {(x1,. ., 00 | 3 # x; pouri # j},

muni de la topologie induite par la topologie produit. Clairement, ona F(X, 1) = X et
si deux espaces X et ¥ sont homéomorphes, alors il en est de méme pour leurs espaces
de configurations & »n points, Comment les espaces de configurations se comportent-ils
avec lc type d’homotopie ?

En associant & (x, ) la paire {(x, x — y), on définit un homéomorphisme entre I’es-
pace des configurations de deux points sur B?, F(R", 2), et le produit R” x (E"\{0}).
L’espace F(R",2)a donc le type d’homotopie de S7~!. 1l en résulte que le type d’ho-
motopie de F(X, n) ne dépend pas uniquement du type d’homotopie de X. En effer, R”
et R™ ont méme type d’ homotopie pour # % m, mais leurs espaces de configurations,
§*~let §”~1 n’ont pas méme type d”homotopie.

Restreignons, pour un moment, la question au cadre des variétés différentiables
compactes : si M et N sont deux variétés compactes, connexes, de méme dimension et
ayant méme type d’homotopie, en est-il de méme pour leurs espaces de configurations
a n points 7 Si les espaces ne sont pas simplement connexes, un contre-exemple a été
donné par R. Longont et P. Salvatore (|27]). Pour les espaces simplement connexes, la
question reste ouverte.

Dans I'Exercice 1.14, nous avons déterminé F(S' . 2); considérons maintenant les
premiers espaces de configurations de la sphére 52, Si I’on considere deux points
distincts x et ¥ sur cette sphére, on peut déplacer le point v, de fagon continue le long
d’un grand cercle, jusqu’au point —x tout en laissant x fixe. L’espace F(S52,2) a donc
le type d’homotopie de S°. Pour le cas de trois points, notons T(S?) le fibré tangent
unitaire  la spheére 52,

T(S§% = {(x,¥)|x € §°, ¥ est un vecteur tangent unitaire en x 3 §-}.

Notons exp, ¢ le point situé sur |"arc de grand cercle issu de x, dans la direction ¥, &
une distance 1 de x. On peut alors montrer que ’application ¢: T(5?) — F($%,3),
(x, V) — (x, —x,exp, () est une équivalence d’homotopie. D’autre part, on 4 démon-
tré dans 1'Exercice 2.6 que ’espace T(S$?) est homéomorphe 2 P3(R). En utilisant le
revétement 53 — P3(R), on en déduit :

TI(F(§%,3) = Z/2Z et w,(F(5%,3)) = mo($3) pour n > 2.
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L’étude des espaces de configurations est facilitée par le théoréme suivant de
E. Fadell et L. Neawirth ([16]) : Si X est une variété, I'application de restriction aux
p premieres composantes, F(X,n) — F(X, p), (x1,...,x,) = (X1,....Xp), estun
fibré localement trivial, de fibre I’espace de configurations F(X\{(a,...,a,)},n—p),
les points g, étant des points quelconques de X. S’il souhaite poursuivre |’érude des
espaces de configurations, Ie lecteur pourra consulter le livre de E. Fadell et S. Hus-

seim, cf. [17].

» Espace des configurations nen ordonnées

Le groupe symétrique S, agit de maniere libre sur £(X, n), ce qui définit le revétement
F(X,n)— C(X.n)=F(X,m)/%,.

L’espace C(X,n) s’appelle 1'espace des configurations non ordonnées de »n points
dans X.

Déterminons, & titre d’exemple, I'espace C(R?, n). En restreignant i’application
@: Sp™(C) — ", définie au début de cette section, & 1'espace C(C, n), on obtient
un homéomorphisme entre C(R%,n) et Iespace des polyndmes de degré n, dc la
forme z* + z:’__ol b;z' avec toutes ses racines distinctes. Si s;(ay,....a,) dénote
le j-eéme polyndme symétrique €lémentaire en les variables g;, alors on a b; =
(—1)/s;. Tout polyndme symétrique en les variables @; étant un polyndme en les
variables s;, le polynfme H#_!. (a; — au,-)2 est un polyndme A en les variables b;, i.e.,
Albg,....by_1) = H#}.(ai — ﬂj)z. Ce polynbme s’appelle le discriminani et, par
définition, on a A(bg,....b,-,) # 0 si, et seulement si, les racines ¢; sont toutes
distinctes. En particulier, I’application ¢ ci-dessus induit un homéomorphisme,

CR?, n)————=C™\{b = (by, ... . bp_y) tels que A(b} = 0}.

=

Le groupe fondamental de 'espace C(R2, #) est d”intérét propre ; il s’agit du groupe
des tresses & » brins. Sa description est, par exemple, donnée dans 1’ouvrage de V.L.
Hansen, ¢f. [21].



Annexe A

Un peu de Topologie générale

Cet appendice est un rappel des propriétés de base des espaces topologigues, appa-
raissant dans ce livre et présentées ici sous forme d’exercices. Les propriétés des
espaces compacts font Fobjet de I’Exercice A3, celles des espaces connexes et loca-
lement connexes sont dans 1’Exercice A.4 et celles des espaces connexes par arcs et
localement connexes par arcs dans I'Exercice A.S.

Rappelons qu’un espace topologique X est connexe si ses seules parties a la fois
ouvertes et fermées sont X cf 'ensemble vide. Une partic A de X est connexce, si la
topologie induite 'est. Ceci ¢’exprime aussi de la fagon suivante : pour tout couple
(U, V)douverts de X, vérifiant A CU U Vavec ANU # Fet ANV # @, alors
onaANUNV £,

La plupart des propriétés développées ici, se trouvent dans le livre de Hervé Queffe-
lec (|36]) et nous n’avons fourni de solutions détaillées que pour les questions les plus
délicates ou pour les notions vraiment nouvelles, comme les espaces fonctionnels de
PExercice A.7 utilisés seulement dans le Chapitre 7. La topologie Y* définie dans cet
exercice s’appelle topologie compacte ouverie. SiTespace X est discret, elle coincide
avec Ja topologie produit de la famille (Y;);c x, ¥; = Y, encore appelée topologie de
la convergence simple. SiVespace topologique Y est un espace méirique et ’espace
X un espace topologique compact, elle coincide avec la topologie de Ia convergence
uniforme définie par ;

dif.g) = sug d( f(x), g(x)).

xe
En général, la topologie compacte ouverte est plus fine que la topologie de la conver-
gence simple et moins fine que la topologie de la convergence uniforme, cf [6, Page
14].
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EXERCICES

Exercice A.1  Soit X un espace topologique. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes ;

(1) pour tout couple de points distincts, x et x’ de X, il existe un voisinage V de x
et un voisinage V' dex’telsque VN V' = &,

(2) la diagonale A est un fermé de I’espace topologique produit X x X.

Exercice A.2  Soit X un espace topologique. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) pour tout point x € X et tout voisinage V de x, il existe un voisinage fermé W
de x telque W C V,

(2} pour tout fermé F de X et tout point x ¢ F, il existe des ouverts [/ et V tels
quex e/, FCVetlUNV =4

Exercice A.3

1) Dans un espace topologique séparé X, montrer qu’une réunion finie de compacts
est un compact et qu’une partie ayant un nombre fini d’éléments est compacte.

2) Montrer qu’un espace topologique séparé est compact si, et seulement si, de toute
famille de fermés de X dont I’intersection est vide on peut extraire une sous-famille
finie ayant la méme propriété.

3) Soit X un espace topologique séparé et soit F; et F; deux compacts de X d’inter-
section vide. Montrer qu’il existe deux ouverts {/; et U tels que 7y C U, F> C U>
ett/\Nl,; =a.

4) Montrer qu’une partie compacte dans un espace séparé est fermée.
5) Montrer qu’un fermé dans un espace compact est compact.

6) Soit f: X — Y une application continue de source un espace compact, montrer
que f(X) est compact.

7) Montrer que 'espace topologique produit X x ¥ est compact si, et seulement si, X
et ¥ le sont.

8) Montrer que tout suite de points d’une partie compacte A d’un espace topologique
séparé posséde une valeur d’adhérence appartenant a A.

9) Montrer qu’une bijection continue de source un espace compact et de but un espace
séparé est un homéomorphisme.
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10) Si I'espace X est compact, montrer que la projection py: X x ¥ — Y envoie un
ferméde X < ¥ suruntfermé de Y.

11) Soit¢: X — X/ R une surjection canonique sur un espace quotient et ¥ un espace
séparé, localement compact (i.e., pour tout point vy € Y et tout voisinage V dc v, il
existe un voisinage compact K de v tel que K € V). Montrer que I'espace (X/R) x Y
est muni de la topologie quotient définie par 'application ¢ xid: X x¥Y — (X/Ryx Y.
En déduire I’existence d’un homéomorphisme

(X X [0, IN/(A > [0, 1]) = (X /A) x [0, 1],

pour tout A C X.

Exercice A.4  Soit X un espace topologique.

1) Montrer que X est connexe si, et seulement si, toute application continue de X vers
Z est constante,

2) Soit € une partie connexe de X. Montrer que toute partie D, telleque C € D C C,
est connexe.

3) Soit (C;)ie; une famille de parties connexes de X dont I'intersection est non vide.
Montrer que la réunion U;<; C; est connexe.

4) Par définition, la composante connexe de x € X désigne le plus grand connexe de
X contenant x. Montrer que cetie définition a un sens et qu’une composante connexe
est fermée. Montrer que les composantes connexes sont disjointes deux a deux.

5) Montrer que I'image par une application continue d’une partie connexe est connexe.

6) Montrer qu’un produit de deux espaces est connexe si, et seulement si, chacun
deux ["est.

Exercice A.5 Soit X un espace topologique.

1) Soit (C;);¢; une famille de parties connexes par arcs de X dont Pintersection est
non vide. Montrer que la réunion ;< ;C; est connexe par arcs.

u i . ‘une
2) Montrer qu’une partie connexe par arcs est connexe. Donner un exemple d’un
partie connexe, non Conmnexe par arcs.

3) Par définition, la composante connexe par arcs de x € X désigne le plus grand
connexe par arcs de X contenant x. Montrer que cette définition a un sens.

4) Un espace est dit localement connexe par arcs si tout point de X admet une base
de voisinages connexes par arcs. Soit X un espace localement connexe par ares.
Montrer qu’une composante connexe par arcs st ouverte et fermée. En déduire que
les composantes connexes et les composantes connexes par arcs coincident.
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5) Montrer que I'image par une application continne d’une partie connexe par arcs est
cofnnexe par arcs.

6) Montrer qu’un produit de deux espaces est connexe par arcs si, et seulement si,
chacun d’cux 1"est.

7) Donner un exemple d’espace connexe par arcs et non localement connexe par arcs.

Exercice A.6  Soit X un espace topologigue. Un ensemble d’ouverts (U;); ¢y est
appelé urne sous-buse de X si tout ouvert de X cst une réunion quelconque d’intersec-
tions finies d’éléments U;. Montrer qu’une application f: X’ — X est continue si, et
seulement si, pour tout élément I/; d’une sous-base de X, I’ensemble " !(I/;) est un
ouvert de X',

Exercice A.7  Tous les espaces topologiques de cet exercice sont supposés séparés
et localement compacts. Si X et Y sont deux espaces topologiques, pour tout couple
(K,U)ydun compact K de X et d’un ouvert I/ de ¥, on note :

(K.Uy={f|f: X — Y continneet f(K)CU}.

On désigne par Y * ’espace topologigue des applications continues de X dans Y ayant
les parties (K, U} comme sous-hase {cf Exercice A.6).

1) Montrer que I’application d*évaluation ev: ¥¥ x X - Y, définic par ev(f,x) =
f(x), est continue.

2) Pour toute application continue f: X x ¥ — Z. nous définissons unc application
F: X — Z¥ par f(x)(y) = f{x,v)pourtout (x,y) € X x Y. Montrer que f: X —
Z" est continue. (On pourra utiliser le résultat de 1'Exercice A.6.)

3) Réciproquement, 2 toute application continue f: X — ZY¥, on associe une applica-

tion f: X x ¥ — Z définie par f(x, ) = f(x)(y) pourtoutix, y) € X x ¥. Montrer
que f: X x ¥ — Z est continue.

4) Remarquons que |’application p: Z¥*¥ — (ZY) X, définie par p(f) = f, existe et
est bijective. En utilisant les résultats des guestions précédentes, montrer les propriéeés
suivantes ;

ayp: ZXx7 (ZY)X est continoe ;

b) son inverse p~!: (ZY)X — Z**¥ et continue ;

c) ’application ¢: Z¥ x Y* — Z¥, @éfinic par (g, f) = g o f, est continue.
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SOLUTION DES EXERCICES

Exercice A1  Soit V ¢ X et V' ¢ X. Le résultat est une conséguence de
I"éguivalence suivante,

VNV =g «— (VxVHINA=g

Exercice A.2  Pour (1) = (2), on applique (1) a x et X\ F. Pour la réciproque,
st V est un voisinage ouvert de x, il existe, d’aprés (2}, deux ouverts, W, et Wa, tels
quex € Wi, X\V C Woet WiNW, = 2. Tl s’ensuit, x € Wy C X\W, C Vet car
X\ Wa estun fermé, W, € X\W> C V.

Exercice A.3
1) Découle immédiatement de la définition de compact.
2) Découle de 1a définition par un passage au complémentaire.

3) Soit x € F. Pour tout ¥ € Fi, il existe un voisinage ouvert U, de y et un
voisinage ouvert V, de x tels que Uy NV, = @. Les voisinages (U, ¢, forment
un recouvrement de Fy, il existe donc un ensemble J fini tel que Fy C U,c;U,. On
pose Vi = MyesVy et Uy = U, yU,. On a obtenu deux ouverts U et V, tels que
FrclU,xeVeetlU, NV, =2 Lesouverts {(V,),cr, recouvrent £ ; 1l exisic donc
un ensemble J' finitel que F, C U e V. Onpose U = Nyl et V = U, 10 V.

4) Si A est compacte et x ¢ A, on applique le résultat précédent a A et {x}.

5) Si {(U;);e; estun recouvrement ouvest de F, alors (X\F, (U;);=7) est un recouvre-
ment ouvert de X dont on peut extraire vn recouvrement fini.

6) Si (U,)i¢;s est une famille d’ouverts de ¥, reconvrant £{X), alors { f ~1(U:));es est
un recouvrement ouvert de X, dont on extrait un recouvrement fini, X = Usicy f N,
11 s”ensuit f(X) = Ue, ff 1 (U) Crey Us.

7) Supposons X et ¥ compacts. Soit (U; X V;);es un recouvrement ouvert de X x ¥
et soit x € X fixé. Du recouvrement ouvert ({x} x V;)c; de {x} x Y, on extrait un
recouvrement fini, {x} x ¥ = Usey {x} X V; C Uiy U x V;. Notons U, = Mgy, Ui
Les sous-ensembles ({/,),-x forment un recouvrement ouvert de X dont on extrait
un recouvrement fint, (I, )y cx . Observons que J = Uy g Jy estfinietque X x ¥ C
Ureg Uieg, Ux X V; CUek,1e7. Ui x V. Uimplication réciproque découle de 6).

8) St la suite (x,) est sans valeur ¢’ adhérence, alors tout voisinage V de tout point
X € X ne contient qu un nombre fini de termes de la suite. Par compacité, on extrait
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un recouvrement fini (Vy, ..., V) de X. La suite (x,) ne prend donc qu’un nombre
fini de valeurs, ce qui contredit 1’hypotheése faite au départ.

9) Des questions précédentes, découle le fait que I'image par f d’un fermé de X est
un fermé de Y.

10)Soit F C X x Yunferméety € Y\py(F),ie,{x,y) ¢ F,pourtoutx € X,
Il existe donc des ouverts U, et V,avecx € Uy, v € Vet (U, x VN F = &,
L'espace X étant compact, il existe J fini tel que X = Ui, U, . Posons V = M, V...
Par construction V est un ouvert contenant y et tet que (X x V)N F = @ d’oi
y € ¥V C Y\ py(F). On aétabli la fermeture de py(F).

11) Seit g: X/R x ¥ — Z une application telle que g o {g x id) est continue. Pour
obtenir le résaltat annoncé, il sulfit de démoantrer la continuité de 1’ application g, cf.
Proposition 2.1. Soit &/ un ouvert de Z avec g([xg], ¥o) = (g ¢ {g x id)H{xq, yo} € U,
Par continuité de g o (g x id) et compactité locale de Y. il existe un voisinage compact
V de yo tel que (g o (g x id)Hxy x V) C U. Posons

K ={{x)e X/R | g(lx] x V) C U}.

On a xy € K ; monetrons que K est ouvert, ce qui terminera la preuve. Pour cela,
par définition de la topologie quotient, il suffit de démontrer que ¢ ~'(K) est ouvert.
Remarquons
¢ '(K)y={xeX|alx|xV)C U},
d’olt
X\g™'(K) = pxl{g xid)"(Z\U) N (X x V).

Comme V est compact, ¢’est un fermé d’aprés la question précédente.

Soit A C X. Remarquons I'existence d’une bijection ensembliste g: (X/A) x
[0, 1] — (X x {0, 11)/(A x [0,1]). L'application g_' est continue par la propriété
universelle de la topologie gquotient. La continuité de g découle de ce qui précede.

Exercice A.4
1) Découle directement de la définition.

2) S'ilexiste deux ouverts U et Veelsque D C U UV, DNU £ 2, DNV £ 2
et DNUNV =g, alorsonaégalement C CU UV, CNU £, 0NV £ Jet
CNUNvV =g.

3) C’est une conséquence du résultat établi en 1).

4) D’apres ce qui précede, la réunion de tous les connexes contenant x est un connexe.
La question 2} tmplique qu’une composante connexe est fermée. Si les composantes
connexes C; et C, de x et ¥ ont un point commun, alors leur réunion est connexe,
donc C,UC, =C, =C,.
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5) S’il existe deux ouverts {/ et V telsque f{A) C VUV, f(ANU # @, f(AINYV =
et FLAYNU NV = @&, alors on ohtient un recouvrement de A par deux ouverts
disjoints, f~"(U)et fF7I{(V).

B) Soit xy € X fixé et soit f: X x ¥ — Z continue. L’application de ¥ dans Z,
¥y — f(xy, ¥) est constante sur n,,. Pour tout v € Y, I'application de X dans Z,
X — f(x, ¥}, est constante sur m, = n,. Ainsi f est constante sur X x Y.

Exercice A.5

. . 1
2) L’adhérence du graphe de la fonction x — sin —, pour x > 0, est un exemple de
. X
partic connexe, non connexe par arcs.

4) Soit xp € X tixé et considérons la partie U de X formée des extrémités des chemins
d’origine xg. Montrons d’abord que I/ est ouvert. Soit y € /. 51 V est un voisinage
connexe par arcs de v, tout point de V peut étre joint & y par un chemin, done tout
point de V peut étre joint a xy par un chemin. Il s’ensuit V. C U et U est ouvert.
Sott maintenant v un point adhérent & U. Si V est un voisinage connexe par arcs de
¥, il conttent un point z de U/ et y peut &tre joint & z par un chemin et donc aussi a
xg. On a montré U = U et U fermé. L'ensemble U est & 1a fois ouvert, termé, non
vide et inclus dans une composante connexe ; il coincide donc avec cette composante
COnnexe.

7)Lespace R x {0} U Q x R est un exemple d'espace connexe par arcs et non
localement connexe par arcs.

Exercice A.6  C'estune conséquence directe des deux propriétés suivantes :

f_l U Uj = U f_l(Uj); f_] (UﬁJmUﬁ) = f_] (Ufo) ﬂf_l (Uj‘) ’

jcd jed

Exercice A.7

1) L’espace X étant localement compact et application f: X — ¥ continue, pour
tout voisinage ouvert I/ d’un point f(x) € Y, il existe un voisinage compact K de
x € Xtelque f(K) C U. Le produit {(K,U} X K est un voisinage de (f, x) dans
Y% x X et son image par ’application d’évaluation, ev({K, I/) x K), est incluse dans
U. 1 application d’évaluation est donc continue de Y¥ x X vers Y.

2) Soit xo un point fixé de X. Considérons un voisinage ouvert (K, /) de f(xo) dans
ZY Pourtout y € K, ona f(xg, v) € U et, par continuité de f, il existe un voisinage
V, de xp dans X et un vorsinage W, de y dans ¥ tels que f(V, x W,) C U.
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Lorsque y parcourt K, les voisinages W, forment un recouvrement ouvert de K
dont on peut extraire un recouvrement fini (W, ,..., W, ). Posons V = [}_, V,
et remarquons que ¥ est un voisinage ouvert de xg verlﬁant LV x KyCU,dob
F(V) C (K, U). On a ainsi démontré la continuité de I"application f: X — ZY.

3) Remarquons que Fapplication f est la composée des applications continues,

X = YA"ZY , Y#Y

4) a) La continuité de p découle d’applications successives de résultats précédents.
L application d’évaluation Z¥*¥ x X x ¥ — Z étant continue, I"application Z¥*¥ x
X — ZY est continue d’aprés la question 2). Avec le méme argument, on obtient la
S s 2. 3 4 vy
continuité de Papplication p: Z¥*¥ — (Z¥)
L ‘e . X : .

b) Les applications d’évaluvation evy: (Z7)" X X —+ ZV etevy: 2V x ¥ -+ Z

étant continues, 1’ application composée

X evy xid o
(V) x X xy———=Z' x Y —————=Z
: . : sex s, 3 3 -~ X
est continue. I1 s”ensuit la continuité de I"application p~': (Z¥)" — ZX*¥,

¢) On procede comme dans la question précédente. Les applications d’évaluation
evi: YX¥ X X = Yetevs: ZY x Y — Z étant continues, I’application composée

C¥a

(ZV) x (X¥) x x—2 L zvy— .7

est continue. 11 §’ensuit la continuité de I"application ¢: (Z2) x (¥*) — Z*.
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