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Ces exercices viennent en complément des DM déposés sur TOMUSS et qu’il est fortement conseillé de faire.

Exercice 1 – Points critiques

Pour chacune des fonctions f et g :
1. Déterminer tous les points critiques.
2. Trouver la nature de chacun des points critiques.

a) fpx, yq “ x2 ´ y2 ` xy ` 1 b) gpx, yq “ x ´
1

3
x3 ´ xy2 c) hpx, yq “ x4 ` y4 ´ 4px ´ yq2

Corrigé

a) 1. ÝÑ∇fpx, yq “

ˆ

2x ` y
´2y ` x

˙

. Ainsi, ÝÑ∇fpx, yq “ 0⃗ ô

#

2x ` y “ 0

´2y ` x “ 0
ô

#

5y “ 0

x “ 2y
ô

#

y “ 0

x “ 0

Donc f admet un unique point critique p0, 0q.

2. La matrice Hessienne de f est Hf px, yq “

ˆ

2 1
1 ´2

˙

.

Ainsi, Hess fpx, yq “ ´5 et en particulier, Hess fp0, 0q “ ´5 donc p0, 0q est un point col.

b) 1. ÝÑ∇gpx, yq “

ˆ

1 ´ x2 ´ y2

´2xy

˙

. Ainsi, ÝÑ∇gpx, yq “ 0⃗ ô

#

1 ´ x2 ´ y2 “ 0

´2xy “ 0

ô

#

1 ´ y2 “ 0

x “ 0
ou

#

1 ´ x2 “ 0

y “ 0
ô

#

y “ 1

x “ 0
ou

#

y “ ´1

x “ 0
ou

#

x “ 1

y “ 0
ou

#

x “ ´1

y “ 0

Donc les points critiques de g sont p0, 1q, p0,´1q, p1, 0q et p´1, 0q.

2. La matrice Hessienne de g est Hgpx, yq “

ˆ

´2x ´2y
´2y ´2x

˙

. Ainsi, Hess gpx, yq “ 4x2 ´ 4y2.

‚ Hess gp0, 1q “ ´4 : le point critique p0, 1q est un point col (ou point selle).

‚ Hess gp0,´1q “ ´4 : le point critique p0,´1q est un point col (ou point selle).

‚ Hess gp1, 0q “ 4 et
B2g

Bx2
p1, 0q “ ´2 ă 0 : le point critique p1, 0q est un maximum local.

‚ Hess gp´1, 0q “ 4 et
B2g

Bx2
p´1, 0q “ 2 ą 0 : le point critique p´1, 0q est un minimum local.

c) 1. ÝÑ∇hpx, yq “

ˆ

4x3 ´ 8px ´ yq

4y3 ` 8px ´ yq

˙

. Ainsi, ÝÑ∇hpx, yq “ 0⃗ ô

#

4x3 ´ 8px ´ yq “ 0

4y3 ` 8px ´ yq “ 0

ô

#

4x3 ´ 8px ´ yq “ 0

4x3 ` 4y3 “ 0 L1 Ð L1 ` L2

ô

#

4x3 ´ 16x “ 0

y “ ´x
ô

#

xpx2 ´ 4q “ 0

y “ ´x

ô

#

x “ 0

y “ 0
ou

#

x “ 2

y “ ´2
ou

#

x “ ´2

y “ 2

Donc les points critiques de h sont p0, 0q, p2,´2q et p´2, 2q.

2. La matrice Hessienne de h est Hhpx, yq “

ˆ

12x2 ´ 8 8
8 12y2 ´ 8

˙

.
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‚ Hhp0, 0q “

ˆ

´8 8
8 ´8

˙

d’où Hesshp0, 0q “ 0 : le point critique p0, 0q est un point plat.

‚ Hhp´2, 2q “

ˆ

40 8
8 40

˙

d’où Hesshp´2, 2q ą 0 et
B2h

Bx2
p´2, 2q “ 40 ą 0 : le point critique p´2, 2q

est un minimum local.

‚ Hhp2,´2q “

ˆ

40 8
8 40

˙

d’où Hesshp2,´2q ą 0 et
B2h

Bx2
p2,´2q “ 40 ą 0 : le point critique p2,´2q

est un minimum local.

Exercice 2 – Intégrales

Calculer les intégrales suivantes :

a) I1 “

ż 4

x“2

ż π
2

y“0
px cospyqq dx dy

b) I2 “

ĳ

D

px ` yq dx dy où D “
␣

px, yq P R2 | 0 ď x ď 1 ; x2 ď y ď x
(

c) I3 “

ĳ

D

px2 ` yq dx dy où D “
␣

px, yq P R2 | x ě 0 ; y ě 0 ; x ` y ď 1
(

d) I4 “

¡

Ω

z
a

x2 ` y2
dx dy dz où Ω “

␣

px, y, zq P R3 | 0 ă x2 ` y2 ď a2 ; 0 ď z ď a avec a ą 0
(

(Penser aux coordonnées cylindriques)

Corrigé

a) I1 “

ż 4

x“2

ż π
2

y“0
px cospyqq dx dy

“

ż 4

x“2
x dx

ż π
2

y“0
cospyqq dy

“

„

x2

2

ȷ4

2

ˆ rsinpyqs
π
2
0

“

ˆ

42

2
´

22

2

˙

ˆ

´

sin
´π

2

¯

´ sinp0q

¯

“ 6 ˆ 1

“ 6

d) I4 “

¡

Ω

z
a

x2 ` y2
dx dy dz

“

ż a

ρ“0

ż 2π

φ“0

ż a

z“0

z

ρ
ρ dρ dφ dz changement de variables en coordonnées cylindriques

“

ż a

ρ“0
dρ

ż 2π

φ“0
dφ

ż a

z“0
z dz

“ a ˆ 2π

„

z2

2

ȷa

z“0

“ a3π

b) I2 “

ĳ

D

px ` yq dx dy

“

ż 1

x“0

ˆ
ż x

y“x2

px ` yq dy

˙

dx

“

ż 1

x“0

„

xy `
y2

2

ȷx

y“x2

dx

“

ż 1

x“0

ˆ

x2 `
x2

2
´ x3 ´

x4

2

˙

dx

“

„

x3

2
´

x4

4
´

x5

10

ȷ1

x“0

“
13

2
´

14

4
´

15

10

“
3

20
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c) I3 “

ĳ

D

px2 ` yq dx dy

“

ż 1

x“0

ˆ
ż 1´x

y“0
px2 ` yq dy

˙

dx

“

ż 1

x“0

„

x2y `
y2

2

ȷ1´x

y“0

dx

“

ż 1

x“0

ˆ

x2p1 ´ xq `
p1 ´ xq2

2

˙

dx

“

ż 1

x“0

ˆ

1

2
´ x `

3

2
x2 ´ x3

˙

dx

“

„

1

2
x ´

x2

2
`

x3

2
´

x4

4

ȷ1

x“0

“
1

2
´

12

2
`

13

2
´

14

4

“
1

4

Exercice 3 – Aire et volume

1. Calculer l’aire de la surface S “
␣

px, yq P R2 | ´1 ď x ď 1 ; x2 ď y ď 4 ´ x3
(

2. Calculer le volume du solide Ω “
␣

px, y, zq P R3 | 0 ď x ď 2y ; 0 ď y ď
?
9 ´ z2 ; 0 ď z ď 3

(

.

Corrigé

1. L’aire de la surface S est donnée par :

ApSq “

ĳ

S

dx dy

“

ż 1

x“´1

˜

ż 4´x3

y“x2

dy

¸

dx

“

ż 1

x“´1
rys

4´x3

y“x2 dx

“

ż 1

x“´1
4 ´ x3 ´ x2 dx

“

„

4x ´
x4

4
´

x3

3

ȷ1

x“´1

“

ˆ

4 ´
1

4
´

1

3

˙

´

ˆ

´4 ´
1

4
´

´1

3

˙

“
22

3

2. Le volume du solide Ω est donné par :

V pΩq “

¡

S

dx dy dz

“

ż 2y

x“0

ż

?
9´z2

y“0

ż 3

z“0
dx dy dz

“

ż 3

z“0

˜

ż

?
9´z2

y“0

ż 2y

x“0
dx dy

¸

dz

“

ż 3

z“0

˜

ż

?
9´z2

y“0
2y dy

¸

dz

“

ż 3

z“0

“

y2 dy
‰

?
9´z2

y“0
dz

“

ż 3

z“0
9 ´ z2 dz

“

„

9z ´
z3

3
dy

ȷ3

z“0

“ 18
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Exercice 4 – Centre de masse

1. Déterminer le centre de masse de la surface plane homogène S “
␣

px, yq P R2 | 1 ď x2 ` y2 ď 9 , y ě 0
(

.
2. Déterminer le centre de masse du parallélépipède rectangle r0, 1s ˆ r0, 2s ˆ r0, 3s de R3 ayant pour densité
de masse µpx, y, zq “ 2xyz

Corrigé

1. S s’écrit en coordonnées polaires : S̃ “ tpρ, φq | 1 ď ρ ď 3 , φ P r0, πsu

‚ La masse totale de S est :
M “

ĳ

S

µpx, yq dx dy

“

ĳ

S̃

1ρ dρ dφ µ “ 1 car surface homogène

“

ż 3

ρ“1
ρ dρ

ż π

φ“0
dφ

“

„

ρ2

2

ȷ3

ρ“1

ˆ π

“
9

2
π

‚ Le centre de masse GpxG, yGq a pour coordoonnées :

xG “
1

M

ĳ

S

xµpx, yq dx dy

“
1

M

ĳ

S̃

ρ cospφqρ dρ dφ

“
1

M

ż 3

ρ“1
ρ2 dρ

ż π

φ“0
cospφq dφ

“
2

9π

„

ρ3

3

ȷ3

ρ“1

ˆ rsinpφqs
π
φ“0

“ 0

yG “
1

M

ĳ

S

yµpx, yq dx dy

“
1

M

ĳ

S̃

ρ sinpφqρ dρ dφ

“
1

M

ż 3

ρ“1
ρ2 dρ

ż π

φ“0
sinpφq dφ

“
2

9π

„

ρ3

3

ȷ3

ρ“1

ˆ r´ cospφqs
π
φ“0

“
4

π

Donc G

ˆ

0,
4

π

˙

.

2. ‚ La masse totale de Ω est :
M “

¡

Ω

µpx, y, zq dx dy dz

“

ż 1

x“0

ż 2

y“0

ż 3

z“0
2xyz dx dy dz

“

ż 1

x“0
2x dx

ż 2

y“0
y dy

ż 3

z“0
z dz

“
“

x2
‰1

x“0
ˆ

„

y2

2

ȷ2

y“0

ˆ

„

z2

2

ȷ3

z“0

“ 9
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‚ Le centre de masse GpxG, yG, zGq a pour coordoonnées :

xG “
1

M

¡

Ω

xµpx, y, zq dx dy dz

“
1

M

ż 1

x“0

ż 2

y“0

ż 3

z“0
2x2yz dx dy dz

“
1

M

ż 1

x“0
x2 dx

ż 2

y“0
2y dy

ż 3

z“0
z dz

“
1

9

„

x3

3

ȷ1

x“0

ˆ
“

y2
‰2

y“0
ˆ

„

z2

2

ȷ3

z“0

“
2

3

yG “
1

M

¡

Ω

yµpx, y, zq dx dy dz

“
1

M

ż 1

x“0

ż 2

y“0

ż 3

z“0
2xy2z dx dy dz

“
1

M

ż 1

x“0
2x dx

ż 2

y“0
y2 dy

ż 3

z“0
z dz

“
1

9

“

x2
‰1

x“0
ˆ

„

y3

3

ȷ2

y“0

ˆ

„

z2

2

ȷ3

z“0

“
4

3

zG “
1

M

¡

Ω

zµpx, y, zq dx dy dz

“
1

M

ż 1

x“0

ż 2

y“0

ż 3

z“0
2xy2z dx dy dz

“
1

M

ż 1

x“0
2x dx

ż 2

y“0
y dy

ż 3

z“0
z2 dz

“
1

9

“

x2
‰1

x“0
ˆ

„

y2

2

ȷ2

y“0

ˆ

„

z3

3

ȷ3

z“0

“ 2

Donc G

ˆ

2

3
,
4

3
, 2

˙

.
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