Extrait du livre sur le Théoréme de Stokes par E.Curatolo et O.Kravchenko

Chapitre 7

Intégrales multiples

7.1 Définition. Intégrales doubles. Théoréme de Fu-
bini

Définition 151. Soit f une fonction continue sur un rectangle R de R? :
R :=[a,b] x [c,d]. On partage ce rectangle en n - m petits rectangles Ryj, 1 €
[1,m], j € [1,n]. Le rectangle Ri; a pour cotés le m-iéme segment horizontal et
le n-iéme segment vertical. Son sommet supérieur droit est le point (xi,y;) :=
(a+1i- b%a, c+j- %). La somme de Riemann Sy, est la somme des volumes
des parallélépipedes de bases sur Rj; et de hauteurs donnés par la valeur de f
en (xi,yj) de Ry

b—a d—c
n

f(xi) Yj ) .
im1 =1

Smn

Définition 152. L’intégrale double de f sur R est la limite des sommes de
Riemann :

” f(x,y)dxdy:=  lim  Spn.
R

m—00,Nn—00
Propriété 153.

1. Linéarité. Soient f et g deux fonctions réelles continues sur R. Alors :

”R()\f(x,y) T pg(x,y)) dxdy

= AJJRf(x,y)dxdy + u”Rg(x,y)dxdy.

2. Croissance. Soient f et g deux fonctions réelles continues sur R, telles
que f(x,y) < g(x,y) pour tout (x,y) € R. Alors :

”R f(x,y)dxdy < ”R g(x,y)dxdy.
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92 CHAPITRE 7. INTEGRALES MULTIPLES
On en déduit que :
UJ' f(x,y)dxdy‘ < ” If(x,y)| dx dy.
R R

3. Théoréme de Fubini. L’intégrale double d’une fonction réelle conti-
nue f sur un rectangle R := [a,b] x [c,d] est égale & deux intégrales
simples successives :

”R f(x,y)dxdy := Ld (Jj f(x,y) dx) dy
_ Jb (

En particulier, si f(x,y) = g(x)h(y),

d
J f(x,y)dy) dx.

C

J]R fxy)dxdy = Jb g(x) dx - Jd h(y) dy.

a C

Exemple 154. Considérons le rectangle R = [0, 2] x [—1,1] C R?. Des points
de ce rectangle (x,y) € R satisfont les relations : 0 > x > 2, —1 >y > 1.
L'integrale [[, x* + xy —ydxdy se calcul

2 /1 2 y?r 2 y=1
J (J xz—i—xy—ydy) dx:J [xzy—i—x———] dx
0 \J-1 0 2 2],

2 2 372
2 X ] 2 X ] J 2 X 16
fr— —_ — — — [ — —_— = fr— 2 :2— = —.
Lx —0—2 3 (x+2 2)dx 0xdx [3]0 3

Il faut bien remarquer que dans I’intégrale f]_1 x* + xy — ydy les fonctions
sont considerées comme les fonctions de y, en traitant x comme une constante
independente de y.

On peut calculer le méme intégrale en calculant d’abord 'intégrale simple
par rapport a x (en traitant y comme une constante) et aprés par rapport a

y:
x=2

1 3 2
_ X~ +xy—ydx) dy =J [——I——y—xy] dx
.[ 1<IO ) . 3 2 -0

_J1 8o [8] _16
T3 T3, T

Le calcul dans les deux cas donne le méme resultat, et pour certaines intégrales
il est plus facile dans un ordre que dans I'autre. On choisi 'ordre d’intégration
(d’abord par raport a x et aprés par rapport a y ou le contraire) en fonction
de facilité de calcul. Par le théoréme de Fubini, le resultat est le méme.
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7.2 Intégrale double sur une partie quarrable

Pour définir 'intégrale double sur une partie de R? qui n’est pas un rec-
tangle on introduit la notion de « partie quarrable »du plan.

Définition 155. Soit D une partie bornée de R2 et R := [a,b] x [c,d] un
rectangle qui la contient.
On appelle subdivison o de R, m - n rectangles

Ryj == [xiy xit1] X [y, Yj+1], %1, Y5 € R,
venant du partage de [a, b] en m segments et de [c, d] en n segments :
a=x <X < <Xp=Db; c=yo<y1 < <yn=d

pour m et n quelconques.
Le rectangle Ryj, est d’aire p(Ryj) = (xi41 —xi) - (Yj+1 — yj)-

Définition 156. A toute subdivison o de R on associe deux quantités que
I'on appelle les sommes de Darboux :

s(o0) := Z (i1 —xi) - (Yjr1 —Y5)

Ry CD

et S(o) = Z (i1 — %) - (Yj1 —y5)-
Rij D40

X, X, XX, x, X x

Définition 157. On dit que D C R est quarrable si la borne supérieure des
sommes s(o) est égale a la borne inférieure des sommes S(o). Leur valeur
commune donne aire de D.
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Remarque 158. Si D est une partie quarrable du plan, alors la frontiére
de D est quarrable d’aire nulle. Ainsi, un disque ou un polygone sont des
exemples de parties quarrables, que ’on prenne ou non leur frontiére.

Définition 159. Une fonction f bornée sur une partie quarrable de R? est
intégrable si et seulement si la somme (appelée somme de Riemann)

D> fluy,vy) Aire(Ry)
Ri; N D#0

tend vers une limite finie indépendante du choix de (uy,vj) lorsque les termes
Xi+1 — Xi et Yj41 —y; tendent vers 0. Cette limite est appelée 1"intégrale de f
sur D et noté :

”D f(x,y) dxdy.

Proposition 160. Soit f : D — R une fonction continue et bornée sur une
partie quarrable du plan. Alors f est intégrable sur D.

Remarque 161. La propriété d’étre bornée est importante. C’est la méme
chose pour les fonctions d'une seule variable comme le montre ’exemple de

1
la fonction x — — qui n’est pas bornée sur U'intervale ]0,1] : elle n’y est pas
intégrable!

Proposition 162. Soit f: D — R une fonction bornée sur une partie quar-
rable du plan. Si I'ensemble des points de discontinuité de f est d’aire nulle,
alors f est intégrable sur D.

Remarque 163. L’aire d’une partie quarrable D C R? peut étre vue comme
une intégrale d’une fonction constante égale & 1 sur D :

Aire(D) := ”D dx dy.

Il est facile d’expliquer cela par un raisonnement géométrique : il suffit
de présenter le graphe de la fonction 1 sur D et voir quel volume représente
Iintégrale double.

Comment, en pratique, calcule-t-on les intégrales doubles sur une partie
quarrable du plan?

Définition 164. On appelle description hiérarchique du domaine D C R?
une partie fermée bornée de R? : I’existence de deux réels a etb, a < b et
de deux applications continues sur [a, b], notées ¢ et P tels que Vx € [a, b],

$(x) < W(x), avec

x € [a, b]

oyl eD { y € [b(x), p(x)]
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b(x)

$(x)

FIGURE 7.1 — Deux descriptions hiérarchiques du domaine.

Du coup le domain D := {(x,y) € R?| a < x < b, d(x) <y < P(x)}. Ce
qui peut g’illustrer par la figure ci-dessous.

Attention ! C’est une description hierarchique du domaine D, il ne faut
pas chercher les bornes extrémes pour les deux variables independament les
unes des autres, et transformer tous les domaines en rectangles...

Le méme domaine peut avoir une autre description hiérarchique D =
{(x,y) eR?c <y <d, aly) < x < B(y)}, comme illustré sur Fugure 7.2.

Théoréme 165 (Fubini : inversion des bornes).
Soit f: D — R une fonction continue sur un domaine D C R? possédant
une descriptions hiérarchiques

x € [a, b]
y € [p(x),p(x)]

Alors, Uintégrale double de f sur D est égale a deux intégrales simples

emboitées :
P(x)
J f(x,y)dy | dx.

JLiﬂx’y)dXdy::Jj ( P(x)

Si le domain posséde une autre description hierarchique

mmeDﬁ{

y € [c,d]
x € [a(y), B(y)]

alors la méme iniégrale est ausst égale o deuz intégrales simples emboitées

d [ rBy)
suivantes : ” f(x,y)dxdy :J J f(x,y)dx | dy.
D c

o(y)

Exemple 166. On calcule I := ” (x +y)*dxdy ot D est un triangle de
D

sommets (0,0), (0,1) et (2,0).

mmeDﬁ{
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Alors, ici : ¢(x) =0 et P(x) = -z +1, x € 0,2]. Donc

2
2 -2+ 2 =—X11 7
I:J J T (x+y)dy dx:J [(x—i—y)S]y Podx =1,
o \Jo 0 y=0 6
La variable x ayant exactement le méme statut que la variable y, on peut
2—2y
J (x—i—y)zdx) dy et

1
calculer la méme intégrale comme suit : I = J <
0

0
obtenir le méme résultat.

Remarque 167. Il faut faire attention aux bornes de I'intégrale. La valeur
de l'intégrale est un nombre ; on ne peut pas avoir de fonctions aux bornes de
Iintégrale simple calculée en dernier.

7.3 Changement de variables dans une
intégrale double. Matrice jacobienne

Proposition 168. Soit f une fonction continue sur un compact quarrable
D c R2. Soit une bijection notée A — D définie par :

(u,v) = (X = d)(u»\/))y = ll)(u,\’)),

¢ et P étant de classe C'. Alors,

_ Dix,y)
[[L rixoupaxay = [] ot | g dua,
. |D(xy)|  |ox0dy dxdy
u‘D(u,v) T loudv  dvou

est la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne (Définition
31) de I'application A — D.

Esquisse de preuve. On peut le voir en utilisant le calcul des formes dif-
férentielles. Si x := x(u,v) et y := y(u,v), la 2-forme différentielle dx A dy
s’exprime en du /A dv par le calcul suivant (dans le contexte des intégrales
on n’écrit pas le symbole du produit A) :

dxdy = (%du—l— %dv> : (a—ﬁdqua—ydv)

ou ov 0 ov
0x dy 0x Jy _(0xdy 0x 0y
ou v dudv+ v ou dvdu = <6u v dvou dudv.

d
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Exemple 169. Changement linéaire de variables. Soient
d(u,v):=au+bv et Pp(u,v) :=cu+ dv.

Alors la fonction intégrée n’est modifiée que par le facteur |ad — be| (valeur
absolue du déterminant). Lorsque ce déterminant est 1 (pour une rotation par
exemple), la fonction intégrée reste inchangée. Ce changement de variables
linéaire envoie un carré [0, 1] x [0, 1] vers le parallélogramme P engendré par

c .
les vecteurs ( g > et ( d > . Donc, en particulier,

Aire(P) = J dxdy = J lad — bc|dudv = |ad — be.
p 0,11x[0,1]

Exemple 170. Changement en coordonnées polaires.
Soit [0, 0o[x [0, 27t[— R? une bijection entre les coordonées polaires et carté-
siennes donnée par

(ryt) — (x:=7rcost,y :=rsint).

D(x,y) 5 5
Alors ! = | 9 9t | —rcost+rsin’t=r.
* 1 D(u,v) %ﬁ %}f

On va calculer I := ” y?dx dy sur D, disque de centre (0,0) de rayon R. Le
D

calcul direct est assez long :

R VRZ2—x2 X R VRZ—x2 5
I= J J d dx=J 2 J d dx
) = [ ([ v

R VRZ—x2 R
- z<y3/3) dx = 2| (VR dx
_R 0 3 0

0 /2 4
4 R
= 3 J R3sin’ O(—Rsin 0)do = —R4J sin® 0de = "
/2 3 Jo 4
ot on utilise le changement de variables x := Rcos® (0 < 0 < 7). Et il suit
que : dx = —Rsin 0 d6 et RZ —x? = R%(1 —cos? 0) = R?sin? 0. On utilise aussi
la linéarisation de sin* 0 :

o — RUPE AN B eM0 _ 4210 L g o210 4 o4i0
N 2i 16
1 1 3
=3 cos 40 — 7 cos 20 + 3

Ce calcul a lair assez long et fort utile, mais a 'aide d’'un changement de
variables sous l'intégrale double on arrive au résultat plus rapidement : les
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coordonnées polaires transforment le rectangle en disque. Ici on a un disque,
et donc :
A={rt) eR0<r<Ret0<t<2nr}

D :={(x,y) € R? ‘XZ +y? < R

D’ou
R 27
I:” rzsinztrdtdrzj TsdT~J sin®tdt
A 0 0
R* J 2T ] — cos 2t 7IR*
= —. dt = .
4 o 2 4

7.4 Volume. Intégrales triples

Pour certaines parties E C R> et certaines fonctions f : E — R on définit
un nombre réel noté

I= J” f(x,y,z)dxdydz
E
et appelé 1’intégrale triple de f sur E.

Définition 171. Un compact élémentaire A de R est une partie de R? de
I'une des formes suivantes :
(]) A(x,y) = {(X»U»Z) € R3|¢1(X,U) <z< d)Z(X)y))Ofl (Xay) €D
est une partie quarrable de R? et ¢1, b, sont des
fonctions continues sur D}.
2) A, := {(x,y,2) R} a<z<b,ou (x,y) € D(z) := la pro-
jection sur le plan xy de lintersection de A et du
plan passant par (0,0,z) et paralléle au plan xy}.
(3) P:=la,b] x [c,d] x [e, f], dans ce cas on dit aussi que ¢’est un pavé
de R3.

Théoréme 172. Fubini. Soit A un compact élémentaire de R et f(x,y,z)
une fonction continue sur A.

1. Si A est de type Ay, alors :

[R—

(intégration par « piles » ).
2. Si A est de type A,, alors :

(R

(intégration par « tranches »).

¢2(X»U)
J f(x,y,z)dz | dxdy
¢1 (va)
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3. SiA=[a,b] x[c,d] x [e,f], alors :
;
J f(x,y,2z) dz) dy) dx

s [
([ (Lossorn) )

Remarque 173. En particulier, le volume de A est 'intégrale triple sur A
de la fonction 1 :

Volume de A := ”J dxdydz.
A

Proposition 174. Les intégrales triples sont des intégrales de 3-formes dif-
férentielles. Pour les 3-formes différentielles on peut calculer ce qui se passe
si on change les variables. On suppose que x,y et z sont des fonctions de
variables u,v et w telles que 1'on a les formules suivantes :

x = x(w,v,w), y:=y(u,v,w), z:=z(u,v,w).

Ce sont des formules de changement de variables; c’est-a-dire une trans-
formation qui & un point m de coordonnées u,v et w associe le point de
coordonnées x,y et z. Le jacobien du changement de variables est le détermi-
nant

‘D(x,y,z) BT
Pluvwi ™| qu gy Qw

du v ow
Alors, si le domaine A est transformé par ce changement de variables en
A’ la 3-forme différentielle dxdydz doit étre changée a 1’aide de la matrice
jacobienne, et on obtient la formule suivante :

J”A f(x,y,z)dxdydz

D(x,y,z)

D(w, v, ) dudvdw.

= J” / fx(u, vyw),y(u,v,w), z(u,v,w)) ‘

Remarque 175. Pour une présentation un peu différente des intégrales mul-
tiples, on renvoie le lecteur & 'annexe 1.
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7.5 Coordonnées cylindriques et
sphériques

7.5.1 Coordonnées cylindriques

Définition 176. Les coordonnées cylindriques sont r,t et z, telles que :

X :=TcosO, y:=rsinbd, z:=z, avec 1> =x>+y?, 0 €0,2nl
Y L}

z

Proposition 177. On obtient :

D(x,y,z)
D(r,6,z)

Exemple 178. Le volume de la partie A du cylindre d’équation cartésienne
x*+y?—ax <0 (ot a > 0) comprise entre le plan xy et le plan d’équation z =
1 s’obtient grace a la formule de changement de variables : A est transformée
par les coordonnées cylindriques en

A ={(r,t,z)| t € [0,2n], T € [0,acost], z € [0, 1]}.

Alors,

27 racost 1 27 2
V= m dxdydz:J J rdrdtJ dZ:J lacosty 4
A 0 Jo 0 0 2

2 (2mq 2t aln
_a J + cos gt —

~ 2 ), 2 T2
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7.5.2 Coordonnées sphériques

Définition 179. Les coordonnées sphérigues sont (0, ¢, 1) telles que :

RS
(rsin 0 cos ¢, rsin O sin ¢, rcos 0).

g: (0,7t x [0,27] x [0, 400
(6,¢,7)

—
—

7.6 Questions des kholles

Questions théoriques

1. Enoncer la formule de changement de variables dans une intégrale
double.

2. Enoncer le théoréme de Fubini pour un rectangle.
3. Donner la définition d’une partie quarrable de RZ.

4. (a) Quel est le sens géométrique d’une intégrale double d’une fonction
continue f sur une partie quarrable D ¢ R? ?

(b) Quel est le sens géométrique d’une intégrale double d’une fonction
f(x,y) := 1 sur une partie quarrable D C R? ?

Exercice 1 : Calcul des intégrales

1. Calculer
Xy
——~2 _ dxd
JJD(X2+UZ)Z R

o1 D:={(xy) eER? [ ¥*+y2 <1, x>0, y>x—1}.



