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9.3 Surfaces. Intégrales de surface
de fonctions réelles

L’idée de base est la méme que pour les intégrales curvilignes, mais au
lieu d’intégrer sur un arc de courbe, on intégre sur une surface. C’est par une
intégrale de surface que l'on calcule

e l'aire d’une surface (’aire d’une sphére, par exemple),

e le flux d’'un champ de vecteurs a travers une surface.

Proposition 220. Une surface S de R3 peut étre définie de différentes facons :
1. Forme explicite : Par une équation de la forme z = f(x,y) ou f :

D >R, D cC R
S = {(X)U)Z” (X»U) eDcC RZ)Z = f(XaU)}

Une paraboloide de révolution z = x2 +y? en est un exemple.
2. Forme implicite : Par une équation de la forme F(x,y,z) = 0, o
F:E—-R,ECR3,
S:={(x,y,2) € E C R3 F(x,y,z) =0}

La sphére de R? de centre origine et de rayon R en est un exemple :
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3. Forme paramétrique : Par une représentation paramétrique :

g: DcR*> - ScCR?
(wv) = (xy,z)°

Exemple 221. Soit S une une sphére de centre 'origine et de rayon R. Soit

g: [0,7] x[0,2n] — SCR3

(6, d) — (Rsin0cos ¢, RsinOsin p,RcosO) (9-3)

Soit m le point de S de paramétres 0 et ¢.

1. Lorsque ¢ est fixé et que 0 varie dans [0, 71], m décrit un demi-cercle.
Un vecteur tangent a ce demi-cercle au point m est
ag
a—g = (Rcos 0 cos ¢, Rcos 0sin ¢, —Rsin 0).
2. Lorsque 0 est fixé et que ¢ varie dans [0, 27], m décrit un cercle. Un
vecteur tangent & ce cercle au point m est

39

% — (—Rsin Osin ¢, Rsin 0 cos b, 0).
= =

Définition 222. On note W(e, d) = %8/\%%' Ce vecteur, 8’1l est non nul, est

normal & la spheére au point m. Le point m € S est appelé un point régulier

de la surface si ce vecteur est non nul en m.

Remarque 223. On a une situation analogue pour une surface quelconque
paramétrée par

g: DCR* — S

Wy) & (0y2). , g de classe C.

On considére D une partie quarrable de R? et g de classe C' sur un ouvert
de R? contenant D. On note

- =

dg , 0g
N =99 799
wv)=30" %

Ce vecteur, s’il est non nul, est normal & la surface S au point (u,v).

La notion d’aire de la surface paramétrée par ?(u,v) avec (w,v) € D
vient de la considération suivante :

La surface peut étre fractionnée en un nombre fini de parties associées &
des rectangles Ry := [ug, ui+Aqu] x [vj, v; +A;v] du plan de parameétres (u, v).
L’aire de la portion de surface correspondant a Ryjj sera approchée par 1’aire
d’un rectangle de cotés
— — a?
g (ui, v + Ajv) — g'(uy,vy) = WA)'V
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—gAi'LL.

11 en résulte : 3% 87
A= ZH 9/\ g\AuAv

Ce qui, apreés des fract1onnements de plus en plus fins, aboutit & la définition
précise de I'aire avec une intégrale double.

Définition 224. On note

69

dA —H Sl dudv

et on appelle l’élément d’aire.

Remarque 225. Cas particulier. Quand la surface est le graphe d’une
fonction d’équation z = h(x,y), on a :

oh o\’
dA =41 — | dxdu.
A +<ax>+(ay> xdy

Soit f: U —R, UCR3etSCcU.Ona:

fog: DCR? - SCUCR? — R
(u,v) — f(g(u,v))

On peut considérer I'intégrale double
[:= ” (g, )N (u, v)] dudv
D
et démontrer que I est indépendante du choix de la représentation paramé-
trique g.

Définition 226. Pour calculer I'intégrale d’une fonction sur une surface, on

note
I:= ” fdA
S

et on appelle intégrale de f sur la surface S.
En particulier, lorsque I’on prend pour f la fonction constante égale a 1
on obtient par définition [’aire de S notée

A(S) = HS dA.

Proposition 227. Aprés le choix d’une représentation paramétrique de S on
calcule A(S) comme suit :

A(S) = ”D IN (w,v)|| dwdv.



9.4. INTEGRALES DE SURFACE D’'UN CHAMP... 133

Exemple 228. Calotte sphérique. Sur la sphére de rayon R, la calotte
sphérique S est ’ensemble des points de coordonnées sphériques (R, 0, ¢) tels
que : 0 < 0 < «. Cette calotte S a la représentation paramétrique donnée par
Iéquation (9.3) de 'exemple 221. Le vecteur normal est

3 g
N6, d) = a—g A % — (R2sin2 B cos &, R? sin? B sin ¢, Rsin 0 cos 8),  (9.4)

et
IN(8,¢)] = R?sin.

L’aire de la calotte vaut donc

27
sin 0 dGJ do
0

04

A(S) = RZsin 0 d0 dp = RZJ

JJOSOSOL, 0<p<2n 0

= 27tR*(1 — cos «).
En particulier, pour & = 7, S est une sphére et son aire est 47R2.

Remarque 229. On remarque que si on change des variables, par exemple
{x,y} en {u, v}, c’est exactement comme dans la section 7.3. La 2-forme :

_ (0x0dy 0x 0y
’du/\ dv = (auav av6u> du/\ dv

D(x,y)
D(u,v)

et on a le méme type de formule pour dy /A dz et dz A dx.
On a le produit vectoriel :

dx /A dy devient

E/\E:<axay dyox 0ydz 0zJdy 0z dx axaz).

ou’ v \dudv dudv’ dudv oudv’ dqudv dudv

Et finalement,

09 , 09
dA:E/\Wdud\/:dX/\ dy + dy A dz+ dz A dx. (9.5)

9.4 Intégrales de surface d’'un champ de
vecteurs

Définition 230. Soit S une surface comportant deux faces distinctes. Elle
est dite orientable.

En chaque point régulier, il existe deux vecteurs unitaires normaux oppo-
sés. Le choix d’un de ces vecteurs T oriente la surface S.
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Remar%ue 231. Soit 7 un champ de vecteurs continu sur S. Le flux d’un

champ V & travers S est 'intégrale de surface

”57 WA

On peut noter W+ dA := dA. De (9.5), on a :
A=K dxAdy+ TdyAdz+ dzA dx.

Pour un champ de vecteurs 7 défini par V = P_i>+ Q?—l—R? et une surface
S définie par g(u,v) := (x,y,z), (u,v) € D C R3,

”SV'TA=”SdedZ+ Qdzdx + Rdxdy. (9.6)

Proposition 232. Formule de la divergence. Elle relie un flux de champ
a travers une surface fermée & l'intégrale triple de divergence de ce champ
sur le domaine de R3 limité par cette surface. Soit E un domaine de R3 et
S := OF la surface qui est le bord de E. Alors la formule de la divergence (aussi
appelée « Ostrogradski »et dans le contexte électromagnétique « Gauss ») est

la suivante :
” V. A= J” divV dxdy dz. 9.7)
oE E

Exemple 233. On va vérifier la formule d’Ostrogradski avec E, boule de R3
de centre O(0,0,0) et de rayon R et V = P? + Q? + Rk, un champ de
vecteurs de composantes P := x, Q := vy, R := 2z. La frontiére de E est la
sphére S de centre O et de rayon R. On peut prendre la paramétrisation de la
sphere (9.3) avec le vecteur normal N (0, ) (9.4). Ce vecteur est dirigé vers
lextérieur, donc on note S la sphére orientée ainsi. On pose :

[:= HS+ V. N(, ) dodo.

Ona:
7(9(9, ¢)) := (Rsin O cos ¢, Rsin O sin ¢, 2R cos 0).

Son produit scalaire avec
W(e, ¢) == (R?sin? 0 cos ¢, R? sin? O sin ¢, Rsin 6 cos 0)

est égal a R3(sin @ + cos? 0sin 0).
Finalement, I’intégrale recherchée est :

27t T 3
167R
I=R3J dd)J(sine—i—CoszBsine)dG: g .
0 0
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P R
D’autre part, divv = a— + @ + a_ =
ox Jdy 0z

Et donc on a l'intégrale triple

”JE divV dxdydz = 4 ”L dxdy dz
4

167R3
— 4 Volume(E) = 4 x 37k’ = 73‘
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Proposition 234. Formule du rotationnel. Elle relie 'intégrale curviligne
d’un champ de vecteurs sur un circuit fermé avec le flux de rotationel du
méme champ & travers une surface dont le circuit est le bord. La formule du
rotationnel (aussi appelée « formule de Stokes ») est la suivante :

fﬁS—C* V ' d_s> B JVJSJr R\_/) ' d_A>

(9.8)

Remarque 235. Autrement dit, la circulation du champ V le long de la

courbe fermée C* est égale au flux de rotationnel de V a travers une sur-
face limitée par C* (avec l'orientation compatible). Cette formule est une
reformulation de la formule de Green-Riemann pour une courbe fermée dans

R3.
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9.5 Formule de Stokes généralisée :
J w = J dw
oD D

Remarque 236. L’intégration est une opération qui & un domaine de di-
mension k et a une k-forme différentielle associe un nombre. Des exemples
sont :

e L’intégrale simple

JI f(x)dx

qui associe un nombre & une l-forme différentielle f(x)dx sur un segment
I:=[a, b] de dimension 1.
e L’intégrale double

|| oty axay

qui associe un nombre & une 2-forme différentielle g(x,y)dxdy sur un do-
maine D C R?.
e [’intégrale triple

”L h(x,y,z)dxdydz

qui associe un nombre & une 3-forme différentielle h(x,y,z) dx dy dz sur un
domaine E C R3.
e [’intégrale curviligne

er(X,y)dXJrq(X,y)dy

qui associe un nombre & une 1-forme différentielle p(x,y) dx + q(x,y) dy sur
une courbe I' C R2, ou bien

J P(x,y,2) dx + Q(x,y, 2) dy + R(x,y,2) dz
C

qui associe un nombre & une 1-forme différentielle
P(x,y,z) dx + Q(x,y, z) dy + R(x,y, z) dz sur une courbe C C R3. Une courbe
étant un objet de dimension 1, c’est possible.

e L’intégrale de surface

” P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z) dzdx + R(z,y,z) dxdy
3

qui associe un nombre & une 2-forme différentielle
P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(z,y,z) dxdy dans R? sur une surface
S € R3, objet de dimension 2.
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Proposition 237. Formule de Stokes généralisée. Soit D un domaine
fermé et borné de dimension q dans RP, on note 0D son bord (qui est de
dimension q—1.) Soit w une (q—1)-forme dans RP (Définition 132). Alors
la formule de Stokes généralisée est satisfaite :

LD w= JD dw. (9.9)

Proposition 238. Les cas particuliers de cette formule sont :
e q=1, p=1:théoréme fondamental de I'analyse :

b
J df = f(b) —f(a).

a

e =2, p=2:théoréme de Green-Riemann.
e q =2, p=23:théoréme de Stokes (du rotationnel).
e q =3, p=3:théoréme d’Ostrogradski (de la divergence).

9.6 Remarques sur la formule de Stokes

La formule (9.9) donne une formulation élégante de plusieurs théorémes.

Elle présente une connection entre 1’opération géométrique 0 qui & un
domaine D associe son bord 0D et 'opération algébrique d qui & une forme
différentielle w associe une forme différentielle dw . Selon la formule (9.9) ces
deux opérations sont en dualité !

Il faut remarquer que 9, 'opération de prendre le bord d’un sous-ensemble,
est différente de la notion topologique de prendre la frontiére du méme sous-
ensemble.

La notion de bord est independente de la dimesion de ’espace global.
La notion des points intérieurs (Annexe A Définition 77) et par conséquent
des points frontiére change avec la dimension. Par exemple, si on regarde un
segment [a, b] dans R son intérieur est un segment ouvert ]a, b[ et sa frontiére
est deux points {a, b}. Le méme segment dans R? n’a pas de points d’intérieur !
Tous les points de [a, b] sont des points frontiére.

Ici, soit D un domaine de dimension k de RP. Si D est donné par sa forme
paramétrique avec m équations paramétriques avec n variables, sa dimension
est

k=p+n—-m.

Par exemple, pour une courbe de R3,y(t) := (x(t),y(t),z(t)),ilyam =3
équations

1. Cf. Pannexe B.
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sur p = 3 variables de R3, (x,y,z) qui dépendent d’une variable t. En tout,
on a p +n =4 variables, dont une, t, que 'on appelle variable libre. Donc,
dans R3, la dimension d’une courbe est p+n —m = 1.

Un autre exemple : une surface paramétrée dans R3 est donnée par 3
équations sur 5 variables (u,v,x,y,z), dont u,v sont des variables libres et
X, Y, z s’expriment a partir de u,v. Cela donne que la dimension d’une surface
dans R3 est égale 8 2 =5 — 3.

Souvent un domaine de dimension p — 1 dans RP est appelé une hyper-
surface. Pour définir une hypersurface dans RP il faut une équation reliant p
variables. Ou bien on peut introduire p—1 variables libres et avec p équations
définir une hypersurface. Une surface de R? en est un exemple.

On peut résumer comme suit : la dimension d’un domaine est le nombre
minimal de variables indépendantes qui le définissent.

Ce qui suit ces considérations de dimension, c’est qu’un voisinage QO d’un
point X de D de dimension k dans RP peut étre de deux types :

MOQ~UcCRou(2) Q~VcR xR

Les points de D avec le voisinge de type (1) sont des points intérieurs. Les
points de D avec le voisinge de type (2) sont des points du bord 2.

On remarque que 0(0D) = ) pour tout domaine D. Cette propriété est en
correspondance avec la relation d(dw) = 0 pour toute forme différentielle w
(Lemme 144). Le théoréme de Stokes généralisé dit que 'on peut « échanger »
une opération avec ’autre.

C’est un résultat trés profond qui relie analyse des objets géométriques
par des méthodes algébriques. C’est une pierre angulaire de I'analyse mo-

derne3.

2. L’opération de prendre le bord peut aussi étre définie & I’aide des simplexes et des
chaines (cf. Chapitre 9 de [17]), ce qui dépasse le programme de ce cours.
3. Cf. aussi ’annexe 3.



