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Calculer les dérivées des fonctio
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Soit f:(x,y) — ™ )
1. Caleculer les derivés partielles de f : f—ﬂ Ff——f 1 point (zg, o)
?Ecrllt'lc_ adient de u point (xp, yo)-
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3. Calculer ‘9E_;) et d,r} nt (xg,yo). Le

4. Ecrire la formule de Taylor au point (zg.y0) = (1,7/2) a lordre 2.
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Exercice 13. 1 5
Déterminer le développement de Taylor 4 'ordre 3 en ¢ = 1 de la fonctio F() (—9+2r,?+r2)_

¢
En déduire la p 1 de 1 irbe du 1 olan €' pa > par F' pa
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1. f(x,y) =sin(z + 2y), (z0,70) = (0,0);
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3. f(z.y) = e ¥ cosay, (zo.p0) = (0,0):
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5. f(z.y) = el cosy, (xp,40) = (1.0).
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Exercice 15.

Soit f une fonction définie sur une partie A de R?, et a € R2. On dit qu'une fonction f présente en a
un maximum local s°il existe un réel r > 0 tel que Vu € A, |ju —al <r = f(u) < f(a).
un minimum local s7il existe un réel r > 0 tel que : Vu € A, ||lu—al <r = f(u) = f(a).

— un extrémum local si elle présente en @ un maximum local on un minimum local.

Montrer que si f présentey un extremum en a, alors les dérivées partielles de f en a sont nulles.
Un tel point (ol les dérivées partielles s’annulent) est appelé point eritique de f.

On suppose dans la suite que f est une fonction de classe C'! sur un ouvert U de B2, et soit a € U.

1. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = 22 + y* — 22 — 4y. Montrer que f admet (1,2)
pour seul point critique. En effectuant le changement d’origine r = 1+ X et y =24+ Y et en
caleulant f(1+ X,2+ YY), prouver que f admet un minimum local en (1,2).

2. Soit f la fonction définie sur B? par f(z,y) = 2% +¢* — 6(z? — ¢?).

(a) Montrer que f possede 4 points critiques.

(b) En calculant f(£.0) et f(0,t), prouver que f n'admet pas d’extrémum en (0,0), bien que ce
point soit un point critique.

(c) Ecrire la formule de Taylor a 'ordre 2 en (4,0). En déduire que f admet un minimum local
en (4,0).

(d) En s’aidant des questions précédentes, faire I'étude locale aux autres points critiques.
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Exercice 16.
Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :

L f(z.y)=9% — a2+ 2
2. fz,y) = 2%+ — 3z
3. flzy) =2+ o — 4z — )2

Indication. 11 s'agit d'une application assez immédiate des résultats du cours. On cherche les points
critiques. puis on étudie la nature de ces points critiques.
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Exercice 17. Rappel sur les matrices 2 x 2
On considére les mntri(‘eh

of 1 <2 el 1 4 NEE mi o2 2 ((R S
h1 4 P 1L of% Sk=1 80" SRaa1ld "teagdd g 7w

1. Trouver les valeurs propres de ses matrices

2. Quelles matrices peuvent étre des matrices Hessiennes des fonctions ?
—

3. Etudier les extrema des formes quadratiques correspondantes.
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