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Une partition A de n est une suite finie et décroissante d’entiers positifs
(A, A2, ..., Ak) telle que Ax + Ao + -+ + A = n. On représente
usuellement une partition par son diagramme de Ferrers.
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Une partition A de n est une suite finie et décroissante d’entiers positifs
(A, A2, ..., Ak) telle que Ax + Ao + -+ + A = n. On représente
usuellement une partition par son diagramme de Ferrers.

Figure: Le diagramme de Ferrers de \=(5,4,3,3,1)

Une question naturelle serait de compter, a n fixé, le nombre de partitions
de n.
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Série génératrice

On peut cependant calculer la série génératrice des partitions qui est :

o=@ x+ P+ ) A+t )X

NV NV Vv
AEP parts de taille 1 parts de taille 2 parts de taille 3
Il
N 1 — xk
k>1
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Série génératrice

On peut cependant calculer la série génératrice des partitions qui est :

o=@ x+ P+ ) A+t )X

NV Vv
AEP parts de taille 1 parts de taille 2 parts de taille 3
Il
N 1 — xk
k>1

Une question générale : relier les coefficients du produit eulérien (et ses
puissances) avec des objets combinatoires
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Longueurs d’'équerres et deux statistiques

La notion d'équerre d'une partition est cruciale.

Figure: L'équerre issue de la case (1,3)
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Longueurs d’'équerres et deux statistiques

La notion d'équerre d'une partition est cruciale.
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Figure: Les longueurs d'équerres de A = (5,4,3,3,1)

On définit :

e H:(\) le multi-ensemble des longueurs d’équerres multiples de t
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Longueurs d’'équerres et deux statistiques

La notion d'équerre d'une partition est cruciale.

Q
Q@ \

Figure: Les longueurs d'équerres principales de A = (5,4,3,3,1)

On définit :
e H:(\) le multi-ensemble des longueurs d’équerres multiples de t
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Longueurs d’'équerres et deux statistiques

La notion d'équerre d'une partition est cruciale.
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Figure: Le diagramme de Ferrers de A\ = (5,4, 3,3,1) et le signe ¢, de ses cases

On définit :
e H:(\) le multi-ensemble des longueurs d’équerres multiples de t
~J+1 si hest strictement au dessus de la diagonale
*eh= —1 sinon
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Longueurs d’'équerres et deux statistiques

La notion d'équerre d'une partition est cruciale.
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Figure: Le diagramme de Ferrers de A = (5,4, 3,3,1) et le signe ¢, de ses cases

On définit :
e H:(\) le multi-ensemble des longueurs d’équerres multiples de t
~J+1 si hest strictement au dessus de la diagonale
*eh= —1 sinon
{—l—l si le carré de Durfee de \ est pair
0, =

—1 sinon

Mathias Pétréolle (ICJ) Quelques développements combinatoires 25 Novembre 2015 6 /40



Soit t > 2 un entier positif. Une partition est un t-core si son ensemble de
longueurs d'équerres ne contient pas t. C'est équivalent au fait que son
ensemble de longueurs d’équerres ne contienne aucun multiple entier de t,
c'est-a-dire H¢(A) = 0.
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c'est-a-dire H¢(A) = 0.
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Figure: Un 4-core
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Un peu d'Histoire

Nakayama (1940) : introduction et conjectures liées a la théorie des
représentations
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Un peu d'Histoire

Nakayama (1940) : introduction et conjectures liées a la théorie des
représentations

Garvan-Kim-Stanton (1990) : fonction génératrice, preuve des congruences
de Ramanujan

Ono (1994) : stricte positivité du nombre de t-cores

Anderson (2002), Olsson-Stanton (2007) : étude des partitions a la fois t
et s-cores

Han (2009) : développement de puissances de la fonction 7 en termes de
longueurs d’équerres.
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Fonction 7 de Dedekind

On définit la fonction éta de Dedekind comme n(x) = x">* [ (1 — x¥)
k>1
Cette fonction 7 est une forme modulaire de poids 1/2.
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Fonction 7 de Dedekind

On définit la fonction éta de Dedekind comme n(x) = x">* [ (1 — x¥)
k>1
Cette fonction 7 est une forme modulaire de poids 1/2.

Conjecture de Lehmer (1947)

Tous les coefficients du développement de Taylor de 1?* sont non nuls.
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Formule de Macdonald en type A

Macdonald (1972) : généralisation des formules de Weyl pour les systémes
de racines affines
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Formule de Macdonald en type A

Macdonald (1972) : généralisation des formules de Weyl pour les systémes
de racines affines

Théoréeme (Macdonald, 1972)

Pour tout entier impair t, on a :
i 200 20 L2
n(X)t I _ Co Z H(V,. _ Vj)X(V0+V1+ +v2 ,)/2t
(vo,va,eoyve—1) 1<)

ou la somme porte sur les t-uplets d’entiers (vo, ..., vi—1) € Z* tels que
w+--+vi1=0etv;=i mod t.
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La formule de Nekrasov-Okounkov en type A

Théoréme (Nekrasov-Okounkov, 2006 ; Westbury, 2006 ; Han, 2009)

Pour tout nombre complexe z, on a :

H(l S Z x H (1 — %)

k>1 AEP  heH())
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La formule de Nekrasov-Okounkov en type A

Théoréme (Nekrasov-Okounkov, 2006 ; Westbury, 2006 ; Han, 2009)

Pour tout nombre complexe z, on a :

H(l S Z x H (1 — %)

k>1 AEP  heH())

Idée de la preuve :
o remplacer z par t2 ol t est un entier
o utiliser une bijection et I'identité de Macdonald précédente

@ conclure pour tout complexe par polyndmialité

25 Novembre 2015
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© Formules de type Nekrasov—Okounkov
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Une formule de Macdonald en type C

Théoréme (Macdonald, 1972)

Pour tout entiert > 2, on a :
2 2
n(X)PE+t = ¢ ZH Vi H(V X||V|| /4(t+1)
i i<j

ou la somme porte sur les t-uplets d’entiers (v1,...,v;) € Z* tels que
vi=i mod 2t +2

Mathias Pétréolle (ICJ) Quelques développements combinatoires 25 Novembre 2015 13 / 40



Une formule de Macdonald en type C

Théoréme (Macdonald, 1972)

Pour tout entiert > 2, on a :
2 2
n(X)PE+t = ¢ ZH Vi H(V X||V|| /4(t+1)
i i<j

ou la somme porte sur les t-uplets d’entiers (v1,...,v;) € Z* tels que
vi=i mod 2t +2

Premier probléme : quels objets vont remplacer les t-cores en type C;?
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Partitions auto-conjuguées et a parts distinctes doublées

Partitions
auto-conjuguées SC

411
714[2]1]

5C(y) : ensemble des
t-cores auto-conjugués.
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Partitions auto-conjuguées et a parts distinctes doublées

Partitions Partitions a parts distinctes doublées DD
auto-conjuguées SC

411
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Partitions auto-conjuguées et a parts distinctes doublées

Partitions Partitions a parts distinctes doublées DD
auto-conjuguées SC

411 §
7]4[2]1] | | 8
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Partitions auto-conjuguées et a parts distinctes doublées

Partitions Partitions a parts distinctes doublées DD
auto-conjuguées SC

411 6
71412]1] || 8

SCs) : ensemble des DDy : ensembles des t-cores a parts distinctes

t-cores auto-conjugués. doublées.
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Partitions auto-conjuguées et a parts distinctes doublées

Partitions Partitions a parts distinctes doublées DD
auto-conjuguées SC

411 6
71412]1] || 8

SC(y) : ensemble des DDy : ensembles des t-cores a parts distinctes
t-cores auto-conjugués. | doublées.

Proposition (P., 2014)

La fonction génératrice des couples de t-cores auto-conjugués et a parts
distinctes doublées est :

Z g M+l — (6% 4%)o0(q5 ") (1 g?1 1)1 2
(}\,N)ESC(L»)XDD([.) (q, q)oo
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Formule de Nekrasov—Okounkov en type C

Théoréme (P., 2014)

Pour tout nombre complexe z, I'égalité suivante est vérifiée :

[l -xp = 3 e ] (1-252)

k>1 A\eDD heH(N)
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Formule de Nekrasov—Okounkov en type C

Théoréme (P., 2014)

Pour tout nombre complexe z, I'égalité suivante est vérifiée :

[l -xp = 3 e ] (1-252)

k>1 A\eDD heH(N)

Algébriquement, le membre de droite exprime la somme des dimensions
formelles des représentations irréductibles des groupes symplectiques (King,
2015).
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Quelques applications

Pour tout entier positif n, on a :

Z H 2”n|

AeDD heH(A)
[A|=2n

C'est un analogue symplectique de la formule des équerres (2"n! étant le
cardinal du groupe de Coxeter de type B),).
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Quelques applications

Pour tout entier positif n, on a :

Z H 2”n|

\eDD he’H()\)
[A|=2n

C'est un analogue symplectique de la formule des équerres (2"n! étant le
cardinal du groupe de Coxeter de type B),).

Théoréme (P., 2014 & 2015)

Le théoréme précédent unifie en fait quatre familles de formules de
Macdonald en types C, B, BC, et D.
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Premiéres propriétés

Soit A un (t + 1)-core auto-conjugué (resp. a parts distinctes doublées) , et
h une de ses longueurs d'équerres principales.

@ Si h>2t+ 2, alors h— 2t — 2 est aussi une longueur d’équerre
principale
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principale

@ Sih=t+1+/ mod2t—+2, pourl</<t, alors aucune longueur
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Premiéres propriétés

Soit A un (t + 1)-core auto-conjugué (resp. a parts distinctes doublées) , et
h une de ses longueurs d'équerres principales.

@ Si h>2t+2, alors h— 2t — 2 est aussi une longueur d'équerre
principale

@ Sih=t+1+/ mod2t—+2, pourl</<t, alors aucune longueur
d’équerre principale n'est congrue 3 t +1 — 7 mod 2t + 2.

t+1=3

13 || 10 | ]
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Définition de la bijection ¢

Théoréme (P., 2014)
Soit t un entier > 2. Il existe une bijection explicite
@ 5C(t+1) X DD(t+1) — 7t
(1) o (e )
telle que :
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Théoréme (P., 2014)

Soit t un entier > 2. Il existe une bijection explicite

@ 5C(t+1) X DD(t+1) — 7t
(\ 1) o (e me)
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t t
o Al +lul=(t+1)> nt+> in
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Définition de la bijection ¢

Théoréme (P., 2014)

Soit t un entier > 2. Il existe une bijection explicite

¢+ SCiy1) X DD(ry1y —

(A, 1) = (ng,..

telle que :

t t
o Al +lul=(t+1)> nt+> in
i=1 i=1

Zt

'7nt)

o [Tl +2)m + il [] [((2t+2)mi +i)* = (2t + 2)n; +j)?] =

i<j

I (- G))
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~

Une formule de Nekrasov—Okounkov en type C

Théoréme (P., 2014)

Pour tout nombre complexe z on a :

H(l . Xk)222+z _ Z 5>\5NX|>\I+|H|

k>1 (A\u)ESCx DD

h—1
2z 42 z+1 2z+2
|| 1— 1— 1—
- ( h )( h>.:1< (h+m’

heA J

))

4
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~

Une formule de Nekrasov—Okounkov en type C

Théoréme (P., 2014)

Pour tout nombre complexe z on a :

H(l . Xk)222+z _ Z 5>\5NX|>\I+|H|

k>1 (A\u)ESCx DD

h—1 2
XH(1_22,—71—2) (1_2—;1> <1_(/272+_2.))
heA =1 7

J

4

2 2
Rappelons qu’on veut a droite E SyxIN/2 H (1— z+ )
hEh
xeDD heH(X)
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|dée de la preuve

o Partir de la formule de Macdonald en type €, pour t un entier
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|dée de la preuve

o Partir de la formule de Macdonald en type €, pour t un entier

@ Appliquer la bijection ¢ pour obtenir la formule précédente pour tout
entier t > 2, excepté le fait que la somme porte sur les (t + 1)-cores

@ Remplacer la somme précédente par une somme sur tous les couples
dans SC x DD

o Verifier que tous les coefficients en x" de chaque coté sont
polynomiaux en t, et conclure que la formule est valable pour tout z
complexe
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La partition v

Soit (A, 1) un couple de SC x DD avec pour ensemble de longueurs

d’équerres principales A. On note par 2A I'ensemble des éléments de A
multipliés par 2.
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La partition v

Soit (A, 1) un couple de SC x DD avec pour ensemble de longueurs
d’équerres principales A. On note par 2A I'ensemble des éléments de A
multipliés par 2. |l existe une unique partition v € DD ayant 2A pour
ensemble de longueurs d'équerres principales.
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La partition v

Soit (A, 1) un couple de SC x DD avec pour ensemble de longueurs
d’équerres principales A. On note par 2A I'ensemble des éléments de A
multipliés par 2. |l existe une unique partition v € DD ayant 2A pour
ensemble de longueurs d'équerres principales.

Proposition

La partition v vérifie :
o Al + || =1|v|/2 and 66, = 6,
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La partition v

Soit (A, 1) un couple de SC x DD avec pour ensemble de longueurs
d’équerres principales A. On note par 2A I'ensemble des éléments de A
multipliés par 2. |l existe une unique partition v € DD ayant 2A pour
ensemble de longueurs d'équerres principales.

Proposition

La partition v vérifie :
o Al + || =1|v|/2 and 66, = 6,

IO (- T (- (55

j=1
hé‘h

Mathias Pétréolle (ICJ) Quelques développements combinatoires 25 Novembre 2015 21 / 40



Et en type C?

En définissant la notion d'équerres généralisées et en suivant le méme
cheminement, on montre le résultat suivant.

Théoréme (P., 2015)

Pour tout nombre complexe z, on a :
2z

-1
1— 2k\z+1 2
75 = T (i-5)

k>1 AeSC heH(

Ceq'v généralise en fait trois autres formules de Macdonald, en types 6“, B
et BC.
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© Une généralisation grace a la décomposition de Littlewood
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Une généralisation de la formule de Nekrasov—Okounkov en

type C

Théoréme (P., 2014 & 2015)

Soit t un entier positif. Pour tous nombres complexes y et z, on a :

Z 5y x/2 H (y— /{—Z)

AeDD heHe(N)
p (z—1)(zt+t-3)/2
[T - x9) - xk0e (1—xkfy2k) sit=2t +1
k>1
(1 _ xk 1 5 )t’—l (1 . y2kat)zt’—1+t’ =L _ )
H Skt 1— yhxkt gl = v
k>1
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Le t-core d'une partition

Soit t un entier fixé. Le t-core d'une partition A est la partition obtenue en
supprimant successivement dans \ tous les rubans de longueur t, jusqu’a ce
qu’on ne puisse plus en supprimer.

Mathias Pétréolle (ICJ)
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Soit t un entier fixé. Le t-core d'une partition A est la partition obtenue en
supprimant successivement dans \ tous les rubans de longueur t, jusqu’a ce
qu’on ne puisse plus en supprimer.

Exemple : A = (5,5,4,4,2)
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Le t-core d'une partition

Soit t un entier fixé. Le t-core d'une partition A est la partition obtenue en
supprimant successivement dans \ tous les rubans de longueur t, jusqu’a ce
qu’on ne puisse plus en supprimer.

Exemple : A = (5,5,4,4,2)

a pour 3-core [ ]
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Le t-core d'une partition

Soit t un entier fixé. Le t-core d'une partition A est la partition obtenue en
supprimant successivement dans \ tous les rubans de longueur t, jusqu’a ce
qu’on ne puisse plus en supprimer.

Exemple : A = (5,5,4,4,2)

a pour 3-core [ ]

Fait : Le t-core d’'une partition est un t-core.
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)

La décomposition de Littlewood envoie une partition A sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)

La décomposition de Littlewood envoie une partition A sur un vecteur
LAO AL XY tel que -

(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions

(i) A= X+ (A% + AL - 4 [AT))
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)

La décomposition de Littlewood envoie une partition A sur un vecteur
LAO AL XY tel que -

(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) Al = AL+ £(120] + [AY] + - - 4 A1)
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)

La décomposition de Littlewood envoie une partition A sur un vecteur
LAO AL XY tel que -

(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) Al = AL+ £(120] + [AY] + - - 4 A1)
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)
La décomposition de Littlewood envoie une partition \ sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) (AL = 1AL+ £ 4 AL 4 -+ AT
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)
La décomposition de Littlewood envoie une partition \ sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) (AL = 1AL+ £ 4 AL 4 -+ AT
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
w =---00110001.101110011 - - -

25 Novembre 2015 26 / 40
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)
La décomposition de Littlewood envoie une partition \ sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) (AL = 1AL+ £ 4 AL 4 -+ AT
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
w =---00110001.101110011 - - -
10 1.1 0

g
o
Il
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)
La décomposition de Littlewood envoie une partition \ sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) (AL = 1AL+ £ 4 AL 4 -+ AT
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
0
LN w =---00110001.101110011 - - -
o wg=--- 1 0 1 1 0
01 1
01‘“0 w=---010 01 1 -
[ 19 1
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)
La décomposition de Littlewood envoie une partition \ sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) (AL = 1AL+ £ 4 AL 4 -+ AT
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
0
LN w =---00110001.101110011 - - -
o wg=--- 1 0 1 1 0
01 1
01‘“0 w=---010 01 1 -
[[1% 1 wy = 001 1 01
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)
La décomposition de Littlewood envoie une partition \ sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) (AL = 1AL+ £ 4 AL 4 -+ AT
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
0
%:10 w =---00110001.101110011 - - - o — HZD
HEY =... 1 1 1
0, . Wo 0 0 H
ol‘ﬁo wp=---0 10 0 1 1.~ M=
1100wy = 001 101 2 1]
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Décomposition de Littlewood

Théoréme (Littlewood, 1951, probablement)

La décomposition de Littlewood envoie une partition \ sur un vecteur
LAO AL XY tel que -
(i) X est le t-core de X et A\, AL, ... At sont des partitions
(i) A= X+ (A% + AL - 4 [AT))
(i) {h/t,h € H:(N\)} =HOO)UHOA) U---UH(AD)

t=3
0
19 1 w =---00110001.101110011 - - -
Lo A=
13] ]o = 10 1 1 0
3191 1 Wo
66 31‘1‘1|0 wy=---0 1 0 0 1 1 --- M=
2 [ [6] [3] 1% 1wy = 001 10 1 A2 =
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Des propriétés de la décomposition de Littlewood

Si A € DD, sa décomposition de Littlewood (X, A2, A1, ..., A\t=1) vérifie :

(i) X et A% sont des partitions a parts distinctes doublées
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Des propriétés de la décomposition de Littlewood

Si A € DD, sa décomposition de Littlewood (X, A2, A1, ..., A\t=1) vérifie :
(i) X et A% sont des partitions a parts distinctes doublées

(i) A et A\*~7 sont conjuguées pour tout i € {1,...,t—1}
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Des propriétés de la décomposition de Littlewood

Si A € DD, sa décomposition de Littlewood (X, A2, A1, ..., A\t=1) vérifie :
(i) X et A% sont des partitions a parts distinctes doublées

(i) A et A\*~7 sont conjuguées pour tout i € {1,...,t—1}

Bl
3
6

N
> =
>
o
>
—
>
o
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De nouvelles propriétés de la décomposition de Littlewood

Lemme (P., 2015)

Ecrivons t = 2t' ou t = 2t' + 1. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) 6x = 050y0 si t est impair et 5y = 050,00, Si t est pair.
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De nouvelles propriétés de la décomposition de Littlewood

Lemme (P., 2015)

Ecrivons t = 2t' ou t = 2t' + 1. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) 6x = 050y0 si t est impair et 5y = 050,00, Si t est pair.
(i) Soit v une case de \° et V la case qui lui est associée dans \. v est

strictement au-dessus de la diagonale principale de \° si et seulement
si il en est de méme pour V dans ).
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De nouvelles propriétés de la décomposition de Littlewood

Lemme (P., 2015)

Ecrivons t = 2t' ou t = 2t' + 1. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) 6x = 050y0 si t est impair et 5y = 050,00, Si t est pair.

(i) Soit v une case de \° et V la case qui lui est associée dans \. v est
strictement au-dessus de la diagonale principale de \° si et seulement
si il en est de méme pour V dans ).

(iii) Soit v = (j, k) une case de \', avec 1 < i < t' et v* = (k,j) une case
de N2t'+1=1 — \i*  On note V et V* les cases de \ qui leur sont
associées. Si V est strictement au-dessus (respectivement en-dessous)

de la diagonale principale de \, alors V* est strictement en-dessous
(respectivement au-dessus) de cette diagonale.
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Preuve de notre généralisation pour t impair

e Soit A € DD et sa décomposition de Littlewood (X, A%, A, ... At™1)
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Preuve de notre généralisation pour t impair

e Soit A € DD et sa décomposition de Littlewood (X, A%, A, ... At™1)

e Ecrivons :

LA | ( _Lzh)
€h

hett(A)
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Preuve de notre généralisation pour t impair

e Soit A € DD et sa décomposition de Littlewood (X, A%, A, ... At™1)

e Ecrivons :

tz X
o2 T (y _ gyh_h) _ g2

hett(A)
t|A\0]/2 yz
X 5>\0 X IA°1/ I I ( — ;>

heH(A\°)
tl
AL 1 (- ()
i=1 heH(N)
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Preuve de notre généralisation pour t impair

e Soit A € DD et sa décomposition de Littlewood (X, A%, A, ... At™1)

e Ecrivons :

tz X
o2 T <y _ gyh_h) _ g2

hett(A)
t|A\0|/2 yz
SN | | (_ﬁ)
heH(A0)

tl
K Tt <y2_ vz 2)
[ 11 (- (F)

@ et sommons sur toutes les partitions A € DD
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Quelques conséquences

Corollaire (P., 2015)

Quand t = y =1, et z remplacé par 2z + 2, on retrouve la formule de
Nekrasov—QOkounkov en type C.
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Quelques conséquences

Corollaire (P., 2015)

Quand t = y =1, et z remplacé par 2z + 2, on retrouve la formule de
Nekrasov—QOkounkov en type C.

Corollaire (P., 2015)

Ona:
V| L
hé‘h

AxeDD heH(N)

exp(—tb’x"/2) [ (1 — x*)(1 —xkf)t’—l sit=2t'+1
k>1

= 5 kt)t’—l ) ,

exp(—b. tb*x* /2) kl;[1 th/ sit =2t
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Et en type C?

On peut aussi généraliser le résultat obtenu en type ad grace a la
décomposition de Littlewood.
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Et en type C?

On peut aussi généraliser le résultat obtenu en type ad grace a la
décomposition de Littlewood.

Théoréme (P., 2015)

Soit t un entier positif. Pour tous nombres complexes y et z, on a :

s 1162

AESC heH:(X)
1—x* okt \ 2k 2kt\(22—1)t' .- /
Hﬁ(l—x t> (1 — 2P0 it — ot
k1 X
= 1 — xk (1 _ X2kt)t’+1 (1 _ y2kX2kt)(t22+z—t—1)/2 _ o 1 1
t =2t
/<1:I1 12k 1 _ xkt (1 — yhxkt)z1 s +
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De nouvelles formules des équerres

Corollaire (P., 2015)

si t est impair,

1 (=1)"
P =
Z A H hep  nl2ngn
AEDD, |A|=2tn heH(N)
#He(A)=2n

si t est pair,

1
> 1 ;-5

AESC,|A|=2tn heH ()

#H:(\)=2n
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De nouvelles formules des équerres

Corollaire (P., 2015)

si t est impair,

2.

AEDD, |A|=2tn
#Hi(N)=2n

(="
nl2ngn

1
I 5=

hEHt(/\)

t
5 -
> o Il 4=
AESC,|A|=tn heH+(N)
#HHe(N)=n

= [x"] exp(—x* — txzt/Z)

si t est pair,

1
Z H F = n|2ntn

AESC,|A|=2tn heH ()
#H.(A\)=2n

t
> a1l =
AEDD,|A|=tn  h€H(N)
#Ht()\):n
= [x""/?] exp(—xt/? — txt/2)

Mathias Pétréolle (ICJ)
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@ Eléments cycliquement pleinement commutatifs
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Groupes de Coxeter

Un groupe de Coxeter est définit par la donnée d'une matrice (ms ¢)s tes

s2=1
Relations { sts--- = tst--- relations de tresse
—— =
Ms,t Ms, ¢ si ms: = 2, relations de commutation
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Groupes de Coxeter

Un groupe de Coxeter est définit par la donnée d'une matrice (ms ¢)s tes

=1
Relations { sts--- = tst--- relations de tresse

N~—— =

Ms,t Ms, ¢ si ms: = 2, relations de commutation
Longueur d'un élément w := ¢(w) = I'entier minimal ¢ tel que

W =51%...5p avec 5; € S
Un tel mot est une décomposition réduite de w € W
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Groupes de Coxeter

Un groupe de Coxeter est définit par la donnée d'une matrice (ms ¢)s tes

=1
Relations { sts--- = tst--- relations de tresse

N~—— =

Ms,t Ms, ¢ si ms: = 2, relations de commutation
Longueur d'un élément w := ¢(w) = I'entier minimal ¢ tel que

W =51%...5p avec 5; € S
Un tel mot est une décomposition réduite de w € W

Théoréme (Matsumoto, 1964)

Etant données deux décompositions réduites de w, il existe une suite de
relations de tresse permettant de transformer I'une de ces décompositions
en l'autre.
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Eléments (cycliquement) pleinement commutatifs

Définition

Un élément w est pleinement commutatif si étant données deux
décompositions réduites de w, il existe une suite de relations de
commutations qui peut &tre appliquée pour transformer une de ces
décompositions en |'autre.
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Eléments (cycliquement) pleinement commutatifs

Définition

Un élément w est pleinement commutatif si étant données deux
décompositions réduites de w, il existe une suite de relations de
commutations qui peut &tre appliquée pour transformer une de ces
décompositions en |'autre.

S55354525153525655 PC, o0—0—0—0—0—0 AG
S1 S2 S3 S4 S5 S

$355152545355 non PC
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Eléments (cycliquement) pleinement commutatifs

Définition

Un élément w est pleinement commutatif si étant données deux
décompositions réduites de w, il existe une suite de relations de
commutations qui peut &tre appliquée pour transformer une de ces
décompositions en |'autre.

S55354525153525655 PC, o0—0—0—0—0—0 AG
$3525152545355 non PC 51 52 53 S4 S5 S6

Définition

Un élément w est cycliquement pleinement commutatif si tous les
décalages cycliques de chacune de ses décompositions réduites est une
décomposition réduite d’un élément PC.
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ycliquement) pleinement commutatifs

Définition
Un élément w est pleinement commutatif si étant données deux
décompositions réduites de w, il existe une suite de relations de
commutations qui peut &tre appliquée pour transformer une de ces
décompositions en |'autre.
S55354525153525655 PC, o0—0—0—0—0—0 AG
81 82 83 S4 S5 Sg
$355152545355 non PC

Définition

Un élément w est cycliquement pleinement commutatif si tous les
décalages cycliques de chacune de ses décompositions réduites est une
décomposition réduite d’un élément PC.

Dans Ag, S55354525153525655 non CPC $»51535,51 non CPC
525183 CPC
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Clétures cylindriques d'empilements

La notion d’empilement permet de caractériser les éléments PC en termes
d’évitements de motifs.

4 4 ~
o—0—0—0—-0 04
t S1 S2 S3 U

W = tS1tSouts3souss
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Clétures cylindriques d'empilements

La notion d’empilement permet de caractériser les éléments PC en termes
d’évitements de motifs.

En définissant la notion de clotures cylindriques d'un empilement, on obtient
une caractérisation des éléments CPC en terme d’évitements de motifs.

t513253u

W = tS1tSouts3souss
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Clétures cylindriques d'empilements

La notion d’empilement permet de caractériser les éléments PC en termes
d’évitements de motifs.

En définissant la notion de clotures cylindriques d'un empilement, on obtient
une caractérisation des éléments CPC en terme d'évitements de motifs.

4 4 ~
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t S1 S2 S3 U

W = tS1tSouts3souss
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Enumération en types affines

Théoréme (P., 2014)

Pour tous les groupes de Coxeter affines, on peut caractériser les éléments
CPC en termes d’expressions réduites. Cela permet de les énumérer,

raffinés par la longueur. Pour tous ces groupes, la série génératrice obtenue
est ultimement périodique.
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CPC en termes d’expressions réduites. Cela permet de les énumérer,
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est ultimement périodique. En type C, on a :

2(nt+1) 4 2n 2n

~CPC _ ACPC
Cn (q) - An+1 (q) + 1— qn+1 q 1— q2n q
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Enumération en types affines

Théoréme (P., 2014)

Pour tous les groupes de Coxeter affines, on peut caractériser les éléments
CPC en termes d’expressions réduites. Cela permet de les énumérer,
raffinés par la longueur. Pour tous ces groupes, la série génératrice obtenue
est ultimement périodique. En type C, on a :

2(nt+1) 4 2n 2n

~CPC _ ACPC
Cn (CI) - An+1 (q) + 1— qn+1 q 1— q2n q

v

Comme corollaire, on retrouve le fait qu'en type affine, un élément CPC est
logarithmique si et seulement si il est & support complet (Marquis, 2013).
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Série génératrice

Théoréme (P., 2014)

Soit W un groupe de Coxeter. La série génératrice des éléments CPC est
une fraction N-rationnelle.
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Série génératrice

Théoréme (P., 2014)

Soit W un groupe de Coxeter. La série génératrice des éléments CPC est
une fraction N-rationnelle.

La preuve consiste a construire un automate fini reconnaissant I'ensemble
des décompositions réduites des éléments CPC.

Mathias Pétréolle (ICJ) Quelques développements combinatoires 25 Novembre 2015 38 / 40



Perspectives

o Caractériser les groupes de Coxeter dont la série génératrice des
éléments CPC est ultimement périodique
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o Prouver les formules de Nekrasov-Okounkov en utilisant une formule
de Cauchy symplectique
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o Caractériser les groupes de Coxeter dont la série génératrice des
éléments CPC est ultimement périodique

o Etude de 'automate (cardinal des états, minimalité, ...)
@ Introduire un poids 7 dans les égalités de type Nekrasov-Okounkov

o Prouver les formules de Nekrasov-Okounkov en utilisant une formule
de Cauchy symplectique

@ Propriétés “a la Stanley” impliquant des fonctions symétriques pour les
partitions DD et SC
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Merci pour votre attention

Mathias Pétréolle (ICJ) Quelques développements combinatoires 25 Novembre 2015 40 / 40



	Introduction
	Formules de type Nekrasov–Okounkov
	Une généralisation grâce à la décomposition de Littlewood
	Éléments cycliquement pleinement commutatifs

