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Avertissement.

Ces notes comportent certainement leur lot d’erreurs plus ou moins graves. Elles ne suivent pas exactement
ce qui a été fait en cours. Remarques, commentaires, questions, corrections, etc. sont les bienvenus.

Les mots qui apparaissent dans un cadre rouge sur le fichier pdf sont cliquables (par exemple, dans la table
des matieres, pour passer a la section correspondante ; ou dans I'index, pour retrouver les endroits ou apparait
un terme particulier).
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Chapitre 0

Notation et Préliminaires

On fixe un langage de base L. On réservera k, A, etc. pour des cardinaux infinis.

On identifiera souvent la structure A et son domain sous-jacent A. De méme, la notation a dénotera un uple
(possiblement infini). Aussi, si A et B sont deux sous-ensembles d’un ensemble commun, on dénotera par AB
leur réunion, et par P(A) 'ensemble des parties de A.

Deux structures A et B sont élémentairement équivalentes, noté A = B, si elles satisfont les mémes énoncés.
Une théorie T est une collection d’énoncés. Elle est consistante si T possede un modele. Elle est compléte si
tous deux modeles sont élémentairement équivalents. Par la suite, on supposera toujours que 1" a des modeles
infinis.

Une sous-structure A de B est une sous-structure élémentaire de B (noté par A < B) si, pour toute formule
sans parametres ¢(x) et tout uple a dans A, on a

A pla) <= B E ¢(a).

Par le lemme de Tarski, c’est équivalent & supposer que pour toute formule ¢(x,y), ou = a longueur 1, tout uple
a et tout élément b, si B = (b, a), alors il existe o’ dans A tel que A = ¢(a’,a). Etant donné un sous-ensemble
A d’une structure B et un cardinal x avec max(|A|,|£]) < k < |B|, il existe une sous-structure élémentaire
de B contenant A de taille k, par Lowenheim-Skolem. De méme, si max(|B|, |£|) < A, il existe une extension
élémentaire de B de taille \.

Un type partiel sur A est un ensemble de formules sur A. L’espace de types (complets) SB(A) sur A est
Pensemble de types partiels p(x) de formules & parametres sur A maximal consistants parmi les formules a
parametres sur A dans les variables x. Souvent, on n’explicitera pas la structure ambiante B. Si z a longueur
n, on parlera de n-types, que I'on dénotera par S5(A). Si b € B, 'ensemble

tp(b/A) = {p(z,a) | B |= @(b, a)}fgﬁ

est un type sur A, dit réalisé dans B par b. Tout type est réalisé dans une extension élémentaire. Si on travaille
avec une certain théorie T', n’on considérera implicitement que des types consistents avec T'. L’espace S, (A)
admet une topologie (dite topologie logique), en prenant comme ouverts basiques la collection d’ensembles de la
forme

[p] = {p € Sn(A) [ ¢(2) € p},

pour chaque formule ¢(x) & n variables. Notons qu’il est Hausdorff (ou Tsq), et que chaque ouvert basique est
aussi fermé. Le théoreme de compacité entraine qu’il est compact avec cette topologie et 0-dimensionnel : il
admet une base d’ouvert-fermés, qui sont de la forme [p] pour une certaine formule .

Tout application élémentaire f : Ag — By, ou Ay (resp. Bp) est un sous-ensemble de A (resp. B) induit une
application continue surjective S5(By) — S7A(Ap). En outre, si A C B, la restriction de parametres induit une
application continue surjective ST (B) — SI'(A). Notons que ces deux applications sont fermées, par compacité
de l'espace de types.

On dit qu’une formule ¢ isole le type partiel X[x] si



Un uple a dans un modele A de T est atomique sur un ensemble B C A si tp(a/B) est isolé dans S(B). Le
théoreme d’omission de types énonce que tout type partiel ¥(x) consistent avec une théorie dénombrable T' qui
n’est pas isolé admet un modele A de T' qui omet X, c’est a dire, le type ¥ n’est pas réalisé dans A.

Deux formules ¢ et 1 sont équivalentes modulo la théorie T, ou T-équivalentes, si

T+ Vz (p(a) < $(x)).

En particulier, une théorie T' a élimination de quantificateurs, ou EQ, si toute formule ¢ est T-équivalente a
une sans quantificateurs. Pour cela, il suffit de considérer le cas ot ¢ = Jx1), avec 1) une conjonction de formules
atomiques (ou leur négations). Le critére suivant s’avere tres utile pour avoir EQ : Une théorie T a EQ si et
seulement si, étant donnés deux modeles M et N avec une sous-structure commune A (éventuellement vide, si
L est relationnel), une formule ¢ = a1 comme auparavant et un uple a dans A, alors

M= p(a) & N E ¢(a).

De plus, si tous deux modeles M et N ont une sous-structure commune, alors T est complete.

En particulier, les théories suivantes sont completes avec EQ :

— T La théorie d’un ensemble infini dans le langage de 1’égalité L_.

— DLO La théorie d'un ordre dense sans extremes dans le langage L<.

— Mod La théorie d’un module infini sur un domain intégre R (ou la multiplication n’est pas nécesairement
commutative) dans le langage Lyroa = {4+, —,0,7}rcr-

— ACF),, La théorie des corps algébriquement clos de caracteristique p (ot p est 0 ou un nombre premier)
dans le langage Lrings = {+,—,-,0,1}.

— RCF La théorie des corps réellement clos dans le langage LoRings = {+,—,-, 0,1, <}.



Chapitre 1

Le théoreme de Morley

1.1 Le monstre

Définition 1.1.1. Une structure A est k-saturée si tout type sur un ensemble de parametres de taille strictement
inférieure a k est réalisé dans A.
Une structure A est saturée si elle est |Al|-saturée.

Remarque 1.1.2. Pour étre x-saturée, il suffit que tout 1-type sur un ensemble petit de parametres est réalisé.
De plus, si A est k-saturée, alors |A| > k.

Lemme 1.1.3. Deuzx structures élémentairement équivalentes saturées de la méme cardinalité sont isomorphes.

Démonstration. Soient A et B saturées élémentairement équivalentes de cardinalité k, et prenons d’énumérations
A = {a;}ick et B = {b;}i<x. On construit par induction une chaine croissante d’applications élémentaires
fa 1 Aa = Ba, ot max(|A,l, |Bal), < k avec fy Papplication vide (qui est élémentaire, car A = B).

Tout ordinal « s’écrit de fagon unique comme « = 8+ m, pour un certain m dans N, ou § est soit 0, soit un
ordinal limite. Par construction, la réunion de fg, pour § < «, induit une application élémentaire g, : A}, — B}.

Si m = 2n, soit p = tp(agtn/AL). Puisque |B}| < &, le type go(p) est réalisé par un élément b dans B par
saturation. On pose fo = go U{(agtn,b)}. Si @ = 5+ 2n+ 1, on prend la préimage du type tp(bg+n/BL) par
go €t on le réalise par a dans A. Donc on pose fo = go U {(a,b5+n)}- O

Définition 1.1.4. Une structure A est k-universel si toute structure élémentairement équivalente a A de taille
strictement inférieure & k se plonge élémentairement dans A.

Une structure A est k-homogéne si, pour toute application élémentaire f définie sur un sous-ensemble Ay
de A de taille strictement bornée par x et tout élément a de A, on peut étendre f & une application élémentaire
définie sur Ag U {a}.

Une structure A est k-fortement homogéne si tout application élémentaire définie sur un sous-ensemble de
A de taille strictement bornée par x s’étend a un automorphisme de A.

La méme démonstration du lemme |1.1.3| permet de montrer le résultat suivant :
Corollaire 1.1.5. Si |£] < k, alors A est k-saturée si et seulement si elle est k™ -universelle et k-homogéne.

Afin de simplifier la notation et les preuves, étant donnée une théorie compléte avec des modeles infinis, les
théoriciens des modeles se placent souvent a l'intérieur d’'un modele assez saturé, pour pouvoir plonger tout
autre modele en considération, et donc le voir comme une sous-structure élémentaire. Or, il existe un modele
de T saturé de cardinalité x > |L£| si & est regulier tel que 2* < k si A < x; un tel cardinal x est dit fortement
inaccessible. L’existence des cardinaux fortement inaccessibles ne peut pas étre déduit de ZF, car elle entraine
I’existence d’un modele standard de ZFC.

Néanmoins, une autre possibilité pour construire un modéle monstre saturé dans sa cardinalité est de renoncer
a avoir comme univers un ensemble et donc travailler avec une classe stricte. Pour cela, on se place dans une
extensions conservative de ZFC, dite NBG (pour von Neumann-Bernays-Gddel), ot 'on ajoute des classes
strictes a ZFC, ainsi qu’un axiome de choix global. On construit donc le monstre € comme une chaine croissante
d’extensions élémentaires de modeles { M, }acon, OU tout type sur M, est réalisé dans M, 41. Ce modele monstre,
qui est unique a isomorphie pres, possede les propriétés suivantes :



Théoréme 1.1.6. Si T est une théorie complete avec des modéles infinis, le monstre € satisfait que :
— € est k-saturé pour chaque K.
— Tout modele de T se plonge élémentairement dans €.
— Tout application élémentaire entre deuxr sous-ensembles de € s’étend en un automorphisme de €.

L’avantage du modele monstre est qu’il nous permet de retrouver tout modele de T' comme une sous-structure
élémentaire, et donc nous n’avons plus besoin d’utiliser la notation M. De plus, tout ensemble de parameétres
est un sous-ensemble de €. Une formule ¢ (& parametres dans €) définit une sous-classe de €, qui la détermine &
T-équivalence pres. Chaque ensemble de formules finimment consistant admet une réalisation dans €. Quoique
les éléments de S(€) sont de classes strictes, on les appellera de types globauz.

On utilisera la notation Aut(€/A) pour parler d’automorphismes de € fixant le sous-ensemble A, méme si
Aut(€) n’est pas un objet (méme pas dans l'extension NBG). En particulier, deux uples sont conjugués par
Aut(€/A) si et seulement s’ils ont le méme type sur A.

Définition 1.1.7. Une formule ¢ est dite algébrique si ¢(€) est un ensemble fini. Un élément b est algébrique
sur un ensemble A s’il satisfait une formule algébrique & parametres dans A. La cloture algébrique acl(A) de A
est I'ensemble d’éléments algébriques sur A.

En outre, un élément b est définissable sur A s’il existe une formule ¢ a parametres dans A telle que
»(€) = {b}. L’ensemble d’éléments définissables sur A s’appelle la cléture définissable dcl(A).

Un type p dans S(A) est algébrique 8'il contient une formule algébrique ; autrement dit, ’ensemble p(€) est
fini.

Remarque 1.1.8. Si ¢(€) est fini, sa taille ne dépend pas du modele M contentant les parametres nécessaires
pour la définir. En particulier, tout modele est algébriquement clos.

Tout type algébrique est isolé par une formule algébrique, donc tout type algébrique est réalisé dans chaque
modele contenant A.

Lemme 1.1.9. Tout application élémentaire f : A — B s’étend & une application elémentaire f : acl(A) —
acl(B).

Démonstration. Soit f’/ une extension de f & €. L’image d’un élément algébrique sur A devient algébrique sur
B, donc f’ envoie acl(A) a acl(B). O

Lemme 1.1.10. Etant donnés une classe définissable X de € et un ensemble A de paramétres, on a que X est
définissable a paramétres dans A si et seulement si f(X) = X pour tout f € Aut(C/A).

En particulier, l’élément b est définissable sur A si et seulement si son orbite par Aut(€/A) a taille 1. De
méme, l’élément b € acl(A) si et seulement si son orbite par Aut(€/A) est finie.

Démonstration. Supposons que X = ¢(€), ol ¢ a parametres dans B D A, et soient 7 : S(B) — S(A) la
restriction des types et f : € — S(B) l'application f(c) = tp(c/B). Remarquons que

En particulier, 'image Y = 7([p]) est fermée. Puisque X est invariant par Aut(€/A), on en déduit que
X = (mo f)"1(Y). Donc S(A) \ Y = m([~¢]) et alors Y est ouvert, ce qui donne que Y = [¢)] pour une formule
1) a parametres dans A, qui définit donc X.
Pour la deuxiéme affirmation, remarquons que a € dcl(A) si et seulement si {a} est Aut(€/A)-invariant. De
plus, les conjugués de a sur A sont exactement les réalisations de tp(a/A).
O

1.2 Le rang de Morley

Par la suite, on se place a l'intérieur d’'un modele monstre € d’une théorie complete T dans un langage £
(éventuellement non-dénombrable).
Nous allons définir une mesure de la taille de toute formule, le rang de Morley RM :

Définition 1.2.1. On définit la relation o < RM(¢p) par induction sur 'ordinal o :
— 0 <RM(yp) si p(€) # 0,



— a+1 < RM(yp) ¢l existe une famille infinie {1);};<. de formules (& parametres dans €), qui sont 2 & 2
disjointes, avec a < RM(v;) et ¢; F ¢ pour chaque i < w.
— a < RM(y), pour « limite, si 8 < RM(y) pour chaque § < a.

Remarque 1.2.2. Par récurrence, on a que o < RM(p) = 8 < RM(yp) pour 8 < a. Si ¢ F ¢, alors
RM() < RM(gp).

Le rang de Morley d’une formule ¢(z,a) ne dépend que de ¢ et tp(a). Dong, si ¢ est définie sur un modele
w-saturé M et a < RM(y), alors il existe une famille {¢;};<, & parametres dans M 2 & 2 disjointes avec
a < RM(v;) et ¥; b ¢ pour chaque ¢ < w. En particulier, la définition récursive est possible, car on se restreint
aux formules & parametres dans M et on ne prend pas la classe des formules & parametres dans € (ce genre de
récurrence n’est pas possible dans NBG).

Définition 1.2.3. S’il n’existe aucun nombre ordinal « tel que v < RM(gp), alors on pose RM(p) = —oo. Si
a < RM(¢p) pour tout o € On, on pose RM(p) = oco. Sinon, il existe un o dans On maximal tel que « < RM(y),
et 'on pose RM(¢) = a.. Si RM(p) € On, la valeur RM(p) s’appelle le rang de Morley de @, et on dit que le
rang de Morley de ¢ est défini.

Notons que RM(yp) = —oo si et seulement si ¢ est inconsistent avec T'. De plus, la formule ¢ est algébrique
si et seulement si RM(p) = 0.

Remarque 1.2.4. Par récurrence, si RM(p) € On, alors pour chaque 8 < RM(y) il existe une formule ¥ de
rang de Morley f telle que ¥ - ¢. En particulier, si le rang de Morley de ¢ est défini, alors RM(p) < (2|T|)+,
puisque les ordinaux qui sont rang de Morley d’une formule forment un segment initial de On.

Lemme 1.2.5.
RM(¢ V ¢) = max(RM(p), RM(¢)).

En particulier, ’ensemble de formules de rang de Morley au plus oo € On est un idéal de l’algébre Booléenne
de classes d’équivalences de formules modulo T

Démonstration. Par la remarque précédente, on a que RM(p V 9) > max(RM(y), RM(¢)). 11 suffit donc de
montrer que, si RM(¢ V1) > a + 1, alors soit RM(¢) > a+ 1 ou RM(¢)) > a4 1. Par hypotheése, il existe une
famille {t;}i<, de formules 2 & 2 disjointes avec & < RM(¢);) et ¢; b ¢ V ¢ pour chaque i < w. Notons que
;= (Vi A) V (¥ A). Par récurrence, on conclut que soit RM(t; A ¢) > a ou soit RM(¢; A ) > «. Une de
deux possibilités doit avoir lieu une infinité des fois, donc soit RM(p) > « + 1, soit RM(¢)) > a + 1. O

Définition 1.2.6. Deux formules ¢ et 1 sont a-équivalentes, dénoté par ¢ ~, 1, si RM(pAY) < a.

Par le lemme [[.2.5] la relation ~, est une relation d’équivalence. Une formule ¢ de rang de Morley o € On
est a-indécomposable si pour toute ¥ C @, alors ¥ ~ ) ou P ~q ©.

Lemme 1.2.7. Toute formule ¢ de rang de Morley o € On est T-équivalente a une disjunction finie des
formules p1,..., @4 de rang « qui sont 2 a 2 disjointes et a-indécomposables. De plus, les formules @1, ..., pq
sont uniques, G ~q-équivalence pres et permutation.

En particulier, si RM(p) < a € On, il existe n dans N tel que 'on ne trouve jamais des formules {t; }i<n,
contenues dans ¢ de rang de Morley supérieur a « et 2 a 2 disjointes.

Démonstration. Sinon, soit ¢ une formule de rang de Morley a sans une telle décomposition. En particulier, il
existe ¥ C o, avec ¥ g 0 et 1) £4 . Donc ¢ et ¢ \ ¢ ont rang de Morley a.. On itére pour trouver une nombre
fini arbitrairement large de formules 2 & 2 disjointes de rang de Morley «, ce qui entraine RM(p) > a.

Pour voir 'unicité de cette décomposition, soit ¥ de rang de Morley a contenue dans ¢ et a-indécomposable.
Puisque

d
i=1
le lemme entraine qu'il existe un seul 1 < i < d avec RM(¢ N ¢;) = a et donc ¢ ~q ;. O

Remarque 1.2.8. Si ¢ a parametres dans un modele w-saturé M, alors il existe une décomposition comme
dans le lemme ot chaque formule 1) a parametres dans M.



Définition 1.2.9. Les formules ¢1,...,¢pq comme dans le lemme [1.2.7| s’appellent les «-composantes de .
L’entier d s’appelle le degré de Morley de ¢, noté par DM(yp).

Remarque 1.2.10. Si RM(yp) = 0, alors DM(yp) = |¢|.

Les rang et degré de Morley se préservent sous bijections définissables.

En outre, 8'il existe une famille infinie {u;},<, de formules (& parameétres dans €), chacune de rang de
Morley au moins « et contenue dans ¢, telle que, pour un certain entier k, la conjonction de chaque sous-famille
de {9 }i<w & k éléments est vide, alors a + 1 < RM(yp).

De fagon analogue a la demonstration du lemme [1.2.5] on en déduit I'additivité du degré de Morley.

Corollaire 1.2.11. Si ¢ est la réunion disjointe de 11 et 1o, toutes les deur du méme rang de Morley que p,
alors
DM(p) = DM(¢1) + DM(¢2).

Définition 1.2.12. Etant donné un type p = tp(b/A), son rang de Morley est

RM(p) = RM(b/A) = min{RM(¢)},ep

et son degré de Morley est
DM(p) = DM(b/A) = min{DM(g)}  wep .
RM(¢)=RM(p)

En particulier, si ¢ € p, alors RM(p) < RM(v). De plus, le type p est algébrique si et seulement si RM(p) = 0.
Dans ce cas, on a que DM(p) = |p(€)|. De méme, si p a parametres sur un modele w-saturé, alors DM (p) = 1.

Remarque 1.2.13. Si p est un type sur acl(A), alors RM(p) = RM(p[A).
Tout type p € S(A) de rang de Morley o € On et degré d contient une formule ¢ de rang « et degré d. De
plus, pour toute formule ¢ & parametres dans A, on a

RM(p A ) < a <= 9 € p.
En particulier, le type p = {¢ La-formule | RM(p A =) < a}, et la formule ¢ est unique, & ~,-équivalence
pres.
Lemme 1.2.14. Si ¢ est une L-formule consistante & parameétres dans A, alors

RM(¢) = max{RM(p) |¢ € p € S(A)}

DM(p) = > DM(p)

pEPES(A)
RM(p)=RM(¢)

Démonstration. D’abord, traitons le cas RM(p) = oo. Le type partiel

{} U {0 | ¢ L4-formule avec RM(¢)) € On}

est consistent et toute complétion p a RM(p) = oo.

Si RM(p) = a € On, soit k dans N maximal tel que ¢ est la réunion de £ 4-formules disjointes ¢;, pour
1 <4 < k, chacune de rang de Morley «. Notons que k& < DM(y). En particulier, puisque « > 0, aucune ¢; est
la réunion disjointe de deux formules sur A de rang de Morley a. Donc chaque ¢; détermine un type complet
sur A :

pi = {9 L-formule | RM(p; A 7)) < a}.
De plus, les p; sont exactement les types sur A du rang de Morley « contenant . Donc DM(p;) = DM(y;). O

Corollaire 1.2.15. Si le rang de Morley de p € S(A) est défini, pour tout A C B on a

DM(p)= > DM(q).
pCq€eS(B)
RM(p)=RM(q)

En particulier, le type p a au moins une extension et au plus DM(p) extensions sur B du méme rang de
Morley.



Définition 1.2.16. Si le rang de Morley du type p € S(A) est défini, une extension p C ¢ € S(B) de types est
non-déviante si RM(p) = RM(q). Si le rang de Morley de p est défini, alors p est stationnaire si DM(p) = 1.

Corollaire 1.2.17. Tout type sur un modéle w-saturé de rang de Morley défini est stationnaire.
Lemme 1.2.18. Si b est algébrique sur Aa, alors RM(b/A) < RM(a/A).

Démonstration. SiRM(a/A) n’est pas défini, il n’y a rien & démontrer. Sinon, supposons que RM(a/A) = a € On
et soit ¢(x,y) une formule & parametres sur A telle que p(z,a) témoigne I'algébraicité de b sur Aa. Puisque
RM(b/Aa) = 0, soit d = DM(b/Aa). On modifie ¢ de telle fagon que RM(Ixp(z,y)) = a et que l'ensemble
o(x,a’) a taille au plus d pour tout o’ dans €.

Il suffit maintenant de montrer que le rang de la formule Jyp(x,y) est borné par «. Sinon, il existe une
famille infinie {¢,(z)}n<, de formules 2 & 2 disjointes, chacune de rang de Morley au moins « et contenue
dans Jyp(x,y). Posons ¢, (y) = Iz (¢(z,y) A, (x)). Par construction, l'intersection de chaque d + 1 parmi les
©n(y) est vide. Comme le rang de Jrp(z,y) est borné par «, alors I'une des formules ¢, (y) doit avoir rang
strictement inférieur & a. Soit V' |= ¥, (z). Puisque v, est contenue dans Jyp(x,y), il existe o’ tel que p(b',a’),
donc b est algébrique sur Aa’. En particulier, 'élément o’ = ¢n,(y), donc RM(a’/A) < a. Par récurrence, on
obtient que RM(b'/A) < « aussi. Cela contredit que RM (¢, (z)) > a.

O

Définition 1.2.19. Une théorie T est totalement transcendante si le rang de Morley de z = x est défini.

Lemme 1.2.20. Une théorie T est totalement transcendante si et seulement si T n’admet pas de modéle M
tel qu’il existe un arbre binaire {ps}sc<wa des formules consistantes a parametres dans M, c’est a dire, pour
chaque s dans “2, la branche {@sn}n<w est consistante et, pour s dans <“2, la formule ¢ contient la réunion
disjointe de w5~ et ps—1.

Démonstration. Supposons que T n’est pas totalement transcendante. Puisque ’ensemble d’ordinaux qui sont
le rang de Morley d’une formule de T n’est pas cofinal, il existe donc un ordinal « tel que RM(p) = oo si et
seulement si RM(¢) > o pour toute formule ¢.

Soit M un modele w-sature de T contenant les parametres d’une formule ¢y sans rang de Morley. En
particulier, on a que RM(¢p) > a + 1, donc il existe deux formules disjointes 11 et 12 dans ¢ de rang au moins
«, que I'on suppose aussi définies sur M. Puisque 9 - ¢ A =1)1, la remarque entraine que @ est la réunion
disjointe de deux formules ¢q et 1 sur M sans rang de Morley. Par récurrence, on obtient un arbre binaire des
formules a parametres dans M.

Si T admet un arbre binaire {@4}sc<wo & parameétres sur un modele M, supposons que le rang de Morley
de @y est défini et égal a o. Puisque ¢y contient la réunion disjointe de g et 1, soit le rang de Morley ou le
degré de Morley doit diminuire a chaque étape, par le lemme et le corollaire ce qui contredit que
I’arbre est infini.

O

1.3 Le Théoréeme de Morley

Définition 1.3.1. La théorie T est k-catégorique si elle n”’admet qu’un seul modele (& isomorphie pres) de
cardinalité k.

Remarque 1.3.2. Notons que si T est k-catégorique, elle doit étre impérativement complete.

Donc par la suite, dans cette partie, on supposera que la théorie T' est dénombrable et complete avec des
modeles infinis. Le célebre théoreme de Morley affirme que la catégoricité dans un cardinal non-dénombrable
entraine la catégoricité dans tous les cardinaux non-dénombrables. Pour le démontrer, Morley introduisit des
notions et techniques qui sont a la base de la théorie des modeles géométrique de nos jours.

Définition 1.3.3. Un modele M = T est dit premier s’il se plonge élémentairement dans tout autre modele
de T. On définit de facon analogue étre premier sur un sous-ensemble A.

Un modele M |= T est dit minimal sur la sous-partie A C M s’il ne contient pas de sous-modeles propres
contenant A.

Un modele M est constructible sur A si M = {m;}i<x et le type de chaque m; est atomique sur AU{m;};;.
On dit que M est atomique s’il est constructible sur §.



Proposition 1.3.4. Un modeéle M de T est premier si et seulement s’il est dénombrable et atomique.

Démonstration. Clairement, puisque 7" admet un modele dénombrable, alors le modele premier M doit 1’étre
aussi. De méme, tout type réalisé dans M l’est dans tout autre modele de T, donc M ne réalise pas de types
non-isolés.

Supposons que M |= T est constructible dénombrable et soit N = T un autre modéle quelconque. Fixons une
énumération M = {a; };en. Nous allons construire une suite croissante d’applications élémentaires f,, : A, — N,
ou A, = {a;}i<n. Notons que fy est élémentaire puisque T est complete. Si f,, : A, — N est donnée, il suffit
de montrer que le type f,(tp(a,/Ay)) est réalisé dans N. Puisque le type tp(a,/A,) est isolé par la formule
o(z,a), le type fr(tp(an/Ay)) est isolé par ¢(x, f(a)) et donc réalisé dans N. O

Corollaire 1.3.5. Un modéle premier de T', s’il existe, est unique & isomorphie prés. De plus, il est w-homogéne.

Proposition 1.3.6. La théorie T' posséde un modéle premier si et seulement si les types isolés sont denses dans

S(0).

Démonstration. Si M |= T est premier, étant donné un voisinage [¢] d’un type p dans S(0), la formule ¢ est
consistante et donc réalisé dans M par a. Or, le type tp(a) est isolé et contenu dans [¢].
Pour l'autre direction, il suffit de montrer que, pour chaque n dans N, le type partiel

S(x1, . xn) = {001, xn) @] N SR = 1}

n’est pas isolé, puisque un modeéle M dénombrable qui omet tout les ¥(xq,...,x,) est, par construction, ato-
mique. Si 1 isole X, la densité des types isolés entraine qu’il existe un type p isolé par une formule ¢ qui est
contenu dans [¢p]. En particulier, puisque |[¢] NS, | = 1, on a que

TEYVz, . ooyzy (W(X1,. .0, 20) = (X1, .., 20)),

ce qui contredit le fait que ¥ et ¢ sont dans p.
O

Corollaire 1.3.7. Si T est totalement transcendante, alors, pour tout ensemble A, les types isolés sont denses
dans S(A). En particulier, tout sous-ensemble A admet un modéle premier M, c’est & dire, toute application
élémentaire de A dans N s’étend a une de M dans N. De plus, ce modéle M est constructible sur A.

Démonstration. Sinon, il existe une formule ¢ telle que [¢] ne contient pas de types isolés. Or, en particulier,
[[¢]] > 2, donc il existent deux formules g et ¢, disjointes contenues dans ¢. Ni [pp] ni [p1] contiennent des
types isolés, donc on itere pour obtenir un arbre binaire. O

Théoréme 1.3.8 (Ryll-Nardzewski). Les conditions suivantes sont équivalentes :
— La théorie T est w-catégorique.
- S,(0) est fini Vn € N.
— Tout modele dénombrable est w-saturé.
— Il n’eziste qu’un nombre fini de formules a variables, a T-équivalence pres.

Remarque 1.3.9. Notons que T est w-catégorique si et seulement si S, (A) est fini pour chaque ensemble fini
A. En particulier, la cloture algébrique d’une ensemble fini A est finie aussi (On dit que T est localement finie,

cf. Corollaire |4.3.12)).

Corollaire 1.3.10 (Vaught). Une théorie compléte dénombrable T ne peut pas avoir exactement deux modéles
dénombrables, a isomorphie pres.

Définition 1.3.11. Une paire de Vaught de T est la donnée de M 3 N |=T et d'une formule ¢ & parametres
dans M tels que l'ensemble ¢(M) = p(N) est infini.

Remarque 1.3.12. Notons que T n’admet pas de paires de Vaught si et seulement si, pour toute formule ¢ a
parametres dans A C M |= telle que I'ensemble ¢(M) est infini, alors M est minimal sur A U p(M).

Théoréme 1.3.13 (Le théoreme de deux cardinaux de Vaught). Si T admet des paires de Vaught, alors, pour
tout k > w, il existe M =T de cardinalité k et une formule p a paramétres sur M telle que p(M) est infini
dénombrable.



Corollaire 1.3.14. Si k > w, une théorie k-catégorique n’a pas de paires de Vaught.

Démonstration. Si T avait une paire de Vaught, alors par le théoréme il existe M =T de cardinalité x
et ¢ telle que p(M) est infini dénombrable.

Puisque le langage est dénombrable, c’est facile a construire, par un argument de chaine, un modele N
de cardinalité k tel que toute formule infini & parametres dans N est non-dénombrable. Cela contredit la x-
catégoricité de T O

Définition 1.3.15. La théorie T' élimine le quantificateur 3°°x si pour toute formule ¢(x,y) il existe un entier
n, tel que, pour tout M =T et tout uple a dans M,

@(M, a) est infini ou |p(M,a)| < ne,.
Equivalemment, pour toute formule ¢(z,y) il existe ¢ (y) telle que, pour tout M = T et tout uple a dans M,

©(M,a) est infini < M = ¢(a).
Remarque 1.3.16. Pour éliminer 3°°z, il suffit de le montrer pour x de longueur 1.

Exercice. Si T est la théorie dans le langage L = {E} qui énonce que E est une relation d’équivalence avec
exactement une classe de taille n, pour chaque n € N, alors T n’élimine pas 3°*°z.

Lemme 1.3.17. Si T n’a pas des paires de Vaught, elle élimine 3*°x.

Démonstration. Sinon, étant donnée une formule p(z,y), pour chaque entier n, il existe un modele M,, =T et
un uple a,, dans M, tels que 'ensemble (M, a,,) est fini mais de taille au moins n. Si U'on prend une extension
élémentaire N,, de M,,, 'ensemble (M, a,) = p(Nyn,ay), puisque c¢’est fini.

Par compacité (dans le langage LU {P}, ou P s’interpéte comme une sous-structure élémentaire propre), on
obtient une paire de Vaught pour T'. O

Définition 1.3.18. La théorie T est x-stable si |S(A)| < k pour tout ensemble A de taille bornée par k.

Remarque 1.3.19. Pour montrer que T est k-stable, il suffit de borner le nombre des types unaires sur A, que
I’on peut supposer un modele.

Un argument de chaine permet de montrer que si T est x-stable, alors pour tout cardinal régulier A < k,
il existe un modele de cardinalité s, qui est A-saturé. Donc, si T est k-stable pour k régulier (en fait, cette
condition n’est pas nécessaire), elle a un modele saturé de cardinalité x, qui est unique & isomorphie pres, par
le lemme [1.1.3] En particulier, nous n’avons pas besoin de travailler avec le monstre, et le modele saturé de
cardinalité & nous suffit (si &7 = &).

Grace a la Skolemisation de toute théorie, on peut montrer le résultat suivant :

Lemme 1.3.20. Pour tout k > w, il existe M =T de taille k ne réalisant qu’un nombre dénombrable des types
sur chaque ensemble dénombrable.

Ceci permet de déduire le résultat suivant :
Théoréme 1.3.21. Si T est k-catégorique pour un certain k > w, alors T est w-stable.

Démonstration. Sinon, il existe un ensemble A dénombrable tel que S(A) contient une collection de taille wy
des types distincts. On peut prendre un modele N de T de cardinalité x contenant A qui réalise tous ces types,
et soit M le modele de T' comme dans le lemme [1.3.20} Clairement N 2 M. O

Théoreme 1.3.22. Si T est w-stable, alors elle est totalement transcendante. De plus, si T est totalement
transcendante, alors elle est k-stable pour tout k > w.

Démonstration. Clairement, les parametres nécessaires pour témoigner un arbre binaire des formules forment
un ensemble dénombrable A. Chaque branche détermine un type différent, donc il existe 2% types sur A.
Supposons maintenant que S(A) contient plus de k types pour un ensemble A fixé de taille borné par .
Nous appelleront une formule ¢ & parametres sur A large si |[p]| > x. Puisque le langage est dénombrable, le
nombre des types contenant uniquement des formules non larges est borné par k.
Par définition, la formule x = x est large. Si ¢ est large, elle est donc contenue dans deux types distincts,

ne contenant chacun que des formules larges. Ceci donne un arbre binaire.
O



En particulier, la théorie T' est w-stable si et seulement si elle est totalement transcendante (Notons que le
langage est dénombrable). De plus, la théorie T' a un modele saturé de cardinalité x pour chaque &, qui est donc
unique a isomorphie pres. Nous n’avons pas besoin de NBG pour obtenir un modele monstre.

Corollaire 1.3.23. Si T est k-catégorique pour un certain k > w, alors T est totalement transcendante.
Grace au lemme on conclut le résultat suivant.
Corollaire 1.3.24. La théorie T est k-catégorique si et seulement si tout modéle de cardinalité k est saturé.

Lachlan montra que, si T est totalement transcendante et M = T est un modeéle non-dénombrable, il a des
extensions élémentaires de cardinalité arbitraire qui omettent tout type partiel p sur un ensemble dénombrable
A C M, si p est omis dans M. En particulier, ceci et le corollaire précédent permettent de montrer facilement
que si T est k-catégorique pour un certain x > w, alors elle est Ni-catégorique. Pour montrer que si T est
N;-catégorique, alors elle est k-catégorique pour tout x > w, il nous faudra étudier d’ensembles dits fortement
minimauz, qui déterminent chaque modele, par le résultat suivant :

Corollaire 1.3.25. Si k > w et T est k-catégorique, alors étant données un modele M et une formule infinie
© @ paramétres dans A C M, le modéle M est le modéle premier constructible sur AU o(M).

Démonstration. Puisque T est totalement transcendante, par le corollaire [1.3.23] il existe un modele premier
sur AU (M), qui est constructible, par le corollaire Alors N se plonge dans M et donc est isomorphe a
M, par minimalité de M sur AU p(M), par le corollaire [1.3.14] et la remarque [1.3.12 O

Définition 1.3.26. Une formule ¢(x) a parametres dans M |= T est minimale si pour toute 1(x) & parameétres
dans M, 'ensemble ¢ N est soit fini soit cofini.

La formule ¢ est fortement minimale si @ est minimale dans toute extension élémentaire de M. Un type non-
algébrique qui contient une formule fortement minimale est dit fortement minimal. La théorie T est fortement
minimale si x = x est.

Remarque 1.3.27. Si ¢(x,a) est fortement minimale, ceci est une propriété élémentaire de tp(a), et donc
indépendante du modele qui contient 1'uple a. En particulier, si ¢(x,a) est fortement minimale, pour toute
formule ¢(z,y) il existe un entier ny tel que, si ¢¥(z,b) F ¢(z,a) pour un certain b et n < |¢p(z,b)|, alors

lp(x,a) \ ¥(z,b)| < n.
De plus, si T élimine 3°°z, alors toute formule minimale est fortement minimale.

Lemme 1.3.28. Si T est totalement transcendante, toute ensemble définissable infini de M™ contient une
formule minimale.

Démonstration. Soit ¢ un ensemble infini définissable dans M™, donc en particulier RM(p) > 1. Prenons, parmi
tous les sous-ensembles infinis définissables de ¢ a parametres dans M, un de rang de Morley et degré de Morley
minimal, dans 'ordre lexicographique. Il est clairement minimal, par le lemme et le corollaire O

Corollaire 1.3.29. Une formule ¢, a parameétres dans M, est minimale si et seulement s’il existe un seul type
non-algébrique p dans S(M) la contenant.

Lemme 1.3.30. Un type fortement minimal p dans S(A) admet une seule extension non-algébrique sur chaque
B D A dans une extension élémentaire. En particulier, le type p®™ donné par n réalisations ay,...,a, de p
telles que a; ¢ acl(A,aq,...,a;—1) est uniqguement déterminé par p et n.

Démonstration. C’est évident que p admet d’extensions non-algébriques a I’ensemble de parametres B. Or, si
 est une formule fortement minimale dans p, le corollaire [1.3.29| entraine que ¢ est contenue dans un seul type
dans S(M), pour chaque M D B, ce qui donne l'unicité des extensions non-algébriques pour p. O

Définition 1.3.31. Une prégéométrie est la donnée d’un ensemble X et un opérateur cléture cl : P(A) — P(A)
satisfaisant, pour tout A C X :

Réflexivité A C cl(4),

Caractere fini cl(4) = | cl(4),

A'CA
fini

Transitivité cl(cl(A)) = cl(4),
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Principe d’échange de Steinitz Pour tout a et b dans X,

a € cl(Ab) \ cl(A) = b € cl(Aa)

En particulier, 'opérateur est monotone : si A C B, alors cl(4) C cl(B).

Notons que dans toute structure A, opérateur acl est réflexif, transitif et a caractére fini. Si ¢ est fortement
minimale, alors acl restreint & ¢ induit une prégéométrie. De la méme fagon que dans le cas d’un espace vectoriel,
étant donnée une formule fortement minimale ¢ sur A, a toute modele M D A I'on peut associer sa dimension
dim, (M /A), la longueur maximale d’un uple dans ¢(M) acl-indépendante sur A. Cette dimension est invariant
par automorphismes.

Notons que la dimension d’une prégéométrie est sous-modulaire :

dim(cl(YZ)) + dim(X N Z) < dim(Y) + dim(Z),
pour tous sous-ensembles clos Y et Z.

Définition 1.3.32. Une prégéométrie est triviale si pour tous deux uples finies a et b, on a cl(ab) = cl(a)Ucl(b).
La prégéométrie est localement modulaire si, pour tous deux sous-ensembles clos Y et Z avec 0 < dim(Y NZ),
alors
dim(cl(YZ)) + dim(X N Z) = dim(Y) + dim(Z).

Elle est modulaire si I’on a toujours I’égalité sans restrictions.

Corollaire 1.3.33. Si ¢ est fortement minimale et définie sur Ay, €tant donnés deur modéles M et N
contentant Ag, il existe une application élémentaire entre o(M) et p(N) si et seulement si dimp(M/Ag) =
dim p(N/Ap).

Par le lemme de Tarski, on déduit le résultat suivant.

Corollaire 1.3.34. Si T est fortement minimale et S est un sous-ensemble infini de M =T algébriquement
clos, alors S < M. En particulier, si A est infini, alors acl(A) est le modéle premier sur A.

Corollaire 1.3.35. Si T est fortement minimale, elle est k-catégorique pour tout Kk > w. Un modele M de T
est saturé si et seulement si dim(M) = k.

On a a notre disposition tous les ingrédients pour montrer le théoréeme de Morley, grace au résultat suivant :

Théoreme 1.3.36 (Baldwin-Lachlan). Si k > w, la théorie T est k-catégorique si et seulement si elle est
w-stable et sans paires de Vaught.

Démonstration. Si T est k-catégorique, alors elle est w-stable par le théoreme De plus, elle n’a pas de
paires de Vaught par le corollaire [I.3.14]

Si T est w-stable sans paires de Vaught, alors elle est totalement transcendante, par le théoréeme
donc par le corollaire elle admet un modele premier My. Puisque My est infini, le lemme donne
lexistence d’une formule minimale ¢(z) & parametres sur M. Le lemmeet la remarque entrainent
que @ est fortement minimale. Notons que les parametres de ¢ sont réalisés dans tout modele de T', car son
type est atomique.

Etant donnés deux modeles M et N de T de cardinalité K, nous pouvons voir My comme une sous-structure
élémentaire commune de M et de N. Le corollaire [1.3.25] nous permet d’en déduire que dim,(M/My) = k =
dimy(N/My). En particulier, par le corollaire |@,_T01|15 avons une application élémentaire entre (M) et
»(N), qui s’étend & un isomorphisme entre M et N.

O

Corollaire 1.3.37 (Morley). Si k > w, la théorie T est Ni-catégorique si et seulement si elle est k-catégorique.
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Chapitre 2

Eléments de stabilité

2.1 Ensembles fortement minimaux

Dans cette partie, nous allons considérer d’ensembles fortement minimaux pour décrire certains de leurs
propriétés. La remarque suivante suit immédiatement de la définition.

Remarque 2.1.1. Une formule ¢ est fortement minimale si et seulement si RM(¢) =1 et DM(yp) = 1.

Théoréme 2.1.2. Si ¢ est une formule fortement minimale a parametres sur B, alors pour tout uple a1, ..., an
de réalisations de ¢, on a que RM(ay,...,a,/B) = dimy,(a1,...,an/B).

En particulier, pour des réalisations de ¢, le rang de Morley est additif, c’est a dire, si a et ¢ sont des uples
dont chaque coordonnée réalise ¢, alors

RM(a, c/B) = RM(a/B) + RM(c/Ba).

Démonstration. Par le lemme|1.2.18] nous pouvons supposer que ay, ..., a, sont algébriquement indépendantes
sur B. Montrons d’abord, par récurrence, que tp(ay,...,a,/B) a rang de Morley au moins n. Si n = 1,
alors c’est évident. Pour n > 1, soit ¢(z1,...,2,) une formule dans tp(ay,...,a,/B). La formule t,, =
(Y(ar, @2, ...,2,) A21 = a1) € tp(as,...,an/Bay). Or, le lemme[1.2.18donne par récurrence RM(a, . .., as/B) =
RM(ag, ...,a,/B) > n— 1. En particulier RM(t4,) > n — 1. Notons que si a] =p a1 est un conjugué différent
de ay, alors ¥g, Nty = (). Comme a; n’est pas algébrique, il donne une nombre infini de conjugués disjoints
contenus dans ¢ (x1,...,2,). On conclut donc que RM(¢)) > n.

Par le lemme le type d’un uple de longueur n algébriquement indépendant est uniquement déterminé.
Par la discussion précedente, il a rang de Morley au moins n. Puisque le rang de la formule p(z1)A. .. Ap(x,) est
le maximum des rangs de Morley des types qui la contiennent, il suit par récurrence que son rang est exactement
n. O

Corollaire 2.1.3. Si ¢ est une formule fortement minimal, étant donnée une formule ¥(x1, ..., x,,y) telle que

w(xla <oy Iy y) F /\ @(xl)a
1

alors Uensemble {b| RM(¢(x1,...,2,,b)) = k} est définissable pour tout k < n.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 'ensemble {b| RM(¢)(z1,...,2,,b)) > k} est définissable. Si n =
1, ceci suit du fait que 3*°x(x,b) est une propriété élémentaire de b, par la remarque Pour le cas
général, il suit du théoreme que RM(¢(z1,...,2,,b)) > k si et seulement si, soit il existe un a; avec
RM(¢ (a1, xa,...,xn,b)) > k, soit il existe un a; qui n’est pas algébrique sur b tel que RM(¢ (a1, za, ..., z,,b0)) >
k — 1. Le premier cas suit par récurrence sur n. Le deuxieme cas suit du fait que, si (a1, b) exprime que
RM(¢(ay,x2,-..,2n,b)) >k — 1, alors il suffit d’éliminer 3°x10(x1,b). O

Définition 2.1.4. Une formule ¢ est presque fortement minimale si et seulement s’il existe un ensemble
fortement minimal ¢ & parametres sur A tel que chaque élément de v est algébrique sur ¢(€)A.

12



Notons que, par le lemme [1.2.18] le rang de Morley d’une formule presque fortement minimale est fini.

Lemme 2.1.5. Soit ¢ une formule fortement minimale sur A. Si f | ¢ n'est pas algébrique sur AU {a} avec
RM(a/A) défini, alors RM(a/A) = RM(a/A, f).

Démonstration. En prenant une extension w-saturée des parametres qui préserve le rang RM(a), on peut
supposer que I'ensemble de paramétres A de base necessaires pour définir de ¢ est fini et contenu dans un
modele w-saturé M. Soit & = RM(a/M) et supposons que RM(a/M f) < «, témoigné par une formule (a, f)
a parametres sur M. Puisque f = o(y) A0(a,y) et f ¢ acl(M,a), cet ensemble doit étre cofini. Comme M est
w-saturé et tp(f/A) n’est pas algébrique, il existe une réalisation f dans M telle que 6(a, f). Or, les éléments
f et f ont le méme type sur A, donc RM(6(z, f)) < «, ce qui contredit RM(a/M) = a. O

A Dintérieur d'un ensemble presque fortement minimal, le rang de Morley est additif.

Lemme 2.1.6. Soient a et b deux uples d’un ensemble presque fortement minimal ¥ sur un ensemble C' de
parametres. Alors

RM(a, b/C) = RM(a/C) + RM(b/Ca).

Démonstration. On peut supposer que a et b sont algébriques sur ¢(€)C, ou ¢ est une formule fortement
minimale a parametres sur C. On nome C, que I'on suppose vide. Or a est algébrique sur 'uple f dans ¢, que
I’'on décompose comme fi fo, ou fi est algébriquement indépendante de a et fy est algébrique sur fia. Par le
lemme nous pouvons supposer que f1 est algébriquement indépendante sur ab.

De méme, I'élément b est algébrique sur g;go2, ou g7 est algébriquement indépendante sur fiab et go est
algébrique sur f1giab.

Notons que ab est interalgébrique avec fogs sur fi1g1. De plus, 'uple f1g; est algébriquement indépendante
sur ab, par construction. Donc, par les lemmes [2.1.5 et |[1.2.18] nous avons que

RM(ab) = RM(ab/fig1) = RM(f292/f191) = RM(f2/f191) + RM(g2/ f1f291) =

RM(a/fig1) + RM(b/ fig1a) = RM(a) + RM(b/a).

O

Exemple 2.1.7. Les théories T, Mod et ACF,, sont fortement minimales. De plus, le rang de Morley équivaut
a

- T RM(a/B) = |a\ B|.

— Mod RM(a/B) = ldimg(aB), la dimension linéaire de l'espace vectoriel engendré par B sur (B).

— ACF, RM(a/B) = trg(a), le degré de transcendance du corps B(a) au-dessus du sous-corps B.

La géométrie de la théorie T, est triviale et Mod est (localement) modulaire. La théorie ACF, n’est pas
localement modulaire : Soient a, b, c,d algébriquement indépendantes sur le corps premier F' et on pose Y =
F(a,b,c) et Z = F(a,d,cd+b). Alors

3 = RM(Y)=RM(2)
1 = RM(YN2Z2)
4 = RM(YZ)

Une question, nommée la conjecture de Zilber ou de la trichotomie, portait sur ces trois exemples archétypes :
si une théorie fortement minimale non localement modulaire devait récupérer un corps infini de fagon définissable
(ou plutdt interprétable). Or, cette conjecture s’avere fausse, grace aux contre-exemples de Hrushovski, qui ne
définissent méme pas des groupes infinis [4 [3] [[2]. Néanmoins, dans le cas des Structures de Zariski, intro-
duites par Hrushovski-Zilber [6], le principe de la trichotomie est valable, qui s’avere fondamentale pour la
démonstration de Mordell-Lang fonctionnel en toute caractéristique par Hrushovski [5].

Remarque 2.1.8. Soit K un corps parfait. Rappelons que le domaine d’intégrité K[T1,...,T,] est un anneau
noethérien : tout idéal est finiment engendré. En particulier,si I C KT, ..., T,] est un idéal, on défini ’ensemble

Z(I) ={(z1,...,2n) € K" | P(21,...,2,) =0VP € I},
que l'on appelle le fermé de Zariski associé & I. De plus, tout ensemble S C K™ défini un idéal de K[T,...,T,]:
I(S)={P e K[T1,...,T,]| P(a1,...,a,) =0V(az,...,a,) € S}.

Un fermé est dit K-irréductible (ou une variété) s’il n’est pas la réunion de deux sous-ensembles fermés
propres. En particulier, nous avons une correspondance contrevariante entre la collection de fermés de zariski
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de K™ et les idéaux radicaux de K[T1,...,T,]. De plus, un fermé V est une variété si et seulement si I(V') est
premier. La noethérianité de K[T7,...,T,] équivaut a dire que tout fermé s’exprime comme la réunion finie des
variétés, qui est unique (& permutation pres) si 'on impose qu’aucune de variétés n’est contenue dans une autre.
Les ensembles fermés de Zariski déterminent une topologie, qui cependant n’est pas Hausdorff : & l'intérieur
d’une variété V, tous deux ouverts non-vides ont intersection non-vide.

Un ensemble de K™ est constructible s’il est une combinaison booléenne de fermés. L’élimination de quantifi-
cateurs pour ACF), est équivalent au théoreme de Chevalley, qui affirme que la projection d’un constructible ’est
aussi. En particulier, la catégorie d’ensembles définissables d’ACF,, correspond & celle d’ensembles constructibles.

2.2 Héritiers, cohéritiers et définissabilité

On considere par la suite une théorie complete dénombrable T' avec des modeles infinis.

Définition 2.2.1. Soient A C B une extension de types p € S(A) contenu dans ¢ € S(B). Le type ¢ es un
héritier de p si toute formule p(z,b) € q est représentée dans p, c’est & dire, il existe a dans A tel que p(x,a) € p.
Le type g est un cohéritier de p si tout formule ¢(x) € ¢ est satisfaite par un uple a de A.

Exercice. Soit ) # A C B et p € S(B) tel qu'il existe b € B\ A avec b |= p. Alors p n’est ni héritier ni cohéritier
de plA.

Remarque 2.2.2. Soient A un ensemble et deux uples b et c. Le type tp(b/Ac) est un héritier de tp(b/A) si et
seulement si tp(c/Ab) est un cohéritier de tp(c/A).

De plus, si ¢ € S(B) est un héritier de p € S(A), étant données des formules ¢(x,y) et O(y) & parametres
dans A telles que ¢(x,b) € g et b |= 6, alors il existe un a dans A tel que a = 0 et p(z,a) € p.

Lemme 2.2.3. Siq € S(B) est un héritier de p € S(M), ot M est un modéle, alors, pour tout C D B, il existe
une extension de q a C qui est un héritier sur p. De méme si l'on remplace héritier par cohéritier.

Démonstration. Supposons que ¢ est un héritier de p, et posons

r=qU{p(z,c)|p(x,m) € p¥m e M}.

Si 7 est consistent, toute complétion de r est une extension de ¢ et est un héritier de p par construction.
Si r était inconsistant, il y aurait un nombre fini des formules ¢1(z,¢1),. .., ¢r(z,ck) inconsistentes avec un
fragment fini 0(x,b) de ¢. En particulier, la formule

k
Jy1 ... Jyg (0(3:, b) A \/ —p;(z, w))
1

appartient a ¢q. Puisque ¢ est un héritier de p et M est un modele, on trouve des uples m,m1,..., my tels que
O(z,m) € p et

k
\/ _'Qoi(xa m’b) €p,
1

k
ce qui contredit que A ¢;(z,m;) € p, par définition.
1

Si g est un cohéritier de p, il suffit de montrer que toute collection r de formules & parametres dans C
contenant ¢ finiment consistante dans M et maximale avec ces conditions est un type complet. Clairement r
est consistant, par construction. Si ni ¢(z,¢) ni sa négation sont dans r, alors par maximalité, ni r» U {¢(x,¢)}
ni r U {—p(z,c)} sont finiment consistants dans M. Soit 6 € r le témoignant. Puisque

¢E Vx(@(x) Fo(x,c) Vo, c)),

la formule A(z) ne peut pas étre réalisée dans M, qui contredit que 6 est consistante. O

Corollaire 2.2.4. Si M est un modéle, la collection Coherys de types globauz (a paramétres dans €) qui sont
des cohéritiers sur M est un fermé non-vide de S(€), qui est fixé point par point par Aut(€/M). De plus, la

cardinalité de Cohery; est bornée par 2™
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Démonstration. Puisque M est un modele, tout type sur M est un cohéritier de lui-méme et donc il admet une
extension globale cohéritiere. Soit ¥ la classe de formules ¢(z, ¢) & parametres dans € telle que = ¢(m, ¢) pour
tout m dans M. Un type global ¢ est un cohéritier sur M si et seulement si ¢ € [p] pour chaque ¢ € X.

Soit ¢ un cohéritier sur M et f un automorphisme de € qui fixe M. Si ¢(z, ¢) est une formule & paramétres
dans €, alors pour tout m dans M, on a que ¢(m, ¢) < ¢(m, f(c)), puisque ¢ =ps f(c). Donc

q € [p(z,¢) = p(z, f(O))],

ce qui entraine que ¢(z, f(c)) € ¢ aussi.

Pour ¢ € S(€), on pose M(q) = {o(M,c)|¢(z,c) € ¢} C P(M). Clairement, I'ensemble M (gq) est clos par
des intersections finies. Si ¢ € Coheryy, alors § ¢ M(q). Pour montrer que |Coherps| < 22‘M|, il suffit de voir
que si p et ¢ sont des cohéritier sur M avec M(p) = M(q), alors p = q. Si p # ¢, il existe ¢(x,c) € p avec
—p(x,c) € q. Or, si M(p) = M(q), alors § = (M, c) N—p(M,c) serait dans M (p), ce qui contredit la définition
de cohéritier. O

Remarque 2.2.5. Si M est un modele et les types tp(b/MC) et tp(a/MCb) sont des cohéritiers sur M, alors
le type tp(ab/MC') Vest aussi.

Définition 2.2.6. Un type p € S(B) est définissable sur A C B si, pour toute L-formule p(z,y), il existe ¥ (y)
a parametres dans A telle que, pour tout b dans B, on a

o(x,b) €p b= Y(y).

Le type p est définissable s’il est définissable sur B. On posera dpp(y) = ¥(y) pour indiquer la dépendance du
type et de la formule.

Exemple 2.2.7. Dans une théorie fortement minimale, tout type p est définissable. Pour le voir, prenons g € p
du rang et degré de Morley minimaux. Etant donnée une formule o(x,y), par le corollaire soit Y(y) la
formule qui exprime RM(—p(z,y) A go(x)) < RM(po(x)). Notons que cette formule est définissable sur les
mémes parameétres de ¢ et g, par lemme [I.1.10] Remarquons que, par le lemme [I.2.5] et le corollaire [I.2.11] on
a que

p(z,b) Ep e bE1d(y).

En particulier, si T est ACF,, et le type p est le (seul) type transcendant sur A, étant donnée une formule
o(z,y), elle est une combinaison booléenne d’égalités polynomiales dans la variable x & coefficients dans Fy],
ou F est le corps premier. On pose d,p(y) = A ai(y) = 0, avec a; ces coefficients qui apparaissent dans la partie
positive de ¢(z,y) (ou dp¢ =y = y si cette partie est vide).

Exercice. Montrer que tout type unaire sur M = (w, <) est définissable.

Lemme 2.2.8. Un type définissable p € S(M) admet, pour chaque B D M, une seule extension q € S(B)
définissable sur M. De plus, le type q est le seul héritier de p.

Démonstration. Posons g = {p(x,b) | = dpp(b)}. Puisque

M ': Yy ... Vyp,3x (/\ dp‘zpi(yi) = /\S%(:%Zﬁ));

1
on a la consistence de q. De plus,
M =y (dpw(y) & ﬂdp(w)(y)),

ce qui entraine que g est complet.
Le type ¢ est bien un héritier de p : en effet, si ¢(z,b) € ¢, alors € |= Jyd,p(y), donc il existe m dans M avec
@(x,m) € p. Clairement, le type ¢ est définissable, par le méme schéma de définition que p. De plus, comme

M =Yy (dpw(y) < dqw(y))a

nous avons 'unicité de I’extension définissable ¢. Si ¢’ était une autre extension héritiere de p, alors il existerait
o(z,b) € q telle que —¢(z,b) € ¢'. Alors (—p(z,b) Adyp(b)) € ¢', donc —~p(x,m) € p pour un certain m avec
dyp(m). Ce contredit la définissabilité de p, puisque M = —d,p(m). O
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Grace au théoreme de définissabilité de Beth, on peut montrer que la conclusion est bien nécessaire : si
un type p sur un modele n’admet qu’une seule extension héritiere sur chaque ensemble A O M, alors p est
forcement définissable. Un argument de chaine nous permet donc de conclure le résultat suivant :

Corollaire 2.2.9. Sip € S(M) n'est pas définissable, alors pour tout A > |M|, il existe M < N de cardinalité
bornée par \ tel que p posséde au moins \* héritiers sur N.

En particulier, s’il existe un type non-définissable sur un modéle dénombrable, alors T n’est jamais \-stable
pour A > w.

Corollaire 2.2.10. Etant donné un type p € S(M) tel que, pour tout A D M, tout héritier de p sur A est un
cohéritier, alors p est définissable.

Démonstration. Puisque le nombre des cohéritiers est borné en fonction de |M|, par le corollaire [2.2.4] alors p
doit étre forcement définissable, par le corollaire [2.2.9] O

Lemme 2.2.11. Sip est un type sur un modéle w-saturé M = T avec RM(p) = o € On, et ¢ D p est une
extension sur B D M du méme rang de Morley, alors q est un cohéritier de p.

En fait, ceci est vrai pour toute théorie, indépendamment de la saturation du modele.

Démonstration. Par w-saturation, soit ¢ € p de rang de Morley a et degré 1. Prenons une formule ¢(z,b) dans
q. Notons que ¢1(x,b) = @(x,b) A (x) a aussi rang « et elle est contenue dans . Il suffit de montrer que
¢1(M,b) # 0.
Si a = 0, alors (M) est fini (en fait, 'ensemble (M) consiste en un seul point), donc 1 (M,b) # 0. Si
a > 0, puisque ¢ a degré de Morley 1, alors RM(¢ A —p1) = 8 < a = RM(%)). Soit {¥; }i<. une famille de
formules 2 a 2 disjointes a parametres sur M du rang g et degré 1 contenues dans 1. Si pour tout ¢ < w, on a
que RM(9); A ¢1) < B, alors RM(¢; A —¢1) = 8, par le lemme ce qui contredit que RM(¢) A —p1) = .
Donc il existe une formule ; telle que RM(v; A 1) = 3. Par récurrence, I'ensemble (v; A ¢1) (M) # (), donc
@(M,b) # 0.
O

2.3 Stabilité et indépendance

Par la suite, on travaille toujours avec une théorie dénombrable complete T avec des modeles infinis.

Définition 2.3.1. Etant donnée une formule p(z,y) sans parametres, un @-type (complet) sur B est une
collection maximale consistente d’instances de la forme ¢(x,b) ou —¢(x,b), avec b dans B. On dénotera par
S, (B) I'ensemble de ¢-types sur B.

Définition 2.3.2. La théorie T est stable si elle est A-stable pour un certain A. De fagon analogue, la formule
 sans parametres est stable s'il existe A > w tel que [S,(B)| < |B| pour tout ensemble B avec |B| < .

Corollaire 2.3.3. La théorie T est stable si et seulement si, pour tout modele M, tout type p sur M est
définissable.

Démonstration. S’il existe un type p sur un modele M qui n’est pas définissable, puisque le langage est
dénombrable, prenons une chaine {N;};<., des sous-structures élémentaires dénombrables de M telle que, pour
tout ¢ < w et toute formule p(z,y) & parametres sur N; qui est représentée dans p, alors elle 'est dans p| N4 1.
11 suit que p est un héritier de pf{N = |J N;. Si ce dernier était définissable, alors p le serait aussi, par le lemme
<w

Donc nous pouvons supposer que M est dénombrable. Par le corollaire nous avons que 1T n’est pas
A-stable pour aucun A\ > w.

Si tout type sur un modele est définissable, notons que le type p est déterminé par son schéma de définitions.
Soit M un modele de taille A = A\“. Alors, le nombre de tels schémas sur M est borné par \* = A, et donc
S(M) < A. La théorie T est A-stable. O

Exercice. Si M C N sont des modeles de la théorie stable T', et X C N est une partie définissable, alors X "M
est un sous-ensemble définissable de M a parametres dans M.
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Définition 2.3.4. La formule o(z,y) a la propriété de l'ordre (que l'on note par OP) s’il existe des uples
{ai, bi}icw avec
|:<p(ai,bj) <:>Z<j

Remarque 2.3.5. En remplagant ¢(x,y) par £((x,2'), (v,y")) = ¢(z,y’), si une formule dans T a la propriété
de Pordre, alors il existe une formule £ et des uples {a;};<. avec

’zf(ai,aj)©i<j.

Notons que si ¢(x,y) a I'OP, alors ¢(y, x) et ~¢(x,y) Pont aussi. De plus, si une formule dans T a la propriété
de 'ordre, alors il en existe une le témoignant, ol la longueur de la variable x est 1.

Lemme 2.3.6. Pour tout A > w, il existe un ordre total P de taille strictement supérieure 4 \ avec un Sous-
ensemble dense de taille bornée par .

Démonstration. Soit p le plus petit cardinal avec 2# > X. On défini un ordre sur ’ensemble #2 en posant :
s<teJi<p (s[i — t]i et 5(i) < t(i)).

Cet ordre est linéaire. Soit X ’ensemble de suites qui deviennent la suite constante 1 a partir d’'un moment et
P =#2\ X, avec 'ordre induit. Puisque |X| < A, I'ensemble P a taille strictement supérieure & A. L’ensemble
de suites dans P qui deviennent la suite constante 0 & partir d’'un moment est dense et de taille au plus A. [

Nous avons tous les ingrédients pour montrer 1’équivalence suivante :

Théoreme 2.3.7. Les conditions suivantes sont équivalentes :
La théorie T est stable.

Toute formule consistente avec T est stable.

~

Aucune formule consistente avec T a la propriété de ’ordre.

Toute extension héritiére d’un type sur un modéle est cohéritiére.

SR

Tout type sur un modéle est définissable.

Démonstration. Puisque tout p-type se complete dans un type, on a = . Pour I'implication = , si
o avait la propriété de 'ordre, étant donné A, soit P ’ordre linéaire comme dans le lemme [2.3.6] et notons par
@ un sous-ensemble dense de P de taille bornée par A. Par la remarque [2.3.5| et compacité, il existe des uples

{ai}ieq avec
= plai,aj) < i< j.

Or, chaque r dans P\ ) détermine un ¢-type partiel sur A = {a;}ico en posant

{wlai, o) icr U{p(2,a5)}r<j -

Ces types sont deux a deux inconsistants et donc la formule ¢ n’est pas stable.

Pour 'implication = , soit M = T et supposons que tp(b/Ma) est un héritier du type p dans S(M)
qui n’est pas finiment satisfaisable sur M. Il existe donc une formule ¢(z,y) & parametres dans M telle que
E ¢(a,b) mais = —p(a,b’) pour chaque b’ € M.

Nous allons construire, par récurrence, une suite {a;, b; };i<,, dans M, avec ¢(a;,b) et

= w(aibj) & i<7,

ce qui montre que ¢, plutdt -, a la propriété de 'ordre. Comme = ¢(a,b) et tp(b/Ma) est un héritier de p, il
existe ag € M avec ¢(ag,b). Or,

¢ = Jyp(ao, y),

donc il existe by dans M avec ¢(ag, bo). Si ag, by, - . ., an, by, ont été déja construits, notons que l'on a
p(a,0) A N elai,b) A N —p(a,bi).
i<n i<n
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Puisque tp(b/Ma) D p est un héritier sur M, il existe a,+1 € M avec

@lan1, D) A N @lai,b) A N\ ~(ans1.bi),

i<n i<n
donc
¢l 3y | elansi,y) A N plany) A N\ ~plania, b)
i<n i<n
Comme M est un modele, il existe b, 11 € M la satisfaisant.

Le corollaire [2.2.10] entraine () = (5. De méme, le corollaire donne () = (). O

De la méme fagon qu’auparavant, on peut montrer que :

Corollaire 2.3.8. La formule ¢ est stable si et seulement si tout p-type sur un ensemble quelconque de pa-
rameétres est définissable.

Corollaire 2.3.9. Si T est stable et X est un ensemble définissable, tout sous-ensemble définissable de X [’est
grace aux parametres de X .

Démonstration. Soit ¥ (x,a) un sous-ensemble définissable de X. Le ¥-type p de a sur X est définissable par la
formule £(z) & parametres dans X, par le corollaire
Notons que b € X satisfait 1(z,a) si et seulement si = £(b), ce qui donne le résultat. O

Définition 2.3.10. Une formule ¢(x,y) a la propriété de l’indépendance s'il existe des uples {a;}i<. tels que,
pour chaque sous-ensemble I C w, le type partiel

{o(z,ai)Yier U{~p(x,a;)} g1

est consistent.
La formule ¢(z,y) a la propriété de l'ordre strict s’il existe des uples {a;}i<, qui définissent une chaine
strictement croissante :

p(r,a1) C p(x,a2) G ... Cp(m,an) & ...
La théorie T' est NIP si aucune formule consistante avec T a la propriété de 'indépendance. La théorie T'

est NSOP si aucune formule consistante avec T a la propriété de l'ordre strict.

Remarque 2.3.11 (Shelah). La formule ¢ est stable si elle n’a ni la propriété de I'indépendance ni, pour un
certain s € “2, la formule

fs(xa Yo, - - - ayn—l) = /\ QD(:L yl)S(Z)
<n
a la propriété de l'ordre strict, olt p(z,y)" = ¢(z,y) et o(z,y)* = —¢(z,y).
De plus, si une formule dans T a la propriété de I'indépendance ou de 'ordre strict, alors il en existe une le
témoignant, ou la longueur de la variable x est 1.

Exemple 2.3.12. La théorie du corps réel est NIP mais a la SOP.
Le graph aléatoire est la limite de Fraissé de la classe de tous les graphes finis. La théorie du graphe aléatoire
est NSOP mais a la propriété de I'indépendance.

Définition 2.3.13. Etant donné un ordre linéaire I, la suite {a;}ics est indiscernable sur I'ensemble B (ou
B-indiscernable) si, pour tous uples ordonnés iy < ... < i, et j; <...< jp, 0n a

Ay ... Q, =B Qjy - .. Qj,, -

Si J est un ensemble, on dit que la collection {a;};cs est un ensemble indiscernable sur B si, pour tous
uples i1,...,0, €t j1,...,Jn, avec i # i, et jp # jr, alors

Ay« A4, =B Ajy - .- Qg -

Exemple 2.3.14. Si Q = DLO, alors Q est une suite indiscernable mais pas un ensemble indiscernable.
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Remarque 2.3.15. Sip € S(N) est un cohéritier de ¢ = p[M et la suite {a;};<w C N est telle que a; réalise
pIM U{a;} <, alors elle est M-indiscernable.

Le résultat reste vrai si I’on suppose uniquement que p est invariant sur I’ensemble A, sans supposer qu’il
doit étre un modele.

Définition 2.3.16. Si I est un ordre linéaire qui indexe la suite {a;}ics, le type d’Ehrenfeucht-Mostowski
EM({a;}icr/B) est l'ensemble des formules ¢(z1,...,x,), pour n < w, a parametres sur B telles que =
o(ay,,...,a;,) pour chaque iy < ... < i,.

Remarque 2.3.17. Si la suite {a;};cs est B-indiscernable, alors le type EM({a;}icr/B) est complet.
Un argument de combinatoire en utilisant le théoreme d’Erdos-Rado permet de montrer le lemme suivant.

Lemme 2.3.18. Pour tout ensemble A, il existe A tel que, pour tout ordre linéaire I de taille X et toute suite
{a;}ier, il existe (dans le monstre) une suite {b;};<., indiscernable sur A telle que, pour chaque j1 < ... < jn,
il existe i1 < ... <1, avec

bjl""vbjn =A Qjyy 504,

En particulier, la suite {b;};<. réalise EM({a;}icr/A).

Définition 2.3.19. Une famille {¢;(x)}ics est k-inconsistente si tout sous-ensemble {@;, (7)} i;er de taille k
1<j<k
est inconsistent.

Une formule ¢(x,b) divise sur l’ensemble A (par rapport ¢ k) s’il existe une suite {b; };<,, de réalisations de
tp(b/A) tel que {¢(x,b;)}icy est k-inconsistent.

Un type (partiel) ¥ & parametres sur B divise sur A s’il entraine une formule qui divise sur A.

Un type (partiel) X & parametres sur B dévie sur A s’il entraine une disjonction des formules (éventuellement
avec plus des parametres), chacune divisant sur A.

Par le lemme [2.3.18] nous pouvons supposer que la suite témoignant la division est indiscernable :

Corollaire 2.3.20. Le type (partiel) X(x,b) divise sur A si et seulement s’il existe une suite A-indiscernable
{bi }icw, telle que bg =4 b et |J X(z,b;) est inconsistent.
i<w

Remarque 2.3.21. Si ¥ est un type partiel consistent et & parametres dans acl(A), il ne divise pas sur A. De
méme, si le type tp(a/Aa) ne dévie pas sur A, alors a est algébrique sur A.

Un type global A-invariant ne dévie pas sur A.

Dans DLO, la formule b; < = < by divise sur ), mais la formule b < x ne divise pas sur 0.

On considere Q muni d’une relation ternaire cyc, que ’on interprete de la fagon suivante :

a<b<ec
ou

Q = cyc(a,b,c) & ¢ b<c<a .
ou

c<b<a

Dans cette théorie, la formule z = x dévie sur ), mais elle ne divise pas sur ().

L’ensemble NF(B/A) de types sur B qui ne dévie pas sur A est un ensemble fermé de S(B) et donc forment
un sous-espace compact aussi.

Corollaire 2.3.22. Sip € S(B) dévie sur A, il existe une formule ¢ € p telle que tout type dans [¢] dévie sur
A.

Corollaire 2.3.23. Si le rang de Morley de la formule ¢ sur A est défini et la formule ¥ & ¢ dévie sur A,
alors RM(v) < RM(p). En particulier, si le rang de Morley de p € S(A) est défini et p C q dévie sur A, alors
RM(q) < RM(p).

Démonstration. Par le lemme [[.2.5] il suffit de le montrer lorsque la formule ¢ divise sur A, qui suit de la

remarque [.2.2] O

Corollaire 2.3.24. Un type (partiel) p finiment satisfaissable sur A ne dévie pas sur A.
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Corollaire 2.3.25. Si X est un type partiel sur B qui ne dévie pas sur A, alors il existe un type complet p O %
sur B ne déviant pas sur A.

Démonstration. Prenons p D ¥ un ensemble maximal de formules & parametres dans B qui ne dévient pas sur
A. En particulier, le type p est consistent. Or, étant donné ¢ une formule sur B telle que ni elle ni sa négation
sont dans p, alors les types pU ¢ et pU —p doivent dévier sur A et, par le corollaire il existe 0 € p telle
que 0 A ¢ et 8 A —p dévient sur A. Puisque

0F ((07e) v (OA—)),

la formule 6 dévie sur A, ce qui donne une contradiction.
O

Définition 2.3.26. Etant donnés des sous-ensembles A, B et C, I'ensemble A est indépendant de B sur C, que
I’on note

A B,
c

si, pour chaque uple fini a € A, le type tp(a/BC) ne dévie pas sur C. Si C = 0, on utilisera la notation A | B.
Notons que cette définition ne dépend pas de I’énumération de I'uple a.

Remarque 2.3.27 (Théoreme de Kim-Pillay). Si T est stable, la notion d’indépendance ci-dessus satisfait les
propriétés suivantes :

Invariance Si ABC = A'B'C’, alors A |, B si et seulement si A" |, B'.

Symétrie Si A \LC B, alors B J/C A.

Monotonicité et Transitivité A |  BD siet seulementsi A |  BetA | ,D.
Caractere fini A LC B si et seulement si a J/c b pour chaque sous-uples finis a € A et b € B.

Caracteére local 1l existe kg (au fait kg < |T|) tel que pour toute uple fini a et tout ensemble B, il existe
C C B de taille bornée par « avec a | ., B.

Extension Pour tous A, C et B, il existe A’ =¢ A avec A’ J/c B.
Stationnarité Si M est un model, et A J/M B, A J/M Bet A=) A, alors A=yp A’

De plus, si la théorie T admet une relation ternaire \LO satisfaisant les conditions ci-dessus, alors elle
correspond a la non-déviation, la théorie T est stable et

A | B si et seulement siVa € A, le type tp(a/BC) ne divise pas sur C.
c

Corollaire 2.3.28. Si T est stable, alors A | ,C.
Exercice. Si A | ,Bet AB | D, alors A |, B.
Remarque 2.3.29. SiC C Bet A | B, alors A | acl(B). De plus, si D C B, alors A |, D.

Définition 2.3.30. Si I est un ordre linéaire, la suite {a;};cr est indépendante sur A, ou A-indépendante, si

ai L{a;}j<i.

A
La suite {a;};er est une suite de Morley (du type tp(a;/A)) si elle est A-indiscernable et A-indépendante.

Notons que, par la remarque[2:3:2]] si le type p n’est pas algébrique, alors toute suite de Morley de p consiste
d’uples distincts.

Par les remarques [2.3.15] et [2.3.21] on conclut que :
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Remarque 2.3.31. Soit p un type global A-invariant. Toute suite {a;}i<x, oU a; = p[A{a;};<i, est une suite
de Morley.

Lemme 2.3.32. Si T est stable, tout type p € S(A) non-algébrique admet une suite de Morley infinie.

Démonstration. Soit ag = p. Par Extension, il existe a; = p avec a1 | 4 @0- On itére pour construire une
suite {a;}i<x indépendante sur A. Le lemme entraine qu’il existe une suite A-indiscernable de longueur
w avec la méme propriété. L’indépendance de la suite entraine que les uples sont distincts, car sinon p serait
algébrique. O

Lemme 2.3.33. Si T est stable et p € S(A) ne dévie pas sur M, alors p est définissable sur M.

Notons que la réciproque suit du fait que les types M-définissables sont M-invariants (ceci n’utilise pas que
M soit un modele).

Démonstration. Par le lemme il suffit de montrer que p est un héritier sur M. Soit donc p(z,a) € p =
p(z,a) et prenons une suite de Morley {a;};<. d’une extension globale cohéritier sur M du type tp(a/M), par

la remarque |2.3.31

Puisque p ne dévie pas sur M, on a

U p(xa ai)

i<w
est consistent. Soit b le réalisant; en particulier = ¢(b,a;) pour chaque i < w. Posons ¢ le p-type complet
de b sur M{a;}i<w. Le corollaire entraine que ¢ est définissable par une formule dy¢(y) & parametres sur
May, ... ,a,. Puisque b = ¢(x, an41), on a que = dgp(an4+1). Comme le type tp(any1/Mag, . . . a,) est cohéritier
sur M, alorsk= dgp(a’) pour un certain a’ € M. On conclut que ¢(z,a’) € ¢[M C p[M. O

Corollaire 2.3.34. Soit T stable et p un type sur un modéle. Etant donné un ensemble A D M, il existe une
et une seule extension q € S(A) de p qui vérifie toutes les propriétés suivantes :

1. q ne dévie pas sur M.

2. q est définissable sur M.
3. q est un héritier sur M.
4. q est un cohéritier sur M.

Définition 2.3.35. Un type p sur A est stationnaire s’il n’admet qu’'un seule extension non-déviante & tout
ensemble contenant A.

Notons que, si T' est stable et le rang de Morley de p est défini, alors cette définition équivaut la définition
puisque p admet toujours une extension sur A du méme rang, par le corollaire qui doit donc é&tre
la seule extension non-déviante, par le lemme [2.2.11

On peut donc montrer le cas général du corollaire

Corollaire 2.3.36. Si T est stable, tout type sur un modéle est stationnaire.
Corollaire 2.3.37. Si T est stable, le type d’une suite de Morley du type stationnaire p € S(A) est unique.

Démonstration. Supposons que les suites {a;}i<w et {b; }i<,, sont des suites de Morley du type p. Montrons par
récurrence que

A, ...,0p =A bl,...,bn.
Pour n = 1, c’est évident. Si n > 1, il existe par hypothése un A-automorphisme o qui envoie I'uple
(a1,...,an—1)sur (by,...,by_1). Or, les éléments o(a, ) et b, sont tous les deux des réalisations de p indépendantes
de by,...,b,_1. Par stationnarité, on conclut que

an Ebl,...,bn_l b’n7
ce qui donne le résultat. O

Une des points fondamentales dans la démonstration du théoreme de Kim-Pillay est que toute suite de
Morley témoigne la déviation (cf. corollaire [2.3.20]).
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Remarque 2.3.38. Si T est stable, étant donné un type partiel 3(z,b) sur A tel que

U =(z,p)

i<w

est consistent pour une (toute) suite de Morley {b;};<., du type stationnaire tp(b/A), alors ¥(z, b) ne dévie pas
sur A.

2.4 Imaginaires et bases canoniques

Le passage au quotient s’avere tres utile et naturel en mathématiques. Nous allons, dans cette premiere
partie, introduire la fagon modele-théorique pour traiter les quotients d’un point de vue du premier ordre.

Définition 2.4.1. L’uple d est un paramétre canonique pour la classe définissable X = ¢(€) si, pour tout
f € Aut(€), on a que f(X) = X (en tant qu’ensemble) si et seulement si f fixe I'uple d.

Par le lemme [1.1.10] la classe X est définissable par une formule & parametres dans d. De plus, 'uple d est
unique a interdéfinissabilité pres. On notera donc d ="X"1="p™.

Notation. Un ensemble est 0-définissable s’il est définissable sur ().

Définition 2.4.2. La théorie T' élimine les imaginaires si, pour toute relation d’équivalence 0-définissable F,
chaque classe a/F a un parameétre canonique.

Lemme 2.4.3. Pour la théorie compléte T, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. La théorie T a élimination des imaginaires et |dcl()| > 2.

2. Toute relation d’équivalence 0-définissable E est la fibre d’une fonction 0-définissable f : € — €™ c’est
a dire, pour tous deuz uples a et b dans €, on a E(a,b) si et seulement si f(a) = f(b).

Démonstration. Pour I'implication = , on a que chaque classe a/F est interdéfinissable avec un uple
de €™ pour un certain m (indépendamment de la classe, par compacité). On peut donc trouver d’ensembles
0-définissables D1, ..., D,, (que 'on suppose disjoints) et des fonctions f; & domaine D; telles que leurs images
recouvrent la réunion de classes. Gréace a deux éléments distincts quelconques dans dcl(f), on obtient une seule
fonction définissable f qui donne une injection de €"/E vers €.

Pour = , étant donné une relation d’équivalence 0-définissable E, soit f sa fibration. La classe a/FE
est interdéfinissable avec f(a), qui est donc son parametre canonique. La relation

(1, 22) E(y192) & (21 = 72 & Y1 = Y2)

a deux classes d’équivalence, chacune 0-définissable. Les images de ces classes par une fonction qui a E comme
fibre donnent au moins deux éléments dans dcl(0). O

Lemme 2.4.4. Si T a élimination des imaginaires, alors toute classe définissable a un parameétre canonique.
De plus, tout type global p qui est définissable admet un ensemble B tel que p est fixé si et seulement si B [’est
(point par point).

Un tel ensemble B est une base canonique pour le type p. Cet ensemble est unique, a interdéfinissabilité
pres, et on le notera par Cb(p). Par la remarque [2.3.21} le type p ne dévie pas sur Cb(p).

Démonstration. Si X = p(x,a), posons F la relation d’équivalence

yEz & Vo (cp(x, y) & oz, z))

Le parametre canonique de la classe a/F est un parameétre canonique pour X.
Si p est définissable, I'ensemble B = {"d,¢ '}, £—formule €st fixé par I'automorphisme o si et seulement si p
lest. O

Lemme 2.4.5. Si une théorie T élimine les imaginaires, alors étant donné un ensemble A et un ensemble
définissable X, les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. L’ensemble X est définissable sur acl(A).
2. L’ensemble X a un nombre fini des conjugués sur A.
3. L’ensemble X est une réunion finie des classes d’équivalence A-définissables, chacune avec un nombre fini

des classes.

Démonstration. Notons que le nombre de conjugués de X sur A correspond a I'orbite de son parametre canonique
sur A.

Si X est une réunion finie des classes d’équivalence A-définissables, chacune avec un nombre fini des classes,
alors clairement il a un nombre fini des conjugués sur A. Supposons maintenant que X = X,..., X, sont les
différents conjugués de X sur A. Posons

xEy:)(xeXH:m/eXi)wgn.

La relation d’équivalence E est A-définissable, par le lemme[I.1.10} Elle a un nombre fini des classes possibles.
De plus, 'ensemble X est une réunion de E-classes, donc il est une réunion finie. O

D’apres le lemme [2:4.3] nous allons donc maintenant considérer une expansion de T, notée T, telle que
toute relation d’équivalence 0-définissable de T est la fibre d’une fonction définissable dans T°4. Pour cela, on
considére lexpansion £°¢ de £ avec plusieurs sortes S;, olt {E;};cr est une énumération de toutes les relations
d’équivalence 0-définissables, a T-équivalence pres. De plus, la sorte Sy est 'univers, qui sera nomée la sorte
réelle. Un élément d’une sorte S; # Sy est un imaginaire. Toute structure A s’étend dans une £-structure en
posant S; = A" /E;, munie des projections m; : A™ — A" /E;.

La théorie T°? s’axiomatise par T et les axiomes :

Vy 3z avec m;(x) = y si y est dans la sorte S;,

et
Vo Vy (zBy < m(z) = mi(y)) -

C’est facile a voir qu’il n’y a pas des nouvelles relations O-définissables sur la sorte réelle.

Définition 2.4.6. Un ensemble X est dit interprétable s’il est définissable dans T°%. Si X est interprétable en
utilisant seulement la sorte réelle, on utilisera le terme définissable.

Puisque le monstre €°? est un modele monstre de 7°4, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 2.4.7. La théorie T®Y a élimination des imaginaires. De plus, la théorie T élimine les imaginaires
si et seulement si chaque imaginaire est interdéfinissable avec un uple réel.

Notation. On notera par dcl®® et acl® les clotures définissables et algébriques dans la théorie T°9.

Corollaire 2.4.8. La théorie T est k-catégorique si et seulement si T°% [’est.
La théorie T est k-stable si et seulement si T [’est.

Exemple 2.4.9. La théorie T, n’a pas d’élimination des imaginaires. Pour cela, il suffit de voir que I’ensemble
a = {a1,as}, qui est la classe de 'uple (a1, a2) modulo la relation d’équivalence

(x1,22)E(y1,y2) & <($1 =y1AZa=y2)V(z1 =y A2 = y1)),

n’est pas interdéfinissable avec un uple réel. Un imaginaire qui encode un ensemble fini s’appelle un imaginaire
finitaire.
Notons que « est définissable sur aq, as, qui est lui algébrique sur a.

Définition 2.4.10. La théorie T a élimination faible des imaginaires si tout imaginaire « est définissable sur
un uple réel a, qui est lui algébrique sur a.

Corollaire 2.4.11. Une théorie T a élimination des imaginaires si et seulement si elle a élimination faible des
imaginaires et élimine tout imaginaire finitaire.

Remarque 2.4.12. Tout corps infini a élimination des imaginaires finitaires.
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Démonstration. Etant donné Pensemble fini {a1,...,a,} des points du corps K, on défini les fonctions symétriques
S0y-+-y3Sn—1 -

S; = (—1)i+1 Z Haj.

JC{1,....n}jeJ
|J|=i+1
Notons que [T} (T — a;) = T + S0 " s,T".
L’ensemble {aq,...,a,} est interdéfinissable avec I'uple (so, ..., sp—1). Pour éliminer des ensembles finis des
n-uples {¢;;}i<k, il suffit de considérer les coefficients du polynéme
j<n

p(T, TQ, oo ,Tnfl) = HT - ZC”TJ

i<k j<n
O

Théoréme 2.4.13 (Lascar-Pillay). Toute théorie fortement minimale avec acl(Q) infini a élimination faible des
mmaginaires.

Démonstration. Soit o = a/FE un imaginaire. Il suffit de trouver un représentant de la classe qui est algébrique
sur «, ou de fagon équivalente, que tout ensemble définissable non-vide X contient un élément x algébrique sur
FX7. Si X C M est fini, il n’y a rien a faire. Si X est infini, il est cofini et donc il contient un élément x dans
acl(), qui est infinie.

Si X ¢ M™! = M x M™, on considere la projection Y de X sur M. Par le cas précedent, il existe y € YV’
algébrique sur "Y . Par récurrence, la fibre X, = {z € M"|(y,2) € X} contient un élément z algébrique sur
"X, 7. En particulier, '’élément = = (y, z) de X est algébrique sur "X .

O

Corollaire 2.4.14. Pour chaque p premier ou 0, la théorie ACF, a élimination des imaginaires.

Définition 2.4.15. Le type fort de a sur A, noté stp(a/A), comme
stp(a/A) = {b| E(a,b) VE relation d’équivalence A-definissable avec un nombre fini des classes }.

Remarque 2.4.16. Si a et b ont le méme type fort sur A, ils ont le méme type sur A.
De plus, les éléments d’une suite A-indiscernable {a;};<,, ont tous le méme type fort sur A.

Lemme 2.4.17. stp(a/A) = stp(b/A) si et seulement si tp(a/acl®(A)) = tp(b/acl®l(A)).
Démonstration. Pour chaque relation d’équivalence A-definissable E avec un nombre fini des classes, la classe
a/E est algébrique (en tant qu’imaginaire) sur A, donc si b = tp(a/acl®d(A)), alors E(b,a).

Si p(z) est une formule & parametres sur acl®¥(A), alors I'implication (1) — (3) du lemme donne que

©(x) est la réunion d’un nombre fini des classes des relations d’équivalence A-définissables avec un nombre fini
des classes. En particulier, I’élement a |= ¢ si et seulement si b = ¢. O

Remarque 2.4.18. acl(4) = [ M.
ACM

Démonstration. Puisque tout modele est algébriquement clos, U'inclusion acl(A) C () M est triviale.

ACM
Sib ¢ acl(A), étant donné un modele M D A, il existe par compacité un élément by =4 b avec by ¢ M.
L’automorphisme qui envoie by sur b et fixe A envoie M sur un modele M; D A avec b ¢ M. O

Proposition 2.4.19. Si T est stable et p € S(B), le type p ne dévie pas sur A C B si et seulement si p a un
schéma de définition d paramétres sur acl®(A) qui détermine un type global.

Démonstration. Si p ne dévie pas sur A, le corollaire entraine qu’il existe un type global p’ D p qui ne
dévie pas sur A. Or, pour chaque M D A, le type p' [ M est stationnaire et définissable sur M par les corollaires
et donc p’'[M a un schéma de définition & parametres dans M, qui détermine un type global. La
remarque donne que p’ est définissable sur acl®d(A).

Si p admet un tel schéma de définition, alors p est invariant sur acl®®(A) et donc ne dévie pas sur acl®l(A),
par la remarque Puisque placl®(A4) ne dévie pas sur A, la transitivité de la déviation donne que p ne
dévie pas sur A. O
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Corollaire 2.4.20. Si T est stable est p € S(B) est stationnaire, pour chaque A C B, on a que p ne dévie pas
sur A si et seulement si Cb(p) € acl®l(A).
De plus, si ¢ D p est une extension non-déviante, alors q est aussi stationnaire et Cb(p) = Cb(q).

Une application du lemme de Harrington permet de montrer que tout type sur un ensemble acl®@-clos est
stationnaire.

Corollaire 2.4.21. Si T est stable, tout type sur un ensemble acl®d-clos est stationnaire.
En particulier, tout type fort est stationnaire.

Lemme 2.4.22 (Lemme de Shelah). Dans une théorie stable T', si le tp(A/C) est stationnaire et A | B,
étant donnés des applications C-élémentaires f : A — A’ et g : B — B’ telles que A’ J/C B’, alors fUg est
aussi C-élémentaire.

Démonstration. Sil’on étend g en une application C-élémentaire globale g, alors G(A) J/C B’. Comme §(A) =¢
A =¢ A’ la stationnarité donne un C-automorphisme 7 fixant B’ qui envoie g(A) sur A’. C’est facile & voir que
(tog)]AUB est fUg. O

Définition 2.4.23. Une théorie stable T est superstable s’il n’existe pas de chaines infinies pg C p; C ... C
Pn C ..., o chaque p;+1 est une extension déviante de p;, ou, de fagon équivalente, chaque type p € S(A) ne
dévie pas sur une sous-partie fini Ag C A.

On défini le rang de Lascar U comme U(p) > a + 1 §'il existe une extension déviante ¢ de p avec U(q) > a.
Pour un théorie stable, la superstabilité équivaut & demander que U(p) € On pour tout type p.

Remarque 2.4.24. Toute théorie w-stable est superstable : en effet, si p a rang de Morley défini, alors p C ¢
est une extension déviante si et seulement si RM(¢) < RM(p), donc U(p) < RM(p).
Notons que U(p) = 0 si et seulement si p est algébrique, car si a ¢ acl(B), alors a J//B a.

Exercice. Soit T la théorie, dans un langage avec des relations unaires { P, } <., qui énonce que chaque P; est
infini et ils sont deux-a-deux disjoints. Montrer que cette théorie est w-stable.
De plus, si p est le type sur {) déterminé par {—=P,(z)}n<w, alors montrer que U(p) = 1 mais RM(p) = 2.

Théoréme 2.4.25 (Inégalités de Lascar). Si T est superstable, étant donnés deuz uples a et b sur un ensemble
A, ona

U(a/Ab) + U(b/A) < U(a,b/A) < U(a/Ab) ® U(b/A),
ol a®f = Zg Wi - (m; + k;) est la somme directe de

0

o= g W my

n

et
0
ﬂ = Zw’)’i . ki)
n

avec my, k; sont des entiers naturels et v, > ... > v > 0.
En particulier, si les rangs U(a/A) et U(b/A) sont finis, on a égalité.

Exercice. Un rang R défini sur les types complets est continu si, pour tout ordinal «, lensemble {p €
S(A) | R(p) > a} est fermé. C’est équivalent a dire que, si R(p) < «, alors il existe une formule ¢ telle que
R(q) < « pour tout type ¢ la contenant.

Le rang U n’est pas continu : en effet, si T" est la théorie qui énonce que chaque relation d’équivalence F,, 1
coupe chaque FE,-classe dans un nombre infini des classes, et de plus, il y a un nombre infini des Fjy-classes,
alors T est stable, mais le type p sur M > a déterminé par {F,,(z,a)}n<, U{x # c}eem a rang U = 1 mais
aucune formule l'isole.

Lemme 2.4.26. Si la théorie T est superstable et p € S(A) est stationnaire, alors Cb(p) est algébrique sur un
segment fini d’une suite de Morley de p.
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Par le corollaire [2.3.37] la base canonique Cb(p) est algébrique sur un segment fini de toute suite de Morley
de p. De plus, on peut montrer que, si T est superstable, alors la base canonique d’une type stationnaire p est
définissable sur un segment fini de la suite de Morley de p.

Démonstration. Soit {a;}i<, une suite de Morley de p. En particulier,
Ay J/{ai}i<w-
A

Si
aw L

ao

Alajticj<w

a

pour tout ¢ < w, on obtient ainsi une chaine infinie des types, chacun déviante sur les parametres du type
précédent, ce qui contredit la superstabilité. Par le corollaire [2.4.20, on conclut que Cb(p) = Cb(a/A4) =
Cb(aw/A{a;}icw) € acl®¥(ag, ..., a;).

O
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Chapitre 3

Groupes w-stables

Définition 3.0.1. Un groupe stable G est la donnée d’'un ensemble non-vide G muni d’une loi de groupe, le
tout définissable (ou plutét interprétable) a l'intérieur d’une théorie stable T'.
Un groupe stable G est w-stable si sa théorie 'est.

Grace au corollaire la structure induite de la théorie T sur le groupe G est définissable avec des
parametres de G, et ce réduit est & nouveau stable. Donc souvent on supposera que l'univers de notre théorie
est I'ensemble G.

3.1 Conditions de chaine

Lemme 3.1.1. Soit G un groupe stable qui agit de fagon définissable comme groupe des permutations d’un
ensemble E. Etant donnée une sous-partie définissable A C E et un élément g € G, on a que g- A = A si et
seulement si g- A C A

Démonstration. Si g est d’ordre n € N, le résultat est immédiat, puisque g - A C A entraine
A=g"-Acgv - Ac...CA,

donc on a égalité.
Si g est d’ordre infini et g- A C A, alors g - A C g- A C A. La relation

r<ysr-ACy-A
ordonne les puissances de g, ce qui contredit la stabilité. O

Dans le cas w-stable, on obtient un résultat plus fort, car si K < H sont des sous-groupes définissables tels
que RM(K) = RM(H), alors l'indice [H : K] est fini et DM(K) - [H : K] = DM(H).

Corollaire 3.1.2. Un monomorphisme définissable d’un groupe w-stable est un isomorphisme.

Démonstration. Soit o le monomorphisme définissable. En particulier, 'image de ¢ a méme rang et degré de
Morley que G, qui est une réunion de ses translatés, donc, par le corollaire [1.2.11] on conclut que I'indice est
1. O

Remarque 3.1.3. Par récurrence, on montre facilement que RM(A) = RM(0(A)) si o est un homomorphisme
a fibres finies. Par contre, le degré de Morley ne doit pas étre égal : en effet, si A C Ker(o) est de taille arbitraire,
mais finie, alors DM(c(A4)) = 1.

Corollaire 3.1.4. Un groupe w-stable abélien sans torsion est divisible.

Définition 3.1.5. Une famille {A;};c; des parties d’une structure M est uniformément définissable s’il existe
une formule p(x,y) et des parametres {a;};c; dans M tels que A; = (M, a;) pour chaque i € I.

Si T est stable, une conséquence du fait qu’aucune formule a la propriété de Iordre strict est qu’il n’existe
pas de chaine stricte infinie des parties uniformément définissables. De plus, on a le résultat suivant :
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Lemme 3.1.6. Si G n’a pas la propriété de lindépendance, alors la famille d’intersections finies des sous-
groupes uniformément définissables est aussi uniformément définissable.

Démonstration. Soient ¢(x,y) une formule et des parametres b; tels que H; = ¢(G,b;) est un sous-groupe.
Supposons qu’il existe des intersections finies arbitrairement larges

ﬁHh

qui ne sont pas l'intersection d’une sous-famille propre.

Il existe donc un élément h; € H;\ H; pour chaque j # i. Pour chaque I C {1,...,m}, 1"élément h; =[]
satisfait ¢(z,b;) si et seulement si j ¢ I. Cela témoigne la propriété de I'indépendance pour ¢.

Par compacité, il existe un N tel que toute intersection parmi les H; s’écrit comme une intersection d’au
plus N parmi les H; : ceci donne donc une famille uniformément définissable.

i€l hi

O

Corollaire 3.1.7 (Baldwin-Saxl). Si G est un groupe stable, lintersection de toute famille uniformément
définissable est aussi définissable.
En particulier, le centralisateur de tout ensemble (pas forcement définissable) est définissable.

Démonstration. Si la famille est définissable par la formule p(z,y), alors la suite des intersections finies de
membres de la famille est uniformément définissable, par le lemme Puisque G n’a pas la propriété de
I’ordre strict, la chaine des intersections finies doit se stabiliser.

Pour le dernier point, notons que C(A) = [\ C(a), ou C(a) = {g € G|h-a = a - h} est uniformément
acA
définissable. O

Corollaire 3.1.8. Si G est w-stable, toute intersection des groupes définissables ’est aussi.

Définition 3.1.9. Si G est un groupe stable, on appelle sa p-composante connexe G°(¢) I'intersection de tous
les sous-groupes de G d’indice fini définis par une instance de la formule ¢. Cette composante connexe est
définissable et d’indice fini, par le corollaire [3.1.7]

La composante connexe (absolue) G° de G est I'intersection de toutes les G(p), ol ¢ parcourt I’ensemble
des formules. La composante connexe G° est type-définissable. De plus, si G est w-stable, elle est définissable
d’indice fini par le corollaire [3.1.8

Un groupe stable est connexe si G = GV. 1l est p-connexe si G = G°(). Si p(x,y) est 1y = yz et G = G°(y),
alors on dit que G est centralisateur-conneze.

Notons que, méme si l'indice de G° dans G n’est pas forcement fini lorsque G° est type-définissable, il est
néanmoins borné (en tant que nombre hyperréel).

De plus, si G est stable, pour une formule ¢(z, y) fixée, étant donné n € N, pour chaque uple a, si p(z,a) < G
est un sous-groupe d’indice borné par n, alors G°(p) < ¢(z,a), donc la p-composante connexe ne change pas
lorsque I’on passe & une extension élémentaire. De méme pour GV si G est w-stable .

Comme un sous-groupe d’indice fini s’envoie dans un autre sous-groupe fini par conjugaison pour un élément
normalisant, on en déduit :

Remarque 3.1.10. La composante connexe est invariante par tous les automorphismes de G. En particulier,
si H <G, alors HY <1 G.

Toute action définissable d’un groupe stable connexe sur un ensemble fini est triviale.

Tout groupe divisible est connexe (pas besoin de stabilité ici) : en effet, si H < G est définissable d’indice
n € N, alors on a que pour tout g € G, 'élément ¢g" € H. Si g est un élément quelconque de G, soit g; une
racine n-ieme de g. En particulier, I’élément g = g" € H.

Corollaire 3.1.11. Si G est centralisateur-connexe, toute partie distinguée finie est centrale.

Démonstration. Soit A une partie finie distinguée. Pour a € A, I'indice du centralisateur de a est la taille de
Porbite de @ modulo G (par conjugaison), qui est contenue dans A, donc cet indice est fini. Alors a est central
dans G. O

Etant donnée une propriété P, le groupe G est dit P-par-fini s'il existe un sous-groupe H d’indice fini ayant
la propriété P.
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Corollaire 3.1.12. Un groupe stable n’ayant qu’un nombre fini des commutateurs est central-par-fini.

Démonstration. Soit H < G la composante centralisateur-connexe de G, qui est définissable et d’indice fini.
Si a € G est fixé, puisque 'ensemble {a~! - 271 a -2}, est fini, 'ensemble {x7! - a - 2},cc lest aussi. En
particulier, l'orbite de a par conjugaison par G est finie, donc H < Cg(a). On conclut que H est contenu dans
Z(G). O

Lemme 3.1.13. Si le centre d’un groupe G centralisateur-conneze est fini, il est son deuxiéme centre.
Si G est infini, nilpotent et centralisateur-conneze, alors Z(G) est infini.

Démonstration. Si a € Zy(G), alors pour chaque x € G, le commutateur ¢~ ! - 27! - a - 2 est dans Z(G), qui est

fini. En particulier, le centralisateur Cg(a) est d’indice fini dans G, donc a € Z(G). O

Corollaire 3.1.14. Un sous-groupe infini distingué N (pas forcement définissable) d’un groupe centralisateur-
conneze nilpotent G contient une infinité d’éléments centraux.

Démonstration. Par le lemme le centre Z(QG) est infini. Si N NZ(G) est infini, il n’y a rien & démontrer.
Sinon, puisque G est nilpotent, soit 1 < n € N minimal tel que NNZ,,(G) est infini. Pour a € NNZ,(G) et z € G,
I'élément 2~ !-a~!-2-a appartient & NNZ,_1(G), qui est donc fini. En particulier, 'orbite de a par conjugaison
est finie, donc a est central puisque G est centralisateur-connexe. On en déduit que N NZ,(G) C N NZ(G), ce
qui contredit n > 1. O

Proposition 3.1.15. Un sous-groupe définissable H d’indice infini d’un groupe w-stable nilpotent G est aussi
d’indice infini dans son normalisateur Ng(H).

Démonstration. D’abord montrons que si H est d’indice infini dans G, alors H # Ng(H). Par nilpotence de G,
soit n minimal tel que Z,(G) ¢ H. Puisque Z,,—1(G) C H, on conclut que Z,(G) C Ng(H), qui ne peut pas
étre donc égal a H.

Comme H est normal dans Ng(H), sa composante connexe H° P'est aussi, donc Ng(H) C Ng(H?). Si HY
est d’indice fini dans Ng(HY), on a que (Ng(H?))? = H°, donc [G : Ng(H?)] est infini. Par la discussion
précédente, il existe un élément g ¢ Ng(H?) le normalisant. En particulier, il normalise sa composante connexe
H°, donc g € Ng(H?), ce qui donne une contradiction. On conclut que H® est d’indice infini dans Ng(HY).
Quitte & diviser N(H®) par H°, nous nous ramenons au cas ott H est fini.

Or, si Z(G) (qui est toujours contenu dans N (H)) est infini, on conclut le résultat. Sinon, prét a diviser par
le centre et par récurrence sur la suite centrale, on a que H - Z(G) a un normalisateur N infini. La composante
connexe NV agit sur H de fagon triviale par la remarque donc N° C Ng(H) est aussi infini. O

3.2 Génériques

Par la suite, on travaillera & l'intérieur d’un groupe stable (infini) G, que 'on supposera définissable sans
parametres. Tous les types concernés entrainent en particulier G (en tant qu’ensemble définissable), méme si
I’on peut prendre des parametres ailleurs.

Définition 3.2.1. Un ensemble définissable X est générique (4 droite) s’il existe une partie finie A de G telle
que G=A-X = |J a-X. 1l est générique (¢ gauche) si G = X - A. Il est générique (bilatére) s’il existent des

acA
parties finies A et B de Gavece G= |J a-X -b.
acA
beB

Un type p € S(A) est générique (a gauche, a droite, bilatére) s’il ne contient que des formules génériques (a
gauche, a droite, bilatéres).

Lemme 3.2.2. Soit un ensemble X C G définissable est générique a gauche, soit son complément l’est a droite.

Démonstration. Si X n’est pas générique a gauche, pour chaque n et ay,...,a,, il existe g dans G avec a; - g €
G\ X. De méme, si G\ X n’est pas générique a droite, pour chaque n et by, ..., b, il existe z € G avec z-b; € X.
La formule z -y ¢ X a la propriété de I'ordre : en effet, on construit par compacité une suite infinie {a;, b;}i j<w
dans G telle que a;-b; ¢ X si et seulement si i < j. Soit a; dans G. Par hypothese, il existe by tel que a; -by n’est
pas dans X. Sil’on suppose a1,b1,. .., an, by, construits avec a; - b; ¢ X si et seulement si i < j, soit a,11 tel
que an+1 - b; est dans X pour tout ¢ < n, car G\ X n’est pas générique & droite. Comme X n’est pas générique
a gauche, il existe b, 41 tel que a; - b,+1 n’est pas dans X pour ¢+ < n + 1, comme souhaité.

O
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Corollaire 3.2.3. Il existent des types génériques (bilatéres) sur n’importe quel ensemble des parametres. De
méme, si X est un ensemble des formules génériques fermé par d’intersections finies, alors il existe un type
générique p le complétant.

Démonstration. Sur un ensemble fixé des parametres, il suffit de montrer que la famille {G \ X | X n’est pas
générique } est un filtre. En particulier, si X UY est générique, alors soit X soit Y l’est aussi. Supposons que

G=|Ja - xXuy)b=J@ X Du@VY-t)=|JaX-b|U[[Ja Vb

acA acA a€A a€A

beEB bER bEB beB
D’apres le lemme l'une de deux parties doit étre générique (& gauche ou & droite), donc soit X soit YV
sont des parties génériques bilateres. O

Lemme 3.2.4. Sip € S(A) est un type générique, alors p ne dévie pas sur ().

Démonstration. Soit M un modele avec M | A. Parle corollaire on peut compléter p en un type générique
q sur M U A. Montrons que ¢ ne dévie pas sur M, qui consiste & montrer que g est un cohéritier sur M, par le
corollaire Soit donc ¢ une formule dans g. Par stabilité, 'ensemble (M) est définissable & parametres
dans M. Or, puisque ¢ est générique, le groupe G est la réunion fini des translatés de ¢ et donc G(M) est aussi
dans une réunion finie des translatés sur M de ¢(M). En particulier, ’ensemble ¢(M) # (). Si ¢ | g, alors
c \LM A. Par transitivité, on obtient que ¢ | A, donc p ne dévie pas sur (), puisque ¢ = p. O

Corollaire 3.2.5. Pour chaque formule p(z,y), il existe un entier n tel que, pour tout uple a, si p(x,a) est
une partie générique (bilatére) de G, alors G est la réunion de n translatés de p(x,a).

Démonstration. Soit p un générique global de G, qui existe par le corollaire [3.2.3] Puisqu’il ne dévie pas sur 0,
par le lemme [3.2:4] alors il ne dévie pas sur un petit modele M. En particulier, le type p est définissable sur M,
par le corollaire [2.3.34]

La formule ¢(z,a) est générique si et seulement s’ils existent des éléments b et ¢ tels que b- p(z,a) - ¢ € p.
En particulier, si x(z,y) = Judv (u - ¢(z,y) - v), 'uple a doit satisfaire d,x. On conclut par compacité. O

Corollaire 3.2.6. Si g € S(B) est une extension non-déviante d’un type générique p € S(A), alors q est aussi
générique. De plus, si tp(g/A) est générique et g J/A h, alors tp(h - g/A, h) est aussi générique et h-g | A, h.

Démonstration. Notons que le groupe de permutations de acl®d(A) qui fixent A agit transitivement sur les
extensions dep (qui sont toutes non-déviantes!) : en effet, si p; et pa sont deux extensions non-déviantes de p
a acl®l(A), alors prenons ¢; et ¢y les réalisant. Il existe un A-automorphisme qui envoie ¢; sur ¢z, qui s’étend
en un automorphisme de acl®d(A), par le lemme m En particulier, si M D A est |A|*-fortement homogene
(par exemple, s’il est assez saturé, par stabilité), comme tout modele M O A est algébriquement clos (au sens
de T°%), le groupe Aut(M/A) agit transitivement sur les extensions non-déviantes de p sur M.

Prenons p une extension générique de p sur un tel modele M. De méme, soit ¢’ une extension non-déviante
de g sur M U B et p’ = ¢'|M. Notons que p’ ne dévie pas sur A. Par le lemme le type p ne dévie pas
sur @, donc il est aussi une extension non-déviante de p. On déduit de la discussion précédente que p’ est aussi
générique, donc on peut remplacer A par un modele M le contenant. En particulier, le type ¢ est I'extension
héritiere de p.

Par le corollaire pour chaque ¢(z,y), soit x,(y) la formule qui exprime que ¢(z,y) est générique.
Puisque p omet o(x,y) A =x(y), le type ¢ aussi, donc il est forcement générique.

Notons que si tp(g/A) est générique et g J/A h, alors le type tp(g/A, h) l'est aussi. En particulier, le type
tp(h - g/A, h) ne contient que des formules génériques, donc il ne dévie pas sur §. O

Corollaire 3.2.7. Le produit de deux génériques indépendants ’est aussi et il est indépendant de chaque facteur.
Tout élément de G s’exprime comme le produit de deux génériques.

Démonstration. La premiére partie est immédiate. Pour la deuxiéme, étant donné un élément g € G, soit h | g
générique sur g. Notons que h~! Pest aussi et de méme pour h=! - g. L’élément g = h- (h~! - g) est donc le
produit de deux génériques (pas indépendants, en général!). O

Corollaire 3.2.8. Une formule ¢ est générique & gauche si et seulement si elle l’est a droite si et seulement si
elle l’est bilatérement.
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Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que toute formule ¢ générique bilatere est générique a gauche.
On travaille sur un modele M contenant les parametres de ¢. Par compacité, il suffit de montrer que tout type
sur M est dans un translaté (sur M) & gauche de la formule ¢. Si p = tp(b/M) est un type quelconque sur
M, prenons tp(a/M,b) un type générique bilatére contenant ¢, par le corollaire Sic=a- b1 le type
tp(c/M,b), qui contient la formule ¢(x - b), est aussi générique, donc ¢ | o b Par cohdritiers, il existe deM
avec = (¢ - b). O

Il suit qu'un type global p est générique si et seulement si ¢ - p ne dévie pas sur @) pour chaque g € G.

Définition 3.2.9. Etant donné un type p € S(B) définissable sur A et une formule ¢, on défini son ¢-
stabilisateur Staby,(p) = {g € G |Vy (p(z,y) € p < ¢(9-z,y) € p)}. Le stabilisateur Stab(p) de p est ensemble

() Staby(p).

La définisabilité des types entraine que le sous-groupe Stab, (p) est définissable sur A. En effet, pour chaque
formule ¢(z,b), si p1(z,b, g) note la formule p(g - x,b), alors g € Stab,(p) si et seulement si

dpp1(b, g) & dpp(b).

En particulier, si A est algébriquement clos (au sens de 7°%), cette définition s’étend & toute extension non-
déviante de p[A, par la proposition De méme, le sous-groupe Stab(p) est définissable si G est w-stable.
En effet : si ¢(x,b) est une formule dans p du rang et degré de Morley minimal, alors Stab,(p) C Staby(p)
pour toute formule 1. Soit g dans Stab,(p) et une instance de 1) sur B, que I'on peut supposer de la forme
P(x,b). Si (g - x,b) ¢ p, alors RM(p(g - x,b) A (g - x,b)) < RM(¢(z,b)) = RM(p), par la minimalité du
rang et degré de ¢(x,b). Comme le rang de Morley est préservé par des bijections définissables, on conclut que
RM(¢(x,b) A(z,b)) < RM(p), ce qui contredit le choix de ¢(z,b).

Puisque ply détermine sa classe modulo G°() (qui est d’indice fini dans G'), on voit que tous les éléments
de Stab,(p) sont dans la méme G°(¢p)-classe. Donc Stab(p) est un sous-groupe de G, si G est w-stable.

Lemme 3.2.10. Si G est w-stable, alors une formule ¢ est générique si et seulement si son rang de Morley
équivaut RM(G).

Démonstration. Notons que si ¢ est générique, comme le rang de Morley de chaque translaté est égal a celui de
©, on a que RM(p) = RM(G), par le lemme m Donc les types génériques ont rang de Morley RM(G).

Si RM(¢) = RM(G), soit M un modele et p sur M contenant ¢ avec rang de Morley RM(G). Notons que
I’ensemble des types de rang RM(G) est fini (borné par DM(G)). Comme chaque classe de Stab(p) détermine I'un
parmi ces types génériques, 'indique de Stab(p) dans G° est fini. On conclut que l'action de G° sur I’ensemble
des types de rang maximal est donc triviale. Etant donné un type q € S(M) contenant G, on réalise g = p et
h | q avec g J/M h. En particulier, 'élément h - g = p, donc = ¢(h - g). Par cohéritiers, il existe un ¢’ € M
avec @(h - ¢'). Un nombre fini des translatés a droite de ¢ recouvrent G°, donc aussi G. O

Corollaire 3.2.11. Si G est w-stable, il n’y a qu’un nombre fini des types génériques, qui sont en correspondance
avec les classes de G modulo G°.

Le générique de G° s’appelle un générique principal de G.

Démonstration. Puisque les types génériques sont exactement ceux de rang de Morley RM(G), ils sont en
nombre fini. En particulier, ’action par translation de G® sur un type générique est triviale. Si a et b sont deux
réalisations indépendantes de deux types génériques de GP, alors a - b doit avoir le méme type que a et que b,
donc G° ne contient qu’un seul type générique. De méme, chaque classe de G modulo G ne contient qu’un seul
type générique. O

Si p est stationnaire, comme les éléments de Stab(p) fixent la restriction de p a chaque formule, ¢’est facile
a voir que g € Stab(p) si et seulement si g - p = p, ou p est U'extension globale de p. En particulier, on a que
g € Stab(p) si et seulement si pour tout a = p avec a \J/A g, alors g - a J/A g et g-al=p aussi.

Le résultat suivant est vrai, méme si G n’est pas w-stable, mais seulement stable.

Lemme 3.2.12. Pour chaque formule @, les p-types complets (globaux) déterminés par les types génériques
(globauzx) de G sont en nombre fini. Le type p est générique si et seulement si Stab(p) = G°. Chaque classe de
G modulo G° contient un seul générique. Donc p est générique si et seulement si Stab(p) D G°.

31



Démonstration. Soit ¢(x, z) une formule et p un type global. Soit ¢'(z;y, z) = p(y-x, 2). Les p-types déterminés
par les types génériques sont en correspondance avec les classes de Stabys (., .)(p) (qui est définissable sur
acl®(0), puisque p ne dévie par sur ( par le lemme [3.2.4)). Ces classes sont en nombre fini.

Pour chaque H < G définissable d’indice fini, le type p entraine x € H - a pour un certain parametre a. Par
compacité, le type p est dans une seule classe de G°. En particulier, ’action de G° sur le générique p est triviale,
donc G° = Stab(p). Si ¢ est un autre générique contenu dans la méme classe G° - a que p, alors ¢ = g - p, pour
g € G°, donc ¢ = p.

Si G C Stab(p), comme p détermine sa classe modulo G°, qui agit trivialement sur p, le type doit étre le
générique de cette classe. O

Les résultats ci-dessus, plus particulierement ’existence et propriétés des génériques, peuvent se généraliser
facilement au cadre d’un sous-groupe G type-définissable (ou méme *-définissable c’est a dire, ol le type partiel
en question a une infinité des variables). Dans le cadre stable, nous n’avons rien de nouveau :

Proposition 3.2.13. Tout sous-groupe stable x-définissable G (a Uintérieur d’un groupe ambiant H) est lin-
tersection des groupes définissables.

Démonstration. Pour chaque formule ¢, le nombre de p-types déterminés pas les types génériques globaux de G
est fini, que I'on note par {p1,...,pn, }. Si p est un générique avec p[¢ = p1, alors Stab,,(p) est définissable. Le
sous-groupe G, des éléments de Ny (G) qui normalisent I'ensemble {p1,...,p,_} est la réunion finie des classes
modulo Stab,(p), donc définissable. Clairement G C () G.,.

%)

Si a € G, pour chaque ¢, prenons b € G générique indépendant de a. Le ¢-type de a - b appartient a
I'ensemble {p1,...,pn, }, pour chaque o. En particulier, I'élément a - b est un générique de G. On conclut que
a Vest aussi. O

Remarque 3.2.14. Notons que la stabilité est essentielle pour cette preuve, puisque les infinitésimaux forment
un sous-groupe additive type-définissable d’une extension saturée de R, qui n’est pas l'intersection des groupes
définissables.

Lemme 3.2.15. Si G est w-stable, étant donné un type stationnaire p, on a RM(p) > RM(Stab(p)). Si l'on a
égalité, alors Stab(p) est connexe et p est le générique d’un translaté de Stab(p).

Démonstration. Supposons que 1’on travaille sur un modele M. On réalise a = p et b un générique quelconque
du Stab(p), qui est définissable sur M, avec a J/M b. Alorsb-al=petb-a J/M b.
Or,
RM(Stab(p)) = RM(b/M) = RM(b/Ma) = RM(b-a/Ma) < RM(b-a/M) = RM(p).

Si 'on a égalité, alors b - a J/Ma. Notons que le type tp(a/M,b-a) = x - (b-a)~t € Stab(p), puisque
a-(b-a)~! € Stab(p). Par héritiers, on trouve ¢ € M tel que p I z - ¢ € Stab(p).

Si H < Stab(p) est définissable sur M d’indice fini, alors p détermine sa classe C' modulo H. Comme
b= (b-a) a1, le type tp(b/M,a) est dans la classe C' - a~' = H, pour chaque b qui réalise un générique du
Stab(p), indépendant de a. On conclut que Stab(p) est connexe. O

Lemme 3.2.16. Si G est un groupe stable et H < G est un sous-groupe définissable, le tout définissable sur
un ensemble de paramétres A algébriquement clos (dans T°1), alors, étant donné un générique g € G sur A,
Uélément g/H est générique dans G/H sur A et g est générique dans g- H sur AU{"g- H}.

Notons que Tg - H™ est interdéfinissable sur A avec 'imaginaire g/H.

Démonstration. Clairement, tout formule ¢ sur A réalisée par g/H se releve en une formule de G sur A réalisée
par g, qui est elle donc générique. Puisque un nombre fini de ses translatés couvre G, le méme est vrai pour .

Soit h € HY générique sur A U {g}. Par généricité, I'élément g - h est générique sur A U {g}, donc il est
générique sur AU {g/H?}. De plus, I’élément g - h est dans g - H. Il suffit de montrer que g et g - h ont le méme
type sur AU {g/H}.

Notons que le stabilisateur de tp(g/A) est définissable sur A, par la propositionet il contient G° > HO,
par le lemme En particulier g =4 ¢ - h. Il existe un A-automorphisme qui envoie g-h dans g. Or, comme
g et g - h sont dans la méme classe g - H, elle reste fixée. Donc g =arg.z7 g - h : le type tp(g/A,"g - H?) est
générique dans g - H. O
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3.3 Indécomposables

On se place toujours a 'intérieur d’un groupe G stable (infini) définissable sans parametres.

Définition 3.3.1. Une partie non-vide définissable A de G est indécomposable (a gauche) si la cardinalité
de classes (& gauche) de H modulo G contenant un élément de A est soit 1 soit infinie, pour tout H < G
définissable.

Remarque 3.3.2. Si A C G est indécomposable de taille au moins 2, alors A est infinie.

Un sous-groupe H de G est indécomposable si et seulement s’il est connexe.

Si A est stable par un ensemble S d’automorphismes de G, alors A est indécomposable si, pour tout sous-
groupe définissable H < G invariant sous 'action de S, lorsque |A/H| > 2, alors c’est infini. En effet, si A a
la propriété ci-dessus et H est un sous-groupe définissable quelconque qui découpe A dans n classes, alors pour
chaque s dans S, le sous-groupe H*® (ou l'on fait agir s sur les parametres de H) découpe A dans n classes aussi.

Or, par la condition de Baldwin-Saxl[3.1.7] le sous-groupe Hg = (| H®, qui est S-invariant, est définissable,
ses
en tant qu’intersection d’un nombre fini m. Or, la partie A se découpe dans (au plus) nm classes modulo Hg.
Donc |A/Hg| =1 et de méme |A/H| = 1.

Si AN B # () sont deux parties définissables indécomposables, alors A U B ’est aussi.

Un groupe G est définissablement simple si et seulement s’il n’a pas de sous-groupes définissables distingués
propres.

Corollaire 3.3.3. Si G est définissablement simple, toute partie définissable infinie A stable par conjugaison
est indécomposable.

Lemme 3.3.4. Si G est un groupe w-stable, alors toute partie définissable A s’écrit de fagon unique, & per-
mutation prés, comme la réunion finie de sous-ensembles indécomposables mazimaux disjoints (appelés les
composants indécomposables de A ).

Démonstration. Si A est déja indécomposable, il n’y a rien a faire. Sinon, il existe H; < G définissable qui
découpe A dans un nombre fini non-trivial de classes, qui sont disjointes. Si chaque de ces parties A; est
maximal indécomposable, nous avons le résultat. Sinon, au moins une partie A; est la réunion d’un nombre fini
des classes modulo un sous-groupe définissable Hs, que ’on peut supposer Hy < Hj. Par le corollaire 3.1.8] cette
chaine de sous-groupes doit s’arréter, donc on trouve la décomposition cherchée, en regroupant les ensembles
indécomposables dans des parties maximales indécomposables disjointes.

La décomposition A = U;L A; est unique par la remarque @ O

Théoreme 3.3.5 (Zilber). Si G est un groupe de rang de Morley fini, étant donnée une famille {A;}icr
des parties définissables indécomposables, chacune contenant l'identité, alors le sous-groupe H engendré par la
famille {A;}icr est définissable connexe, et engendré par un nombre fini de parties A;,, ..., A;  , avec m <

RM(H) < RM(G).

Si les parties {A;}ier sont indécomposables, mais elles ne contiennent pas l'identité, il suffit de considérer
{a;l - A;}ier, avec a; € A; pour chaque ¢ € I. En particulier, si A est indécomposable, le groupe engendré par
A (ou A- A7) est définissable et connexe.

Démonstration. Soit B = A;, -...- A; , avec RM(B) maximal parmi les produits finis des parties de la famille
{A;}icr. Si Hy est un groupe définissable quelconque contenant chaque A;, alors B C H; et donc RM(B) <
RM(H1). De plus, on a que RM(B) = RM(B - A;) = RM(A; - B) pour chaque ¢ € I.

Parmi les types qui entrainent la formule z € B, prenons p de rang maximal et posons H = Stab(p). Si l'on
montre que p - x € H, alors RM(p) < RM(H), donc H est forcement connexe et p est son générique principal,
par le lemme [3.2.15

Comme A; est indécomposable, si A;, /H est infini, alors I’ensemble A;, - B contiendrait une infinité des
translatés de p, donc

RM(A;, - B) > RM(p) = RM(B),

ce qui contredit la maximalité du rang de B. En particulier, I’ensemble A;, est dans une seule classe modulo
H, qui doit étre H méme car A;, contient I'identité. De méme pour A,,...,A4; , donc B C H. De plus, par le
corollaire le groupe H = B - B, ce qui nous permet de conclure.

T, 9

O
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Corollaire 3.3.6. Un groupe G définissablement simple de rang de Morley fini est simple. De plus, étant
donnée une classe de conjugaison non-triviale C, chaque élément de G s’écrit comme le produit d’au plus
2RM(G) éléments de C ou leurs inverses.

Démonstration. Puisque GO est distingué, on peut supposer que G est infini et connexe du centre Z(G) trivial.
Par le corollaire si C' = ¢g© est une classe de conjugaison non-triviale, alors C' est infinie, puisque l'indice
de Cg(g) dans G est infini. Donc, 'ensemble C U {e¢} est indécomposable, par la remarque Le groupe
engendré par C est non-trivial, définissable et distingué, donc égal a tout G. O

Corollaire 3.3.7. Un groupe simple de rang de Morley fini est presque fortement minimal et Ny -catégorique.

Démonstration. Montrons d’abord que la théorie de G n’a pas de paires de Vaught. Soit X une partie infinie
définissable de G. Par le lemme on peut supposer que X est indécomposable. Fixons zg dans X. Or,
I'ensemble X’ = xy- X est aussi indécomposable et de méme pour ¢g- X’ -g~! pour chaque g € G. En particulier,
le groupe qu’ils engendrent est définissable et distingué, donc égal a tout G. En particulier, il existe g1, ..., gn,
avec n < 2RM(G) tels que G = (X')91 .- (X")9n. Ceci doit rester vrai lorsque l'on passe a une extension
élémentaire de G, donc la théorie de G n’a pas de paires de Vaught et est Nj-catégorique, par le théoreme
1.5.50

Puisque G a d’ensembles définissables fortement minimaux, par le lemme soit Y un tel ensemble, que
l’on suppose toujours indécomposable. Puisque G = (Y’)9 --- (Y')9", on conclut que G est presque fortement
minimal. O

On finira par une observation, trés naive, qui sera néanmoins fort utile.
Lemme 3.3.8. Tout monoide associatif G non-vide stable simplifiable a gauche et a droite est un groupe.

Démonstration. Si G est fini, puisque la multiplication pour un élément g est injective, elle doit étre surjective.
En particulier, il existe un élément e, tel que g - ¢4 = g ainsi qu’un inverse g lavecg g ' = €g.

Pour un élément quelconque h, on a que g-h = g- (eq4 - h), on conclut que ey est un élément neutre a gauche,
qui est donc le seul. Par symétrie, on obtient un neutre a droite et ils doivent étre égaux. On a bien un groupe.

Si G est infini et d’exposant non-borné, en consideére un élément g d’ordre infini. Les paires (g™, g™) satisfont
la formule ¢(x,y) = # y A Iz (y = x - z). Par stabilité, il existe n < m = n+r avec (g™, ¢g"). En particulier,
pour un certain b € G, on a g" = ¢"*" - b. Si 'on pose e, = g" - b, on conclut comme auparavant que G possede
un neutre & gauche, qui 'est aussi & droite. De plus, I'inverse de g est ¢"~! - b. Pour h € G quelconque, si
les puissances de h sont toutes différentes, alors on conclut de la méme facon que h~! existe. Sinon, il existe
k <p=k+savec h* = h* . h®. Puisque h¥ - e, = h*, on a que h® = e,. L'inverse h~1 = h*~1. Le monoide G
est bien un groupe.

Si 'exposant de G est borné, pour g € G, on obtient g" = ¢"* pour n < m et ’on conclut de la méme fagon
I’existence d’un élément neutre et d’inverse. O

3.4 Orthogonalité, Régularité et Internalité

La partie suivante ne nécessite pas de la structure de groupe ambiante, mais que de la stabilité de la théorie
T.

Définition 3.4.1. Les types stationnaires p et ¢ (pas forcement sur le méme ensemble de parameétres) sont
orthogonauz si, chaque fois que 'on prend des extensions a = p et b = ¢ non-déviantes sur le méme ensemble
de parametres C, alors a | c b. Le type p est indifférent du type partiel ¥ (& parametres sur ensemble des
parametres de p) si chaque extension non-déviante de p est orthogonale & chaque complétion de X.

Un type stationnaire p est régulier s’il n’est pas algébrique et chacune de ses extensions non-déviantes est
orthogonale a toute extension déviante de p.

Notons qu’une extension non-déviante d’un type régulier ’est aussi.

Exemple 3.4.2. Par les inégalités de Lascar, un type stationnaire de U-rang w® est orthogonal a la famille des
types de U-rang strictement inférieur a w®. Il est en particulier régulier. De plus, si le type p a U-rang égal a

0

Zw%ﬂ . ki’

n
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ol les m; sont des entiers naturels et v, > ... > v > 0, alors p n’est pas orthogonal & un certain type de U-rang
w7,

Remarque 3.4.3. Deux types stationnaires p et g sont orthogonaux si et seulement si p(x) U ¢(y) détermine
un seul type complet.

Démonstration. On suppose que p et ¢ sont définis sur le méme ensemble des parametres. Si p et ¢ sont
orthogonaux, le lemme de Shelah montre que le type tp(a,b), olt a = p et b = ¢, ne dépend pas du choix
des réalisations.
De méme, si p(z) U q(y) détermine un seul type complet, prenons a = p et b = q avec a | b. Alors ceci doit
étre vrai pour tout autre uple a’ |=p et b’ | ¢, donc p et ¢ sont bien orthogonaux.
O

Dans une théorie superstable, il existe des types réguliers :

Lemme 3.4.4. Si M C N sont des modéles saturés d’une théorie superstable etb € N\ M est du rang U(b/M)
minimal, alors tp(b/M) est régulier.

Démonstration. Sinon, il existe C D M et des réalisations b’ et ¢’ de p sur C avec v J//Cc', ou v/ J_/M C et
c [ . C. Par le caractére local de la déviation, on trouve Ay C M et Ay C Cy C C d’ensembles petits tels que
p (et donc tp(b'/C)) ne dévie pas sur Ao, le type tp(c’/C) ne dévie pas sur Co et b [ , . Par saturation, on

0
trouve Dy C M avec Dy =,ciea(a,) Co. Puisque b | Ao Dgetd | A Co, le lemme de Shelah [2.4.22| nous donne

que Cob’ =4, Dob. Soit ¢ 'image de ¢’ par cet automorphisme, que 1'on peut supposer dans N.
Alors b J’/DO ¢, donc ¢ ¢ M, mais

U(c/M) < U(e/Dg) =U(¢'/Cy) = U('/C) < U(' /M) = U(b/M),

ce qui contredit la minimalité du U(b/M).

O
Lemme 3.4.5. Sip est un type sur A stationnaire et régulier, [’opérateur cloture
c(ay,...,an)={aEplaf ar,...,an}
A
définit une prégéométrie sur l’ensemble des réalisations de p. En particulier, si a,ay,. .., a, sont des réalisations

de p avec a J’/A ai,...,a,, on peut supposer que ai,...,a, sont A-indépendants.

Démonstration. Le caractere fini de la déviation entraine le caractere fini de 'opérateur. Comme p n’est pas
algébrique, alors a € cl(a) pour chaque a |= p, donc 'opérateur est réflexif.

Montrons qu’il est transitif, c’est qui équivaut & montrer que cl(cl(a; ...,a,)) C cl(a,...,a,). Soit a €
cl(cl(ay ..., ay)). Il existent donc by ..., b, € cl(ay,...,a,) avec
aj/bl,...,bm.
A

OI'7 pour Chaque 1 < m, on a que
bi La17...,an,b1,...,bm_1.
A

Dong, si a ¢ cl(aq,...,ay), alors la régularité de p donne que

a J/ bl,

Aay,...,an

ce qui entraine par récurrence que

(lJ/bh...,bm.
A
Il reste & montrer le principe de Steinitz : en effet, si a J//A ai,...,a, mais a LA ai,...,an_1, la transitivité
donne a J//Aal,...,an,l an. Or, il suffit de montrer que
an J/ al) . 'aan—17
A
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ce qui entraine que

G \X/ a,at,...,0n—1-
A
Si ay, \,LA ai,...,an—1, alors 'extension non-déviante tp(a/A4,as,...,a,—1) de p n’est pas orthogonale & I’ex-
tension déviante tp(a,/A,a1,...,a,—1) de p, ce qui contredit la régularité de p. O

Définition 3.4.6. Un type stationnaire p € S(A) a poids 1 si, pour tout ensemble B D A et toute réalisation
a £ p non-déviante sur B, §’ils existent des uples ¢; et ¢y avec a %[B ¢; pour ¢ = 1,2, alors ¢y \,LB Co.

Les types réguliers ont poids 1 :
Lemme 3.4.7. Tout type régulier dans une théorie superstable T' a poids 1.

Démonstration. Soit p un type régulier sur A. Quitte a prendre une extension non-déviante, on peut supposer
qu’il existe des uples ¢; et ¢ avec a J, , ¢; pour i = 1,2, ot @ = p. Prenons une extension saturée M D Acy
avec MJ/ACI acy. Si ¢y \LACQ,alorsa AclMet cy J/AM.

Soit {a;}i<, une suite de Morley du type tp(a/acl®¥(Acy)) contenue dans M. Par le lemme [2.4.26] on a

que a J/A{a‘}_ M, donc a J//A ai,...,a, pour un certain n < w. Par le lemme on peut supposer que
2 fi<w
ai,...,a, sont A-indépendants. Notons que ay,...,a, | 4 €2, qui contredit la régularité de p, puisque a [} 402

Corollaire 3.4.8. Sip, q et r sont des types stationnaires tels que q a poids 1 et ni p et q sont orthogonauzr ni
q et r non plus, alors p et r ne sont pas orthogonaux. En particulier, la relation de non-orthogonalité entre des
types réguliers est une relation d’équivalence.

Remarque 3.4.9. Si p et ¢ sont des types sur un modele M d’une théorie dénombrable w-stable T' tels qu’il
existe b = ¢ dans M[p], ou M|p] dénote le modele premier sur M U {a} avec a |= p, alors ¢ et p ne sont pas
orthogonaux.

Notons que M|p] existe, par le corollaire [[.3.7 De plus, le type ¢ est réalisé dans M[p] si et seulement s’il
est réalisé dans tout modele N O M qui réalise p.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, si tp(b/Ma) est atomique, étant donné un uple ¢ avec ¢ | @ alors
b L, c Soit = 0(b,a), ot 0 est une formule sur M isolant tp(b/Ma). Supposons que a | , c. Nous allons
montrer que tp(b/Mc) est un héritier de tp(b/M), par le corollaire Soit donc ¢(x,y) une formule sur M
avec |= (b, ). Donc

CEIr (9(3@, a) A (p(x,c)).
Puisque tp(a/Mec) est un héritier du tp(a/M), il existe m € M tel que

¢E Ela:(ﬁ(x,a) A w(x,m)),

Soit b" une réalisation de cette formule. Or, puisque o’ réalise la formule 6(z,a), qui isole tp(b/Ma), on
conclut que &’ =p; b, ce qui nous permet d’en déduire que (b, m).
O

Par le lemme [T.2.174] une formule fortement minimale ¢ détermine un seul type non-algébrique p. On dira
donc que le type stationnaire ¢ n’est pas orthogonal & ¢ si ¢ n’est pas orthogonal a p.

Proposition 3.4.10. Soit T une théorie w-stable S’il existe des formules fortement minimales ©1,...,0, a
parameétres sur le modele premier telles que tout type régulier n’est pas orthogonal a une certaine @;, alors T
a rang de Morley fini, qui est définissable et coincide avec le rang U. Le rang de Morley est donc additif et T
élimine 3% x.

Démonstration. Quitte a nommer les parametres, on peut supposer que les formules 1, . . ., @, sont définissables
sur . On montrera par récurrence sur k les deux propriétés suivantes :

1. Si RM(a/A) > k+1 et |= ¢;(b) pour un certain i < n, alors RM(a/Ab) > k.

2. Si la suite des types tp(A;a;) converge vers tp(Aa) et RM(a;/A;) > k + 1, alors RM(a/A) > k + 1.

36



Sik=0,iln’y arien & démontrer pour (1). De méme, si RM(a/A) = 0, témoigné par une formule qui rend
a algébrique sur A, le méme devrait étre vrai a partir d'un certain ¢ < w, donc on conclut (2). Supposons que
les deux propriétés ont été démontrées pour tout m < k. Si RM(a/A) > k + 1, prenons un modele w-saturé
M > Aavec M | ,a. En particulier, on a RM(a/M) = RM(a/A) > k + 1. Soit b avec = ¢1(b). 1l suffit
de montrer que RM(a/Mb) > k, puisque RM(a/Ab) > RM(a/Mb). Si b |, a, c’est évident. Sinon, puisque
RM(b/M A) = 0, il existe une formule 0(x,a) sur M qui rend b algébrique. On peut supposer que 6(z,a’) est
fini pour tout a’. Comme RM(a/Mb) > k + 1, le type tp(a/M) n’est pas isolé parmi les types (sur M) du rang
de Morley supérieur a k. Il existe donc une suite des types tp(a;/M), avec RM(a;/M) > k, qui converge vers
tp(a/M). En particulier, pour ¢ suffisamment large, la formule 6(z,a;) A ¢1(x) est consistente, réalisée par b;.
Par compacité, on peut supposer que la suite tp(a;b;/M) converge : la limite est tp(a,c/M), ot ¢ =pz4 b, ce qui
permet de supposer que ¢ = b. Si b; € M pour ¢ suffisamment large, alors RM(a;/Mb;) = RM(a;/M) > k, donc
RM(a/Mb) > k, par la propriété (2) et récurrence. Puisque a /. , b, on conclut que RM(a/Mb) > k.

Sinon, on peut supposer que chaque b; |= ¢1 a le méme type sur M que b. Par automorphismes, on suppose
que la suite tp(a;/Mb) converge vers tp(a/Mb). Par récurrence sur la propriété (1), on a RM(a;/Mb) > k — 1,
donc RM(a/Mb) > k. Ceci montre la récurrence pour (1).

Pour la propriété (2), on prend pour chaque i < w, un sous-modele M; D A, que l'on suppose indépendant
de a; sur A;. De la suite tp(a;M;) on extrait une sous-suite convergent, avec limite tp(cM), ou M D A. Puisque
¢ =4 a, on peut supposer que la limite est tp(aM). Comme a; ¢ acl(A)i), alors 'extension M C Mla] est
propre, donc il existe un type régulier ¢, par le lemmem qui n’est pas orthogonal & tp(a/M) par le corollaire
??. Or, le type g doit étre non-orthogonal & un certain p; = ¢; et donc ¢ n’est pas orthogonal & tp(a/M) par
le corollaire Soit b = 1 avec b [} o @ En particulier, I'élément b ¢ M mais il est algébrique sur Ma,
témoigné par une formule 6(z, a) sur M telle que 8(z, a’) est toujours fini pour tout a’. Par convergence, il existe
bi = 0(z,a;) A @1 (z). A nouvean, la suite tp(a;b;/M) converge vers tp(ab/M). La récurrence sur (1) donne que
RM(a;/Mb;) > k et donc RM(a/Mb) > k. Puisque a [, b, on conclut que RM(a/A) > RM(a/M) > k + 1, ce
qui montre la récurrence pour (2).

Voyons maintenant que le rang de Morley de T est fini : en effet, s’il avait un type de rang de Morley w,
réalise par a sur un sous-modele M, alors a ¢ M, donc on trouve dans MJa] un type régulier, qui n’est pas
orthogonal & une des formule ;. Comme auparavant, on conclut qu’il existe b = ¢; avec b J 2 @ Or, on a
RM(a/Mb) = k < w. Puisque RM(a/M) = w > k+2, ceci contredit la propriété (1). Le méme argument montre
que, pour tout type tp(a/M) du rang k + 1, il existe un b |= ¢; avec b [/, a. En particulier, le rang de Morley
RM(a/Mb) =k, on a que RM < U et donc ils sont égaux, par la remarque

Il reste & montrer que, pour toute formule ¥ (x,y) et tout entier k, le 'ensemble {tp(a) | RM(¢(z, a)) > k}
est un ouvert-fermé de ST, ce qui donne la définissabilité du rang de Morley. La propriété (2) donne clairement
qu’il est fermé, car il contient tous ses points d’accumulation. Voyons, par récurrence sur k, qu’il est ouvert.
Etant donné tp(a) avec RM(¢)(x,a)) > k, si k = 0, clairement

tp(a) - 3z (Y(z,y)) .

Si k> 0, soit ¢ = 9(x,a) avec RM(c/a) > k + 1. Par le méme argument qu’auparavant, il existe (au-dessus
des parametres A contenant a) un element b = ¢; tel que b f 4 C témoigné par une formule 0 (qui dépend de
c) telle que 0(y, A’, ) est toujours fini. Par compacité, il n’existe qu’un nombre fini des formules § possibles
pour tout ¢ = 9, que 'on dénote par une seule formule §. Or, par la propriété (1), le rang de Morley de
RM(¢(x,a) AO(b, A, z)) > k, qui, par récurrence, donne un ouvert dans le espace des types. En prenant une
disjonction sur tous les uples A possibles, ceci détermine un ouvert pour {tp(a)| RM(¢(z,a)) > k}

O

Définition 3.4.11. Le type p est X-interne si toute réalisation de p est définissable, a I'aide des parametres
indépendants, sur un uple de réalisations de ¥. Si 'on a algébrique au lieu de définissable, on dira que p est
presque X-interne.

Le type p € S(A) est finimment engendré sur ¥ §’il existe des parametres B D A tels que toute réalisation
de p est définissable sur B, ¢, ol ¢ est un uple des réalisations de X.

Le type p € S(A) est X-analysable si toute réalisation de p est A-interalgébrique avec un uple ag, .. ., a, tel
que chaque a; est Y-interne sur A, ag,...,a;_1.

Exemple 3.4.12. Dans un espace vectoriel V de dimension infinie sur un corps k, étant donné un opérateur
linéaire, le type de 'espace non homogene L(z) = v est finimment engendré sur le type de I’espace homogene
L(z) =0.
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Si 'on considere la théorie du pseudo-plan libre donné par un graphe de valence infinie sans cycles, qui est
w-stable de rang de Morley w, prenons un modele M. Le type de distance 2 de M est analysable par rapport a
la famille de types a distance 1 de M. Il n’est pas interne a cette famille.

Lemme 3.4.13. Le type stationnaire p € S(A) est Y-interne si et seulement s’il est finimment engendré sur 3.

Démonstration. Si p est finimment engendré sur X, il existe B D A tel que toute réalisation de p est définissable
sur B et des réalisations de . Etant donnée a = p, soit ' =4 a avec o’ | A B. En particulier, il existe un uple
¢ des réalisations de ¥ avec o’ € dcl(Bc). Si B’ D A est I'image de B par 'automorphisme qui envoie a’ vers a,
on conclut que a J/A B’ et a € dcl(B’c), donc p est bien Y-interne.

Si p est X-interne, pour a = p il existe un uple b | L aaveca € dcl(be), ou ¢ est un uple des réalisations de
Y. Notons que si b |= tp(b/A) est A-indépendant de o’ |= p, alors a’ € dcl(b'¢’), pour un uple ¢’ des réalisations
de X, par le lemme Soit M O A un modele suffisamment saturé et prenons une suite de Morley {bi}i<|T\+
dans M du type fort de b sur A. Si a |= p est une réalisation quelconque, le type tp(a/A{b;};<|r+) ne dévie pas
sur un ensemble de taille au plus |T'|, donc par transitivité, il existe i < |T'|" tel que b; | 4 @ On conclut que
a € dcl(Mec) pour une certain uple ¢ des réalisations de X, donc p est finimment engendré sur 3. O

Lemme 3.4.14. Soit T une théorie superstable. Si le type stationnaire p € S(A) n’est pas indifférent au type
q, alors il existe, pour toute a |= p, un élément ay € acl®(Aa) \ acl®(A) avec tp(ap/A) qui est g-interne.

Démonstration. 1l existe C' O A avec a J/A C' et une réalisation b |= ¢ telles que b f . a. En particulier, on a
a [ ,bC. Nous pouvons donc supposer C' fini. Posons ag = Ch(bC'/acl®(Aa)) € acleg(Aa) \ acl®d(A). Par le
lemme I’élément aq est algébrique sur un segment fini d’une suite de Morley b:C4, . .., b,C), du type fort
de bC sur Aa. Par récurrence, on obtient que a | , C1U...UCy, donc le type tp(ag/A) est g-interne. O

3.5 Analyses

Soit G maintenant un groupe w-stable, que ’on suppose suffisamment saturé.

Proposition 3.5.1. Si G a rang de Morley fini, alors le rang de Morley est additif, définissable et coincide
avec le rang U.

Démonstration. Il nous suffit de montrer que G satisfait les hypotheses de la proposition [3.4.10] Puisque G
a rang de Morley fini, il existe un ensemble définissable fortement minimal ¢, par le lemme [1.3.28] que l'on
suppose indécomposable, par le lemme Si a |= 1, le groupe G engendré par {(a=1-¢1)9}cq est connexe,
définissable et distingué dans G. Notons que G; est presque fortement minimal. Si le quotient G/G1 n’est pas
fini, on itére pour trouver un groupe connexe définissable distingué Go C G, tel que le quotient Go/G; est
presque fortement minimal par rapport a la formule fortement minimale 5. Comme le rang de Morley augmente
a chaque étape, on trouve une chaine finie {eg} = Gy I G; < ... <G, = G, avec G;11/G; presque fortement
minimale par rapport a la formule fortement minimale ;1.

Montrons que tout type unair non-algébrique stationnaire tp(a/A) dévie avec une réalisation d’une des
formules 1, ..., @y, si on travaille dans 'expansion (G, {c}.cc), ot Pon ajoute au langage les parametres C'
nécessaires pour définir toutes les ¢;11. Puisque "a- G est algébrique sur A, on que a | ,"a-G™. En revanche,
comme a j/A’_wGo—‘, il existe k minimal avec a \LA'_a-GkT Donc Ta-Gi_17 ¢ acl® (A4, a-Gy ™), ce qui entraine
que l'ensemble a - Gy, n’est pas algébrique sur A. En particulier, si 'on prend b € a - Gy, tel que tp(b/A,"a -G ™)
n’est pas algébrique et

b | a"a-Gr_17,
AFa-Gy0

I'élément a-b~! € G}, \ Gy_1 est interalgébrique sur A, b, "a- G} avec a. Or, le quotient a-b~!- (G /Gr_1) est
algébrique sur a - b~ et aussi algébrique sur un uple fini des réalisations de (. Par transitivité, on conclut que
tp(a/A) admet une extension non-déviante, qui dévie avec une réalisation générique de @y.

En particulier, étant donnée une formule sans parametres v, ’ensemble des uples a tels que ¥(x, a) est infini
est définissable dans la théorie (G, {c}.cc). Or, comme cet ensemble est invariant par tout automorphisme de G,
alors il est définissable sans parametres, par le lemme La théorie de G élimine donc 3°°z. Par la remarque
[[-3:27] toute formule minimale est fortement minimale, ce qui entraine par le méme argument qu’auparavant
que, si l'on se place & l'intérieur du modele premier de G, il existe des formules minimales ¢, ..., ¢} tels
que chaque quotient G;41/G; est presque fortement minimale par rapport & ¢;41. Elles sont bien fortement
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minimales. On n’a plus besoin de considérer 'expansion (G, {c}.cc) pour la définissabilité et additivité du rang
de Morley.
O

Corollaire 3.5.2. Si G est un groupe de rang de Morley fini, étant donnés des ensembles définissables X et
Y et une application surjective définissable f : X — Y telle que RM(f~*(y)) est constant, pour chaque y €Y,
alors

RM(X) = RM(Y) + RM(f ().

En particulier, si H < G est un sous-groupe définissable, on a

RM(G) = RM(H) + RM(G/H).

Démonstration. Pour € X, comme tous les rang son finis, I'inégalité de Lascar donne que U(z) = U(z, f(z)) =
U(z/f(z)) + U(f(x)). Notons que z est interalgébrique sur f(z) avec tout autre élément de la fibre sur f(x).
Or, le rang de Morley est égal au rang de Lascar, par la proposition [3.5.1] O

Proposition 3.5.3. Soit G un groupe w-stable tel que son générique principal p n’est pas orthogonal au type
stationnaire q. Alors, il existe un sous-groupe distingué définissable K < G d’indice infini tel que le quotient
G/K est g-interne.

Démonstration. Quitte & prendre d’extensions non-déviantes, on peut supposer que a [}, o b, ou M est un modele
saturé, avec p = tp(a/M) et ¢ = tp(b/M).
Soit D C M petit (algébriquement clos dans 7°9) tel que a,b | 5, M et posons

H={eGla=py&-a},

qui est définissable par w-stabilité. Si ’on prends une réalisation ¢ = p[D dans M, 'élément ¢ reste générique
sur a, b, D et de méme pour c- a, par le corollaire Donc ¢ =p ¢ a, mais clairement c-a #p a, puisque
af I b. Puisque ¢ € G°, on conclut que H est d’indice infini dans G. Tout sous-groupe de H le sera aussi.
Soit maintenant {a;, b; }i<., C M une suite de Morley du type tp(a,b/D) et b | a,b un générique dans M
indépendant de la suite sur D. Par généricité, on a que {a;}icw =p,n {h - a;}i<w, donc ils existent b] tels que

{ai,bi}Yicw =p.n {h- a;,bi}icw-

Notons que la derniére suite est une suite de Morley du type tp(h - a,b/D, h), qui est aussi stationnaire et a
tp(h - a,b/M) comme extension non-déviante.

Si B/ est un élément de G dans M, on a que h- H = b’ - H si et seulement si A~ - b’ € H si et seulement
sia,b=p h~'-h'-a,bsiet seulement si a,b =5 h™' - h' - a,b si et seulement si h-a,b =5 b’ - a,b. En
particulier, le parametre canonique "h - H ' est algébrique sur la base canonique du type tp(h - a,b/M), qui est
elle définissable sur {a;,b}}i<y, par le lemme En particulier, puisque h J/D{ai}Kw, le type de "h - H™
sur D est ¢g-interne. Donc tout générique de - est g-interne et de méme pour tout générique de G/HY, pour
chaque g € G. L’intersection K de tous les conjugués HY, qui est distinguée dans G, reste définissable et est
égale a un nombre fini H9' N ... N H9". Puisque la projection

f[ (G/H) = G/K

est définissable, et tout élément de G/K est le produit de deux génériques, par le corollaire [3.2.7) le groupe
G/K est aussi g-interne.
O

Puisque tout type de rang de Morley fini n’est pas orthogonal & un certain type de U-rang 1, on obtient
que :

Corollaire 3.5.4. Si G est un groupe simple w-stable dont son générique principal n’est pas indifférent au type
q, alors G est q-interne. En particulier, st G a rang de Morley fini, le groupe G est catégorique en cardinalité
non-dénombrable.
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3.6 Groupes minimaux

Définition 3.6.1. Un groupe définissable infini G est minimal s’il n’admet pas de sous-groupes définissables
infinis propres.

Remarque 3.6.2. Tout groupe connexe de rang de Morley 1 est minimal.
Proposition 3.6.3 (Reinecke). Un groupe w-stable minimal G est abélien.

Démonstration. Supposons que G n’est pas abélien. Notons que G est connexe, donc centralisateur-connexe du
centre fini. En particulier G/Z(G) est infini du centre trivial, par le lemme [3.1.13] Quitte & considérer ce dernier,
on peut supposer que G est connexe sans centre. Si h # 1, alors Cg(h) est propre et donc fini. En particulier,
I’ordre de h est borné. De plus, la correspondance

g—g-h-g!

est a fibres finies, donc g et g-h-g~! sont interalgébriques sur h. Si g € G est générique sur h, on en déduit que la

classe de conjugaison h¢ est générique. Puisque G est connexe, donc il n’y a qu'un seul générique. En particulier,
étant donné tout autre élément h; # 1 dans G, sa classe de conjugaison h§ est aussi générique donc h® = h§'.
On conclut que G = g% U {1} pour tout g # 1. Si 'on prend g d’ordre premier p, on en déduit que '’exposant
de G est p > 2, puisque G n’est pas abélien. Comme g # ¢!, ils doivent étre conjugués par un élément h de G.
Or, si gt = h-g-h~!, alors en conjuguant p fois par h, on conclut que g = h? - g- (h™1)? = gt =g~ ce
qui donne une contradiction. O

Corollaire 3.6.4. Si G est un groupe w-stable minimal, alors soit il est divisible abélien de n-torsion finie pour
tout entier n, soit il est abélien d’exposant p, et donc il est isomorphe a un espace vectoriel de dimension infinie
sur I,

Démonstration. Pour chaque nombre premier p, 'application

pv: G - G
g — ¢

est un homomorphisme de groupes définissable, par la proposition [3.6.3} Si la p-torsion de G est finie pour tout
p, alors 'image ¢(G) est tout G, qui est donc divisible.
Sinon, il existe un nombre premier p tel que la p-torsion ker(p) est infinie et donc égale & G tout entier. [

Corollaire 3.6.5. Un groupe de rang de Morley 1 est abélien-par-fini. Un groupe de rang de Morley fini admet
un sous-groupe abélien définissable infini.

Démonstration. Si G a rang de Morley fini, soit H un sous-groupe définissable infini de rang de Morley minimal.
Sa composante connexe est définissable et minimale, par le corollaire donc abélienne. O

Un élément non-trivial d’ordre 2 d’un groupe G s’appelle une involution. Le résultat suivant se démontre de
facon analogue :

Lemme 3.6.6. Si le groupe G conneze de rang de Morley fini n’a pas d’involutions, alors tout élément de G a
un centralisateur infini.

Démonstration. Supposons que g € G a centralisateur fini, donc il est d’ordre fini. En particulier, la classe de
conjugaison g¢ contient un élément générique, et de méme pour celle de g~'. La connexité de G donne que
g% = (g71)%, donc g7t = h-g-h~L. Clest facile & voir que h? € C(g), qui est fini, donc h est d’ordre fini n
(impair) aussi. En conjuguant n fois par h, on conclut que g = g~ !, ce qui donne que g est une involution. [J
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Chapitre 4

Corps w-stables

4.1 Théoreme de Macintyre et minimalité

De la méme fagon que dans le preuve du corollaire [3.3.7] on montre :

Lemme 4.1.1. Un corps infini K de rang de Morley fini n’a pas de paires de Vaught, est presque fortement
minimal, et donc Ni-catégorique.

En particulier, le rang de Morley est additif, par le lemme [2.1.6| et définissable, par la proposition [3.4.10

Démonstration. Prenons une partie indécomposable infinie A de K contenant 0. Le sous-groupe engendré par
A+ A, ou A parcourt K, est un idéal définissable de K, qui doit donc étre égal & K. On conclut que, pour toute
partie définissable infinie ¢, ils existent A1,..., A, et a = ¢ tels que

K =M\(p(x) —a)+ ...+ () — a),
donc K est presque fortement minimal. O

Lemme 4.1.2. Un corps w-stable infini K est additivement et multiplicativement conneze. Son générique additif
Uest multiplicatif aussi.

En particulier, la notion de générique de K a un sens, sans devoir préciser l'opération.

Démonstration. Notons que la multiplication par un élément de K* est un isomorphisme additif. En particulier,
la composante connexe de KT est un idéal différent de 0, car le corps est infini. Donc K est additivement
connexe. Si p est son générique additif, il entraine la formule x # 0. En particulier, on a que a - p = p pour tout
a # 0. Comme K* agit sur ses types génériques, le type p est forcement multiplicativement générique et donc
K™ est aussi connexe. O

Remarque 4.1.3. La w-stabilité s’avere fondamentale, puisque RZ° est un sous-groupe multiplicatif de R*
d’indice 2. Par contre, le corps des nombres réels (comme tout corps de caractéristique 0) est additivement
connexe, par la remarque [3.1.10

Théoréme 4.1.4 (Macintyre). Un corps w-stable infini est algébriquement clos.

Démonstration. Par le lemme le corps w-stable K est additivement et multiplicativement connexe. Or,
si a est le générique de K, I’élément a™ est interalgébrique avec a et donc son rang de Morley est RM(K). Le
sous-groupe (K*)™ contient un générique, et donc il est d’indice fini. En particulier, le corps K est parfait. Si
car(K) = p et « est une racine de I’équation 2P — x = q, les autres racines sont de la forme a + 4, ot ¢ € F).
De facon analogue, on conclut que tout élément de K s’écrit de la forme a? — a pour un certain a € K : le
corps K n’a pas d’extension d’Artin-Schreier. Ces propriétés sont vraies pour tout corps w-stable, et donc, par
interprétation, sont aussi vraies pour toute extension algébrique finie de K.

Pour montrer que K est algébriquement clos, il suffit de montrer que K n’a pas d’extensions algébriques
propres. Si K C L est une telle extension de degré n, que nous supposons Galoisienne, soit p un nombre premier
divisant n. Puisque K est parfait, il est séparable. Il existe alors un sous-corps K’ D K avec [L : K'] = p. Si
p # car(K), alors soit K’ contient une racine primitive p-ieme de l'unité, et 'extension L : K’ est de Kummer,
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ce qui contredit la discussion précedente, soit ’on peut consideérer 'extension K'(§) : K’ obtenue en ajoutant
une telle racine. Cette extension est d’ordre premier a p, et donc lineairement disjointe de L sur K’. On conclut
que extension L(§) : K(§) est de Kummer, ce qui donne une contradiction. Si p = car(K), alors I’extension
L : K’ est d’Artin-Schreier, ce qui est impossible aussi, puisque K’, étant w-stable aussi, n’en a pas.

O

Nous allons donner une deuxieme preuve du théoreme de Macintyre, ou la notion du type générique sera
fortement utilisée :

Démonstration. Pour chaque n € N, prenons des éléments génériques indépendantes x,a1,...,a,_1 du corps
w-stable K. Puisque 1’élément
n—1
ag = —x" — Z a;xt
i=1
est interalgébrique avec x sur aq,...,a,—1, l'uple ag, ..., a,_1 est aussi un n-uple générique, dont par construc-

tion, le polynome f(z) = ag + a1z + ...+ an_12" 1 + 2™ a une racine dans K, par construction. Par le lemme
le corps K est connexe, donc il n’existe qu'un seul type générique en n variables. Il suit que tout polynome
unitaire sur K a coefficients génériques indépendants a aussi une racine sur K.

Nous allons maintenant transformer tout polynéme unitaire en un polynoéme a coefficients génériques indépendants.
Soit donc f(2) = ag+aiz+...+a,_ 12" "1+ 2" un polynéme unitaire irreductible sur K sans racines sur K. En

particulier, le degré n > 1. La connexité de K entraine qu’il est parfait, donc f a n racines distinctes aq, ..., ay,.
L’extension L = K(aq,...,a,) est donc Galois sur K. Puisque L est interprétable dans K, le corps L est aussi
w-stable.
Considérons tg, . ..,t,—1 des éléments génériques dans K indépendants sur ag,...,a,_1. Soit A la matrice
inversible
1 a ... of?
1 oy ... a;_l
b
1 ap ... a:;’_l

et (B1,...,0n) le seul vecteur de L™ tel que

B1 to
B2 1
]l =A .
Bn tn—l
Si by, ..., b,—1 notent les fonctions symétriques de ’ensemble {31, ..., B, }, alors elles sont des éléments de
K. C’est simple a voir, travaillant dans L, que l'uple (by, ..., b,—1) est interalgébrique avec 'uple (tg,...,tn—1)
sur acl(ag, - .., an—1). En particulier, le polyndme g a coefficients (b, ...,b,—_1) a une racine dans K, disons f;.
Cela contredit l'irreductibilité de f, puisque a; satisfait donc une équation non-triviale sur K de degré n — 1.

O

Définition 4.1.5. Un anneau de division D est un anneau (non-trivial) tel que tout € D \ {0} admet un
inverse multiplicatif. La multiplication de D n’est pas forcement commutative.

Corollaire 4.1.6. Un anneau de division D de rang de Morley fini est commutatif. Soit il est un corps fini,
soit il est un corps algébriquement clos.

Le théoreme de Wedderburn énonce que tout anneau de division fini est un corps. Si D est un anneau de
division, alors son centre Z(D) = {& € D|x -y = y-x Yy € D} est un sous-corps et D est une algebre sur
K = 7(D) sans idéaux propres non-triviaux. Si la dimension de D sur K est finie, ceci est un exemple d’une
algébre centrale simple sur K. Toute algebre centrale simple sur K est isomorphe & Mat,, (D) pour un anneau
de division D du centre K. Deux algebres centrales simples sur K sont Brauer équivalentes si et seulement si
leur anneaux de division sont isomorphes. Le produit tensoriel induit une loi de groupe sur I’ensemble d’algebres
centrales simples, dont la classe de Mat,,(K) est 'élément neutre. Ce groupe s’appelle le groupe de Brauer, qui
est toujours un groupe de torsion. Si K est algébriquement clos ou un corps fini, son groupe de Brauer est
trivial.
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Démonstration. Si D est fini, c’est exactement le théoreme de Wedderburn. Si D est infini, prenons un contre-
exemple de rang et degré minimaux. En particulier, tout sous-anneau non-trivial définissable propre de D est un
corps, par le lemme[3.3.8] Le centre de D est soit fini, soit un corps algébriquement clos K, par le théoréme
Ce dernier cas n’est pas possible, parce que D a forcement dimension fini sur K, par la finitude du rang et donc
D serait isomorphe & K, puisque le groupe de Brauer de K est trivial et Mat,, (K) contient des sous-anneaux
qui ne sont pas de corps, si n # 1.

Alors, le centre Z(D) est un corps fini et la dimension de D sur Z(D) est infinie. Par le corollaire[3.6.5] il existe
un sous-groupe A < D* abélien infini, qui doit contenir alors un élément a non-central. Or A C Cp(a) € D,
donc L = Cp(a) est un corps infini algébriquement clos. La finitude du rang donne que la dimension de D sur
L est finie. A nouveau, on conclut que D était commutatif. O

Corollaire 4.1.7. Un corps infini K de rang de Morley fini n’a pas de sous-anneau définissable infini propre.

Démonstration. Si R est un sous-anneau définissable infini propre de K, il doit étre un sous-corps, par le lemme
puisque R n’a pas de diviseurs de zéro. En particulier, il est algébriquement clos aussi. L’extension R C K
doit contenir un élément transcendant sur R. Donc le corps K contient une copie de ’anneau des polynomes
R[T). Puisque I’ensemble des polynomes de degré borné par d est définissablement isomorphe & R?*!, on conclut
que RM(K) > dRM(R) pour tout d € N, ce qui contredit la finitude du rang de Morley, si RM(R) # 0. O

Corollaire 4.1.8. Un corps infini de rang de Morley fini et caractéristique 0 est additivement minimal : le seul
sous-groupe définissable propre H < K est le sous-groupe trivial 0. Toute homomorphisme additive définissable
de K™ dans K™ est linéaire. En particulier, le groupe d’endomorphismes définissables End(K™) est isomorphe
a K*.
Démonstration. Si H < KT est un sous-groupe propre définissable, le sous-ensemble R = {\ € K |\-H C H}
est un sous-anneau infini de K contenant Z, puisque la caractéristique est 0. Par le corollaire il suit que
H est un idéal et donc H = 0.

Si ¢ est un homomorphisme additive définissable de K™ dans K™, I'ensemble {A € K |@o X = Aoy} est un
sous-groupe additif définissable contenant Z, donc égal a tout K, ce qui montre la linéarité de . O

Remarque 4.1.9. En caractéristique positive p, il existe (méme une quantité non-dénombrable) des corps de
rang de Morley 2 ayant des sous-groupes additifs de rang 1, construits par une méthode d’amalgamation a la
Hrushovski [2]. Le sous-groupe multiplicatif d’un corps de rang de Morley fini en caractéristique 0 n’est pas

forcement minimal [I]. En revanche, en caractéristique positive, c’est probablement le cas [I1], si I'on accepte
p'—1
p—1

qu’il existe une infinité des nombres premiers de la forme , pour p fixé et n € N.

Corollaire 4.1.10. Un corps infini de rang de Morley fini et caractéristique 0 n’a pas d’automorphismes
définissables non-triviaux. En caractéristique positive, tout automorphisme définissable d’un corps infini de rang
de Morley fini l’est sans paramétres. Le groupe d’automorphismes définissables est commutatif et l'on peut le
voir comme un sous-groupe de 7.

Démonstration. Puisque End(K™+) ~ K*, par le corollaire la premiere affirmation est immédiate.

Posons @ la cloture algébrique (algebro-théorique) du corps premier du corps de rang de Morley fini K.
Puisque K n’a pas de sous-anneaux définissables propres, tout automorphisme définissable est déterminé par son
action sur @. Le groupe d’automorphismes de ce dernier est Z, donc on conclut que le groupe d’automorphismes
définissables de K est commutatif. Si ¢ est un automorphisme définissable de K, son graphe est un ensemble
définissable de K x K et donc, par compacité, 'automorphisme ¢ est déterminé par son action sur un corps

fini. En particulier, il est une puissance du Frobenius et donc définissable sans parametres.
O

Corollaire 4.1.11. Tout groupe définissable d’automorphismes définissables d’un corps de rang de Morley fini
est trivial.

Démonstration. Soit G un groupe définissable d’automorphismes définissables d’un corps de rang de Morley fini
K. Si ¢ € G n’est pas trivial, alors aucune puissance de ¢ 'est, car G est sans torsion par le corollaire
Par le corollaire le corps fixé Fix(yp) de ¢ doit étre fini. La correspondance de Galois nous donne que le
corps fixé Fix(¢?) est une extension quadratique de kj, et en général, le corps fixé Fix(p?") est une extension
quadratique de Fix(gan_1 ). En particulier, leur taille de est finie mais arbitrairement large, ce qui entraine que
K n’élimine pas 3°°z pour la formule z € Fix(g) A g € G. Ceci contredit le lemme puisque K n’a pas de

paires de Vaught par le lemme O
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4.2 Groupes de rang petit

Comme les groupes divisibles sont exactement les objets injectifs dans la catégorie des groupes abéliens, on
a le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1 (Hall). Pour tout sous-groupe divisible D d’un groupe abélien G, il existe un sous-groupe B
tel que G =D & B.

Définition 4.2.2. Un sous-groupe H < G est caractéristique dans G §’il est invariant par tout automorphisme
de G.

Théoreme 4.2.3 (Macintyre). Si G est un groupe abélien de rang de Morley fini, il existe des sous-groupes
caractéristiques définissables D et B tels que G = D + B, ou D est divisible, le groupe B est d’exposant borné
et DN B est finie.

Démonstration. Par le corollaire [3.1.8 le sous-groupe D = [ [n!]G = [no!]G est définissable et caractéristique,
neN
ol [n]G dénote 'image de la multiplication par n. Il est clairement divisible, donc par le théoreme il existe

un complément K avec G = D @ K. En particulier, le sous-groupe K a exposant borné par ng!, méme s’il n’est
pas forcement définissable. Posons donc B = {g € G | nglg = 0¢}, qui est clairement définissable et d’exposant
borné contenant K, donc G = D + B.

Puisque D est divisible, alors, par le corollaire sa p-torsion doit étre finie pour chaque p, donc DN B
est finie aussi. O

Lemme 4.2.4. Si G est un groupe de rang de Morley fini, étant donné une sous-partie X C G, il existe une
enveloppe définissable (X )qer de X, le plus petit sous-groupe définissable de G contenant X . De plus, si X = {g}
consiste d’un seul élément, alors (g)aer = D+ B, ot D est abélien divisible et B est un sous-groupe fini, et donc
définissable, engendré par un élément d’ordre fini.

L’existence des enveloppes définissables est vraie, dans le cas stable, due a Wagner. L’enveloppe définissable
de X satisfait les mémes propriétés génériques que X.

Démonstration. Par le corollaire [3.1.8) 'intersection (X)qef = (| H est définissable. Si X = {g}, puisque
XCH<LG

g € Z(Cq(g)), qui est abélien, alors (g)ger doit I’étre aussi. Par le théoreme il existe un sous-groupe
divisible définissable D < {g)qger et un sous-groupe définissable K d’exposant borné avec (g)ger = D + K. En
particulier, I’élément g = d + b, pour certains d € D et b € K d’ordre fini. Or ¢ € D + (b), qui est donc
définissable et égal a I’enveloppe de g. O

Corollaire 4.2.5. Si G a rang de Morley fini et H < G est un sous-groupe définissable distingué tel qu’il existe
g € G\ H et p un nombre premier avec g° € H, alors le translaté g- H contient un élément d’ordre pt, pour un
certain t.

Démonstration. Par le lemme l’enveloppe définissable (g)qef = D - (s), ot D est divisible et s est d’ordre
fini n. Notons que D est donc p-divisible. L’indice de H dans le groupe (H, g) engendré par H et g est p, donc
D < Hetg-H=s-H.Notons que s ¢ H mais s? € H aussi. Si p et n sont premier entr’'eux, alors s € (s?) < H
et donc g € H. Alors n = p'm, ot (p, m) = 1. Par Bezout, on trouve des entiers k et r avec 1 = pk + mr. Soit
y = s™". Clairement ypt = 1. Puisque s7! -y = s™" ! = 5Pk = (sP)* appartient & H, alors I’élément y donne le
résultat souhaité. O

Définition 4.2.6. Etant données deux sous-parties X et Y d’un groupe G, ’on pose [X, Y] le groupe engendré
par les commutateurs [z,y], ot € X et y € Y. Notons que si X et Y sont des parties dstinguées dans G, alors
[X,Y] lest aussi.
En particulier, le dérivé G’ de G se défini comme [G,G]. Il est le plus petit sous-groupe distingué H de G
tel que G/H est abélien.
On définit la série dérivée
G=c)a'>...am...,

ott Gt = (@) W] = (G™). De méme, la série centrale descendante est

G=G>G =G >..>G,...,
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ot Gpy1 = [G, Gyl > G,
Notons que chaque quotient G(™) /G("*1) est abélien et G,,/Gpy1 est central dans G/G,, ;1. Le groupe G est
résoluble s'il existe un n avec G(") = 1. Il est nilpotent s’il existe un n avec G,, = 1.

Tout groupe nilpotent est résoluble. La résolubilité se transfere aux suites exactes : si
1-H—-G—G/H—1,

alors G est résoluble si et seulement si H et G/H le sont aussi. Si G est nilpotent, alors H et G/H le sont aussi.

Lemme 4.2.7. Si H est un sous-groupe connexe définissable d’un groupe G de rang de Morley fini et X C G
est une partie quelconque (pas necéssairement définissable), alors le groupe [H, X| est définissable et conneze.
En particulier, si G est connexe, son dérivé et chaque membre de la série dérivée ou centrale descendante sont
définissables et connezes.

Démonstration. Pour z € X, 'ensemble H, = {h™! -2 - h}pep est indécomposable : en effet, par la remarque
3.3.2) il suffit de considérer le nombre de classes modulo un sous-groupe K < G normalisé par H. Or, les
éléments h=! -z - h et hfl - x - hq sont dans le méme classe modulo K si et seulement si h et h; sont dans la
méme classe modulo F ={h € H|h™'-2-h €x-K} <G. Puisque H est connexe, le nombre de classes H/F
est soit infini soit 1.
L’ensemble x~! - H, est aussi indécomposable et contient l'identité. Le groupe engendré par la famille
{z7! H,},cx coincide avec [H, X].
O

Corollaire 4.2.8. Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe, son hypocentre [ G, ainsi que son

hypercentre J,, cyy Zn(G) sont définissables.

neN

Démonstration. Puisque chaque G,, est définissable, 'hypocentre 'est aussi par le corollaire [3.1.8] Pour I'hy-
percentre, comme RM(G) < w, il existe un n € N tel que Z,41/Z, est fini. Par le lemme [3.1.13] on a
Zn+1 = Znpt+a = Zn+k pour tout k € N. O

Définition 4.2.9. Si G est un groupe, un Borel de G est un sous-groupe B < G définissable connexe infini
résoluble et maximal avec ces propriétés.

Remarque 4.2.10. Si B < G est un Borel, alors [Ng(B) : B] est fini.

Démonstration. Sinon, le groupe Ng(B)/B serait infini. Il contient donc un sous-groupe abélien définissable,
par le corollaire Sa préimage donne un sous-groupe résoluble B’ de G contenant B avec [B’ : B] infini, ce
qui contredit la maximalité de B. O

Proposition 4.2.11. Un groupe conneze de rang de Morley 2 est résoluble.

Démonstration. Supposons que GG est un groupe de rang de Morley 2 connexe non-résoluble. En particulier, le
centre de G est fini. Sinon, le groupe Z(G) # G est infini et de méme pour G/Z(G), qui est connexe du rang 1,
donc abélien, par la remarque En particulier, le groupe G serait bien résoluble. En considérant G/Z(G),
on peut supposer que G n’a pas de centre, par le lemme

Montrons d’abord que G est simple, ce qui par le corollaire [3:3.6] suit du fait que G est définissablement
simple : en effet, si N <G est un sous-groupe distingué définissable propre non-trivial, il doit étre infini, par le
corollaire La composante connexe N est aussi infinie et distinguée dans G, car N° est caractéristique
dans N. Comme N° et G/(N°) ont rang 1, ils sont abéliens, par la remarque La suite

1N’ =G —G/(N° —1

contredit la non-résolubilité de G.

Par le corollaire le groupe G a un sous-groupe définissable abélien infini B, que 'on peut supposer
connexe. Il est clairement de rang 1, donc il est un sous-groupe de Borel de G. Si B; est un autre sous-groupe de
Borel différent de B, montrons que BN B est triviale. Sinon, comme le groupe B est abélien, alors B centralise
cette intersection : B C C(B N By). De méme pour B;. Si B # C(BN By)?, alors BN By serait centrale dans G
et donc triviale, car G n’a pas de centre. En particulier B = C(B N B;)? = B;. Puisque tout conjugué de B est
encore un Borel, on conclut que les conjugués de B sont en correspondance avec G/Ng(B). Par la remarque
I'indice [Ng(B) : B] est fini, donc B a une infinité de conjugués.
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L’ensemble
BY={"hep= |J B
9€C 4eq/Na(B)

est une réunion disjointe, par la discussion précédente. Comme RM(BY) = RM(B) = 1, I'ensemble BY a rang
de Morley 2, donc il est générique dans G. Etant donné un autre Borel By de G, on conclut de fagon analogue
que BY est générique dans G. Puisque G est connexe, 'intersection B¢ N BY # {eg}, donc il existe b € B,
by € By non-triviaux et g € G avec b = b7, ce qui entraine que B N BY # {e}. Les groupes B et B; sont donc
conjugués : tout Borel de GG est conjugué de B.

Si g est un élément non-trivial de G, alors son centralisateur C(g) est propre. Si C(g) était fini, alors g aurait
ordre fini. Sa classe de conjugaison ¢© aurait rang de Morley 2 et serait donc générique. Puisque I’ensemble B¢
lest aussi, alors g € B" pour un certain h € G. Puisque B" est abélien, il suit que B" C C(g), ce qui contredit
que ce dernier était fini.

En particulier, la composante connexe C(g)" est donc infini définissable de rang 1, donc abélien. Elle est un
Borel de G, que I'on note B, = C(g)°. Montrons d’abord que g € By. Sinon, 'ensemble X = {h € G |h ¢ C(h)"}
n’est pas vide. Si b € B\ {1}, alors B, = C(b)°, donc BN X = . Comme C(h)* = C(h*), 'ensemble X est
invariant sur I’action de G par conjugaison, donc lintersection B¢ N X est aussi vide. Il suffit de montrer
que X est générique pour avoir une contradiction : si x € X, soit ¥ = x - B,. Si h normalise Y, alors il
normalise aussi les produits y; L. ys, qui sont dans B,. De plus B, normalise x et donc Y. En particulier, on a
B, < Ng(Y) < Ng(B,). Or, comme x et B, centralisent B,, chaque élément y de Y le fait aussi. En particulier
B, = B, donc y ¢ By, car x ¢ B,. On conclut que Y C X. Deux conjugués distincts de Y sont disjoints : en
effet, siy € YNY?, alors B, = B, = B,-, donc les translatés Y et Y* du méme sous-groupe doivent étre égaux.
Puisque le normalisateur de Y a rang 1, alors Y a un nombre infini de conjugués. Comme Y C X, on conclut
que RM(X) > RM(Y %) = 2, ce qui donne la contradiction souhaitée.

En particulier, le seul Borel contenant 1’élément non-trivial g de G est By = C(g)°.

Montrons maintenant que B = Ng(B). Soit g € Ng(B). La classe de conjugaison ¢© est en correspondance
avec G/Cq(g), qui a rang de Morley 1 et degré 1, car G est connexe. Donc g¢ est fortement minimale. Posons
X = g“ N Ng(B) et Y son complément dans g. Notons que B agit par conjugaison sur X et Y. Par fortement
minimalité de ¢©, soit Y est fini, soit X I'est. Si Y est fini, alors B doit agir trivialement sur Y, par la remarque
3.1.10l En particulier Y € Cg(B) < Ng(B), donc Y = () et ¢¢ C Ng(B). La simplicité de G' donne que g©
est indécomposable, donc le groupe engendré par ¢© est définissable et distingué dans G, par le théoreme m
Alors, il est égal a G, ce qui donne que B est distingué dans G, qui était définissablement simple! Si X est
fini, alors B agit trivialement sur X. Puisque g € X, alors B C C(g)° = B, donc B = B, 3 g. On conclut que
B D Ng(B).

Nous allons construire d’involutions de G. Soit B un Borel et g ¢ B. L’application définissable

¢: BxB — G
(z,y) — x-g-y

est injective : en effet, siz-g-y =x-g-y1, alors (z7 ' -2)9 =y, -y~ * € BIN B, qui est triviale, car BI # B,
parce que g ¢ Ng(B) = B.

L’image B - g - B est alors générique et de méme pour I'ensemble B - (¢~ !) - B. La connexité de G' donne
l'existence de x et y dans B tels que x - g -y = g~!. L’élément g -  n’appartient pas & B, car g ¢ B, mais
(9-2)> =yt -2 € B. Par le corollaire il existe un élément dans g - B d’ordre une puissance de 2. En
particulier, le groupe G contient d’involutions.

Soit ¢ € G une involution et B; le seul Borel la contenant. Si g ¢ B; = Ng(DB;), alors j = i9 # i est une
involution contenue dans B; = BY # B;. Notons que

(i) =@g) " =5i=(j).
Donc Bj; = Bi.j = B! ;- Puisque B;.; est son propre normalisateur dans G, on conclut que ¢ et j sont dans
B;.;, donc B;.; = B; = B, ce qui donne la contradiction finale. O

On finira avec une observation tres utile par la suite.

Lemme 4.2.12. Si G est un groupe résoluble de rang de Morley fini et H < G est un sous-groupe infini
distingué définissable et minimal avec ces propriétés, alors H est abélien.
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Démonstration. Notons que H est aussi infinie, définissable et distinguée, donc H est connexe, par minimalité.
Supposons que H est résoluble de classe k. Or, le sous-groupe H', qui est définissable et connexe, par le lemme
est caractéristique dans H, donc il est aussi distingué. De plus H # H’, car la classe de résolubilité de H'
est k — 1. Donc H' est fini et donc trivial. Le groupe H est bien abélien. O

4.3 Actions minimales et mauvais groupes

Définition 4.3.1. Si G est un groupe qui agit sur un groupe A, le groupe A est G-minimal s’il est infini et
tout sous-groupe propre de A clos par I'action de G est fini.

Théoreme 4.3.2 (Zilber). Si (G, A) est une structure de rang de Morley fini, ot G est un groupe abélien infini
d’automorphismes du groupe abélien A tel que A est G-minimal, alors il existe un corps infini définissable tel
que A ~ K+ et G est définissablement isomorphe a un sous-groupe de K*. L’action de G sur A correspond a
Uaction de K* sur K+ par translation.

Notons que K est algébriquement clos, par le théoreme Comme G est infini, il suit du corollaire [£.1.7]
que A n’a pas de sous-groupes non-triviaux clos par l'action de G.

Démonstration. Par le corollaire[3.1.7] le centralisateur de tout ensemble est définissable et égal au centralisateur
d’une sous-partie finie. Donc {eq} = Cg(4) = Cg(ay,...,a,), pour certains ay,...,a, dans A. Tout élément
de G est alors déterminé par son action sur ay,...,a,. Puisque G est infini, il doit avoir une orbite G - a; qui
Pest aussi. Posons a = a;. L’ensemble G - a U {04} est indécomposable dans A : en effet, puisqu’il est invariant
par l'action de G, par la remarque il suffit de considérer des sous-groupes de A clos par 'action de G, qui
sont soit finis soit A tout entier.

Par le théoreme le sous-groupe infini engendré par G-aU{0,4} est définissable et connexe. Il est égal &
tout A, par G-minimalité de ce dernier. En particulier, il existe un entier m dans N telle que tout b € A s’écrit
de la forme

b:Zgi-a. (1)

i<m

Soit R l'anneau d’endomorphismes de A engendré par G : Paddition est déterminé & chaque point par
I’addition sur A et le produit est celui de G. Tout élément de R est déterminé par sa valeur sur a : en effet, si
s est un élément de G et b satisfait (f), la valeur de s(b) est

Z gi- S(a)v

i<m

puisque R est commutatif. En particulier, 'anneau R est définissable, car si s(a) = Y. g; - a, alors s et > g;
i<m i<m
ont la méme action sur a.
Le noyau d’un élément s € R\ {0} est un sous-groupe de A clos par 'action de G, qui doit étre fini. Son image
ne peut pas I’étre et elle est alors égale a tout A. En particulier, si s # 0, il est surjectif, doncsit-s=0=0-s,

alors ¢t = 0. L’anneau R est integre. Il s’agit donc d’un corps K, par le lemme L’application

o Kt — A
s = s(a)

est un isomorphisme. L’action du groupe G sur A correspond & celle de K* sur KT par translations. O

Il se peut que G < K*. La caractérisation de groupes abéliens (théoréme , permet de supposer que G
est un sous-groupe multiplicatif infini définissable divisible. Une telle paire (K, T) s’appelle un mauvais corps,
et on ignorait pendant plus de 20 ans s’il y en avait. Wagner montre que l'existence de mauvais corps en
caractéristique positive p entraine qu’il n’existe qu’'un nombre fini des nombres premiers de la forme p:__f. En
revanche, en caractéristique 0, il existe (une quantité non-dénombrable & non-équivalence élémentaire pres) des
mauvais corps de rang 2 munis d’un sous-groupe multiplicatif divisible infini de rang 1.

De facon analogue, on montre le résultat suivant :
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Proposition 4.3.3. Soit (G, A) est une structure de rang de Morley fini, ou G est un groupe infini d’automor-
phismes du groupe abélien A, qui lui est H-minimal pour un certain sous-groupe distingué définissable connexe
H < G contenant un sous-groupe distingué infini abélien M <\ H. Alors, il existe un corps définissable K tel
que A est un K-espace vectoriel de dimension finie. De plus, l'action de M sur A est K-scalaire et celle de G
sur A est K-linéaire.

Si I'on pose H = G% et M = Z(G"), on est dans les hypotheses de la proposition lorsque M est infini, par
exemple, si G est nilpotent, par le lemme [3.1.13| Le corps K obtenu est alors déterminé uniquement par Z(G°)
(et il ne dépend que de G).

Démonstration. Prenons un sous-groupe B < A définissable, infini, clos par 'action de M et de rang de
Morley minimal avec ces propriétés. Or, sa composante connexe B est aussi clos par I'action de M, puisqu’elle
est caractéristique. En particulier, le groupe B? est M-minimal. De plus, le sous-groupe B est une partie
indécomposable de A : en effet, par la remarque il suffit de considérer des sous-groupes K < A clos sous
I'action de M. Or, si le nombre de classes modulo K de B° n’est pas 1, le groupe B° N K doit étre fini, par
M-minimalité de B°. L’indice [B° : B® N K] est bien infini.

Le théoreme entraine que le sous-groupe engendré par By, = h(B"), ot h parcourt H, est définissable
et connexe. Il est clairement clos par 'action de H, donc il doit étre égal a A tout entier, par H-minimalité de
ce dernier.

Si 'action de M© sur B était triviale, alors I'action de h- M- h~! = MO sur B), le serait aussi. On conclut
que Paction de MO sur A est triviale, ce qui contredit que M est infini.

Posons Anny(B°) = {m € M |m est trivial sur B°}. Il est donc qui d’indice infini dans M. La paire
(M/Anny;(B°), BY) satisfait les conditions du théoréme L’anneau R d’endomorphismes de A engendré
par M/Anny;(B°) ne doit pas étre forcement définissable ; néanmoins son action sur BY est celle d’un sous-
groupe définissable de K* sur K+ ~ BY ou K est un corps (algébriquement clos) définissable. En particulier,
I'annulateur dans R de BY est un idéal maximal I, puisque K ~ R/I est un corps.

Nous allons montrer que R est définissable. Si h appartient a H, le sous-groupe B}, est un R-module d’annu-

lateur I, = h-I-h~"', qui est aussi maximal. Le théoréme des restes chinois donne que, étant donnés hq, ..., h,
dans H avec I, # Ip;, alors il existe des éléments s1,...,s, tel que s; = 1 modulo I, et s; = 0 modulo I,
pour j # i. Les modules By, , ..., By, sont en somme directe : en effet, si

E x; = 0 avec x; € By,,
i

en multipliant avec chaque s;, on conclut que z; = 0. Comme A est de rang fini et engendré par les sous-groupes
By, ou h € H, il n’existe qu'un nombre fini des candidats possibles {I,...,I,} pour les annulateurs I, avec
h € H. L’action de H par conjugaison sur Uensemble {I;,...,I,} est définissable. Par la remarque [3.1.10] cette
action est donc triviale. En particulier, I'idéal I est clos par l'action de H et il agit alors trivialement sur A,
donc I = 0.

L’anneau R est alors un corps K. Son action sur A est déterminé par I'action de K sur B°. Il est en particulier
définissable : il existe un entier positif & tel que tout élément r de R s’écrit comme r = ) m.

i<k

Notons que M agit de facon scalaire sur B°. De méme, le groupe H agit comme un groupe définissable
d’automorphismes définissables de K, puisque M < H. Le corollaire donne que 'action de H sur K est
triviale. Il suit que l'action de H sur A est donc K-linéaire et le groupe M < K* est central dans H.

Si I’on considere 'anneau d’endomorphismes engendré par Z(H), le méme argument qu’auparavant permet
de conclure que ce groupe engendre un corps L O K définissable d’automorphismes de A. Le corollaire [£.1.7]
donne que K = L. Donc la structure de K-espace vectoriel pour A ne dépend pas de M, mais de H. Or,
puisque H est distingué dans G, son centre Z(H) l’est aussi. Donc G agit (par conjugaison) comme un groupe
définissable d’automorphismes du corps K. Cette action est triviale, par le corollaire ce qui entralne que
laction de G sur A est K-linéaire.

O

Corollaire 4.3.4. Soit (G, A) une structure de rang de Morley fini, ot A est un groupe minimal et G est un
groupe définissable d’automorphismes de A. Alors, si g € G n’est pas trivial, ’ensemble Fix(g) = {a € A| g(a) =
a} ={04}. En particulier RM(G) < RM(A).

Si M <G est abélien infini définissable, son normalisateur Ng (M) Uest aussi.
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Démonstration. Notons que A est abélien, par la proposition et H-minimal pour tout sous-groupe H < G.
Le théoreme précédent et le corollairedonnent qu’il existe un corps algébriquement clos K tel que K ~ A.
Si K a caractéristique 0, comme Fix(g) est un sous-groupe additif, le corollairedonne I’affirmation souhaité.

Supposons que la caractéristique de K est positive, égale & p > 0. Etant donné a dans Fix(g) \ {04}, alors
Cea(a) < G n’est pas trivial. S'il est infini, alors il contient un sous-groupe abélien infini définissable M. Puisque
A est M-minimal, le théoréme donne que M < K*. Cependant, aucun élément de K* fixe un point de K+
différent du 0. Donc Cg(a) est un groupe fini et A est engendré par G - a, par le théoréme m

La minimalité de A entraine que tout endomorphisme définissable de A non-trivial doit étre surjectif a
noyau fini. En particulier, le sous-anneau d’endomorphismes de A engendré par Cg(a) est un anneau integre
fini, puisqu’il est un sous-ensemble interprétable de Cg(a)™ pour un certain n dans N. Il est donc un corps
commutatif, par le lemme de Wedderburn. On conclut comme auparavant que Cg(a) doit étre trivial.

Puisque le générique g de G est interalgébrique sur a avec g(a), on conclut que RM(G) < RM(A).

Si M est un sous-groupe abélien distingué infini, il est alors un sous-groupe multiplicatif d’'un corps sous-
jacent K avec Kt ~ A. Puisque M est infini, pour chaque g appartient & N (M), le sous-groupe Hy, = {\ €
K|goX = Xog} doit étre tout K. L’action de Ng (M) sur A est donc K-linéaire, et par la remarque précédente,
déterminé par sa valeur sur I’élément 1. En particulier Ng(M) < K*, qui est abélien.

O

Proposition 4.3.5. Soit (G, A) une structure de rang de Morley fini, ou G est un groupe infini résoluble conneze
d’automorphismes du groupe abélien A. Si le sous-groupe définissable B < A est G-minimal ou G'-minimal,
alors Uaction de G' sur B est triviale.

Démonstration. Si G est abélien, le résultat est immédiat. De méme si B est fini, par connexité de G et G’, et le
corollaire donc nous pouvons supposer que B est infini et que le résultat est vrai pour tout sous-groupe
résolubles de classe k, par récurrence sur la classe de résolubilité.

Soit G résoluble de classe k+1. Traitons d’abord le cas oit B est G’-minimal. En particulier G’ est définissable
connexe résoluble de classe k et agit sur B, donc G® agit de facon triviale sur B, par hypothése.

Si G’ n’agit pas de fagon triviale sur B, posons alors A; le sous-groupe de A engendré par g(B), ol g € G.
Comme B est G’-minimal, le groupe B < A est indécomposable, donc A est définissable par le théoréme[3.3.5

Si 'on considere le groupe G/G”, la proposition donne qu’il existe un corps sous-jacent K tel que le
groupe A; est un K-espace vectoriel de dimension finie, ot G/G(? agit de facon K-linéaire et G'/G?) agit
K-scalairement.

En particulier, les éléments de G’ /G sont des matrices de déterminant 1, puisque det(Y 1. X~1.V.X) =1,
que l’on peut voir comme des racines de 'unité. Par compacité, le groupe G'/G" doit étre fini d’exposant borné.
Puisque G’ est connexe, on a que G/ = G, qui agit trivialement sur B.

Si B est G-minimal, prenons un sous-groupe infini B; de B clos par l'action de G’ du rang minimal. Sa
composante connexe est donc G’-minimale et indécomposable dans B. Par la discussion précédente, 1’action
de G’ < G sur BY est triviale et de méme sur chaque g(BY), avec g € G. Par G-minimalité de B, le groupe

engendré par g(BY) doit étre égal & B tout entier, ce qui donne le résultat.
O

Corollaire 4.3.6. Si G est un groupe connexe résoluble de rang de Morley fini, son dérivé G’ est nilpotent.

Démonstration. Supposons que G’ est infini. Notons que G’ est connexe et distingué, donc il contient un sous-
groupe définissable infini N distingué dans G et minimal avec ces propriétés, qui est lui abélien, par le lemme
Le groupe N est en particulier G-minimal, donc N C Z(G'), par la proposition On conclut que
Z(G') <G est infini.

Par récurrence sur le rang de G, le sous-groupe G’ /Z(G") = (G/Z(G"))’ est nilpotent, donc G’ 'est aussi. O

Corollaire 4.3.7. Si G est un groupe connexe résoluble non-nilpotent de rang de Morley fini, alors il interpréte
un corps algébriquement clos.

Démonstration. Notons que I'hypercentre de G est définissable, par le corollaire [4.2.8] et propre, puisque G
n’est pas nilpotent. En prenant le quotient, qui reste infini, on peut supposer que G n’a pas de centre.

Soit A un sous-groupe infini définissable distingué dans G minimal. Il est abélien, par le lemme et
G-minimal. La proposition entraine que 'action de G’ sur A par conjugaison est triviale. Or, I'action de G
sur A ne lest pas, car le centre de G est trivial. Donc G/G’ donne un groupe infini abélien d’automorphismes
du groupe abélien A. Par la proposition [4.3.3] il interprete un corps K, qui est donc algébriquement clos par le
théoréme E1.4 O
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Notons que tout groupe algébrique sur un corps algébriquement clos est un groupe de rang de Morley fini,
néanmoins on peut facilement montrer que le groupe PSLy(C) x PSLy(Fs) a rang de Morley fini, méme s'il
n’est pas un groupe algébrique. L’étude de groupes de rang de Morley fini aména Cherlin et Zilber de fagon
indépendante a poser la conjecture suivante :

Conjecture (Conjecture de 1’Algébricité). Tout groupe simple infini de rang de Morley fini est un groupe
algébrique sur un corps algébriquement clos.

Notons que, par le principe de Lefschetz, tout énoncé vrai dans un groupe algébrique G (en n’utilisant que
la loi de groupe) doit rester vrai lorsque ’on considere IF‘IN pour un certain p > 0. Un groupe algébrique sur Fp
est localement fini : toute partie finie engendre un groupe fini. Cette méta-propriété n’est pas valable pour une
certaine classe des groupes de rang de Morley fini, dits mauvais groupes.

Définition 4.3.8. Un mauwvais groupe G est un groupe infini connexe de rang de Morley fini non-résoluble tel
que tout sous-groupe connexe définissable propre est nilpotent.

Lemme 4.3.9. Si G est un mauvais groupe, alors il admet un quotient simple qui est aussi un mauwvais groupe.

Démonstration. Si G est simple, alors il n’y a rien a démontrer. Sinon, par le corollaire [3.3.6] il existe un
sous-groupe définissable propre N <1 G, que 1'on suppose connexe. Alors N est nilpotent, donc G/N n’est pas
résoluble. De plus, tout sous-groupe connexe propre définissable de G/N est I'image d’un de G contenant N et
donc nilpotent. On conclut que G/N est un mauvais groupe aussi.

Si N était infini, le rang de G/N est inférieur au rang de G, donc par récurrence on obtient un quotient
infini G de G, qui est un mauvais groupe sans groupes distingués définissables infinis.

Puisque G est connexe, tout groupe définissable distingué doit étre central, par le corollaire Le
groupe G1/Z(G1) est donc mauvais et simple.

O

Avant pouvoir décrire la structure d’un groupe simple mauvais, nous aurons besoin d’un résultat auxilaire.

Lemme 4.3.10. Soit B un sous-groupe connexe définissable nilpotent d’un groupe G de rang de Morley fini.
Si a € G normalise le Borel B et BN Cg(a) est fini, alors application

[,a]: B— B

x— at-z7la-x

est surjective.

Démonstration. Montrons donc que I'application ci-dessus est surjective, par récurrence sur la classe de nilpo-
tence de B. Si B est abélien, l’application [, a] est un endomorphisme de B & noyau fini par hypothése. Son
image est alors d’indice fini dans B, qui est connexe, donc égale & B entier.

Si B est de classe de nilpotence n + 1, notons que chaque terme de sa série centrale est connexe et normalisé
par a, puisqu’ils sont tous caractéristiques dans B. Par récurrence, tout élément de Z,,(B) s’écrit comme [z, al, olt
x € Zn(B). Comme B/Z,(B) est abélien, 'application [, a] induit un endomorphisme de groupes de B/Z,(B).
Si son noyau est fini, alors par la discussion précédente, il est surjectif.

Montrons que son noyau est fini : si [y, a] € Z,(B), par surjectivité, il s’écrit comme [z, a], ot « € Z,(B).
Donc z -y € Cpg(a), qui est fini par hypothese. En particulier, la classe de y/Z,,(B) parcourt un nombre fini.

Pour tout y € B, il existe z € B tel que [z,a] - h = y avec h € Z,(B). Par récurrence, il existe z; € Z,(B)
avec [z1,a] = h. Or,

1 1 1 -1

y=a "z -a-z-a -z -a-z.

Puisque 21 et a=! - 21 - a sont centraux dans B modulo Z, _1(B), il existe hy € Z,,_1(B) et z3 € Z,_1(B)
avec hg = [22,0a] et

1

y:a7 '(2'21)71

~a-z-2z1 - ho,

donc

y=|z-2z1,a]-a" 25t a2z,

L. 23 - @ modulo Z, 2(B) et on conclut que y s’écrit comme un

On répete cet argument avec zo et a~
commutateur de la forme [z - 21 -+ 2,1, a].

O
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Proposition 4.3.11. Si G est un mauvais groupe simple, alors il existe un sous-groupe propre définissable

connexe B tel que B = Ng(B), pour tout g et h, si B9 # B", alors B9 N B" = {e¢} et G = |J BY.
g€eG

Dans ces notes, nous allons uniquement montrer que Ng(B)? = B.

Démonstration. Notons que tout groupe propre connexe définissable de G est nilpotent, donc contenu dans un
Borel de G, qui est aussi nilpotent.

Montrons d’abord que l'intersection de deux Borels By et By distincts est triviale. Sinon, parmi les Borels
B; et By Borels tels que By N By pas triviale, prenons deux avec RM (B N By). Posons N = Ng(B; N By).
Notons que N # G, puisque G est simple. La composante connexe N C B3 pour un certain Borel Bs.

Si By # Ba, alors [B; : By N Bs] est infini. Par la proposition comme Np, (B1NBy)° =N°NB; C
B3N By, on a que [N N By : By N By)] est aussi infini. En particulier, le rang RM(B3 N By) > RM(N® N By) >
RM(B; N By). La maximalité du rang donne que By = Bs et de méme B3z = By, donc By = Bs.

Soit B un Borel fixé et N son normalisateur. Par la remarque I'indice [N : B] est fini et RM(B) =
RM(N). La réunion B des conjugués de B est la réunion disjointe (modulo eg) de B9, oit g € G/N ,donc

RM(BY) = RM(B) + RM(G/N) = RM(N) + RM(G/N) = RM(G),

par le corollaire L’ensemble BE est bien générique. En particulier, si B; est un autre Borel, 'ensemble
(B1)% est aussi générique, donc B et B sont conjugués, par connexité de G.

Notons que tout élément a de G a un centralisateur infini :en effet, sinon la classe de conjugaison a“ est
générique et donc a® N BE # (), par connexité de G. En particulier, I'élément a est contenu dans un conjugué
de B, qui a centre infini, étant nilpotent, par le lemme ce qui contredit |Cg(a)| < w. Puisque C(a) # G,
alors C(a)? est contenue dans un Borel, qui est I'unique & contenir I’ensemble infini C(a)°. Notons-le par B,.
Remarquons que B, est le seul Borel contenant une infinité d’éléments commutant avec a : en effet, si Cg(a)?
a indice n dans Cg(a), alors le principe du tiroir donne que si B’ N Cg(a) est infini pour un Borel B’, alors de
méme pour B’ NCg(a)? C B'N B, donc B’ = B. En particulier a- B, -a~! = B,. Si a € B, alors B, = B, donc
I'ensemble Y = {a € G |a ¢ B,} ne peut pas étre générique, puisque B¢ NY = (.

Nous allons montrer que si Y n’est pas générique, alors Y = {J, ce qui entraine que

G = UB-".

geG

G

Soit b € B,. Si B, # By, alors 'élément a - b, qui normalise B,, ne commute qu’avec un nombre fini
d’éléments de B,. Par le lemme [4.3.10] il existe b’ € B, avec [b/,a - b] = b1, par surjectivité. Donc

a=(a-b)-b""=(a-b)-[t,a-b]=(a-b),

ce qui entraine que a et a - b sont conjugués par un élément de B, et donc B, = Bg.p.
En particulier, on conclut que si a € Y, alors a- B, C Y, puisque a - b ¢ B, = Bg.p. Le rang de Y est donc
RM(B) + RM(G/N) = RM(G), donc Y est bien générique.
O

Corollaire 4.3.12. Tout groupe mauvais satisfait un énoncé qui est faux dans tout groupe localement fini.

Démonstration. Puisque tout quotient d’un groupe localement fini 'est aussi, il suffit de considérer un groupe
mauvais simple, qui admet alors un Borel définissable comme dans la proposition sur un ensemble de
parametres, que ’on suppose vide. Si G est un groupe dénombrable qui satisfait que B < G avec B = Ng(B)
et G= |J BY, avec BYN B" = {eg} si BY # B", alors il suffit de montrer que G n’est pas localement fini.

geG
Prenons un sous-ensemble fini (de taille supérieure & 2) de G et soit G’ le sous-groupe (fini) qu’il engendré,
qui est supposé fini d’ordre n > 2. Or, il y a un nombre fini des conjugués Bi,..., By de B d’intersection

non-triviale avec G’. Nous allos montrer que G’ est contenu dans un seul conjugué. Posons B, = G' N B;.
En particulier, le groupe Bj a ordre m. Si m < n, puisque B est autonormalisant, alors B’ a n/m conjugués
différents dans G, chacun a m éléments. Cela donne (m — 1) =n — 2 < n — 1 éléments, donc G’ doit avoir
intersection non-triviale avec un autre conjugué Bs de B, qui n’est pas un conjugué de Bi. Si ms est 'ordre de
Bj, on obtient donc (mg — 1) nouveaux éléments, tous différents de I'identité. En revanche :

n n n
n——+n——2>2n—-2->n,
mi mo 2
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ce qui donne la contradiction souhaitée. Donc G/ C By # G. Soit alors le sous-groupe G engendré par G’ U {g},
pour un certain élément fixé g de G \ B;. Le méme argument qu’auparavant donne que G est contenu dans
un seul conjugué de B, qui doit étre forcement Bj, puisque G’ C Bj a taille au moins 2. Ceci donne une
contradiction, car g ¢ B;.

O

Corollaire 4.3.13. Si T est une théorie stable qui n’interpréte ni des corps algébriquement clos ni des mauvais
groupes, alors tout groupe connexe interprétable dans T de rang de Morley fini est nilpotent.

Par un théoreme de Nesin, on peut montrer, de plus, que tout groupe connexe de rang de Morley fini
interprétable dans une telle théorie T' est de la forme D - B, ou [D, B] = 1, le groupe définissable D est abélien
divisible et le groupe définissable B a exposant borné.

Démonstration. Il suffit de montrer que tout groupe connexe de rang de Morley fini interprétable dans T est
résoluble : en effet, s’il existe un groupe connexe G résoluble dans T de rang de Morley fini qui n’est pas
nilpotent, alors T interprete un corps algébriquement clos K, par le corollaire Or, le groupe SLy(K) est
infini, interprétable et non-résoluble.

Prenons donc un groupe connexe G interprétable dans 7" non-résoluble de rang de Morley minimal. En par-
ticulier, tout sous-groupe définissable connexe propre doit étre résoluble. S’il admet un sous-groupe définissable
connexe propre qui n’est pas nilpotent, le corollaire donne l’existence d'un corps algébriquement clos.
Sinon, le groupe G est alors un groupe mauvais, ce qui contredit nos hypotheses. O

4.4 Groupes monobasés

Rappelons que la base canonique d’un type stationnaire est toujours algébrique sur un bout fini de toute
suite de Morley, par le lemme [2.4.20]

Définition 4.4.1. Une théorie T" est monobasée si la base canonique de tout type stationnaire p est algébrique
sur un élément d’une suite de Morley de p. De fagon équivalente, donné un uple a et un ensemble B, alors

a L B.

acl®d(a)Nacl®d(B)
Exercice. La théorie ACF, n’est pas monobasée.

Remarque 4.4.2. Si T est fortement minimale, alors la monobasitude est équivalente & la modularité locale.
La monobasitude est préservée si I’on ajoute ou enléve des parametres au langage.

Par la suite, nous fixons un groupe G (infini) définissable dans une théorie dénombrable w-stable monobasée.

Proposition 4.4.3. Tout type fort p = stp(a/A) dans G est le générique d’un translaté, définissable sur
acl®d(A), d’un sous-groupe conneze définissable sur acl®d(().

Démonstration. Si p = stp(a/A), soit H = Stab(p), qui est définissable sur acl®d(A). Par le lemme si
I'on montre que le translaté H - a est aussi définissable sur acl®d(A), alors on a la connexité de H et le fait que
p est le générique de H - a : en effet, puisque a appartient au translaté H - a, si ce dernier est définissable sur
acl®d(A), alors p = stp(a/A) contient la formule z € H - a, donc RM(p) < RM(H - a) = RM(H) < RM(p).

Prenons un générique principal b de G indépendant de a sur A. Soit M D A U {b} un modele saturé avec
a | , M. Montrons d’abord que b - H est interdéfinissable avec Ch(b - a/M) sur acl®*(A) : en effet, si o est
un automorphisme de M fixant acl®d(A), alors o(b- H) = b- H si et seulement si b~! - o(b) est dans H si et
seulement si b=1 - o(b) - @ =57 a (par stationnarité, car b~! - o(b) est dans M et donc indépendant de a sur A)
si et seulement si o(b) -a = b - a si et seulement si o(tp(b- a/M)) = tp(b-a/M) si et seulement si la base
canonique Cb(b - a/M) est fixée par o.

Le corollaire donne que tp(b - a/M) ne dévie pas sur acl®¥(A,"b- H') C M. De plus, I'imaginaire
Tb- H7 est algébrique sur AU {b-a}, par monobasitude.

Comme b est générique sur A, a, on a a \LA b-a et donc

al b-a"b-H.
A
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Par symétrie, on conclut
b-a | a
Ab-H?

Les types forts stp(b-a/M) et stp(b-a/A,"b- H7, a) ont la méme extension globale non-déviante, que ’on note
q. En particulier, le type q ne dévie pas sur M, donc Cb(q) = Cb(b- a/M) est dans M. De plus, le type q
contient la formule z € b- H - a, car elle appartient & stp(b-a/A,"b- H",a). Si 7 est un automorphisme fixant
M,alorsz € b-H-7(a) = 7(b- H - a) appartient & 7(q) = q, donc b- H -7(a)Nb- H -a # 0. On conclut que H -a
est définissable sur M. Puisque a | , M, cela entraine que H - a est définissable sur acl*(A4), comme souhaité.

Finissons en montrant que H est définissable sur acl®()). Comme a | , b, alors H = Stab(stp(a/A, b)), par
stationnarité. Or, le parameétre canonique " H ' est définissable sur "b- H ', car

H=(b-H)"(-H),

ou (b . H)_l = {k_l}kebH-

Or, puisque H est connexe et p est son type générique, la classe b- H est en correspondance avec le type
b-p, donc "H™ est définissable sur acl®(b - a), par monobasitude. Le type stp(b- a/A,a) est générique, donc il
ne dévie pas sur (J, par le lemme L’indépendance

b-a ]l Aa

donne que "H ™ appartient & acl®d(().
O

Rappelons que si H est connexe et définissable, alors H est le stabilisateur de son unique type générique.
On obtient donc le résultat suivant :

Corollaire 4.4.4. Tout sous-groupe définissable connexe du produit cartesian G™ est acl®d(D)-définissable.
Corollaire 4.4.5. Tout groupe monobasé w-stable est abélien-par-fini.

Démonstration. 11 suffit de montrer que la composante connexe G° de G est abélienne.

Soient deux réalisations g et h indépendantes du type générique principal. Le graphe de la conjugaison par
g sur GO définit un sous-groupe connexe de G x G°. De méme pour la graphe de la conjugaison par h sur G°.
Ces sous-groupes sont donc définissables sur acl®d()), par le corollaire L’automorphisme qui fixe acl®d(()
et envoie ¢ sur h doit les fixer, donc ils sont égaux. On conclut que le générique g - h~! est central dans G°,
donc Z(GY) est d’indice fini dans G et donc égal & G, par connexité. O

Corollaire 4.4.6. Tout ensemble A-définissable (dans un produit cartesien) d’un groupe monobasé w-stable

est combinaison booléenne de translatés acl®(A)-définissables de sous-groupes connexres de G définissables sur
acl®d(0).

En fait, le corollaire précédente est une équivalence.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que si a et b sont dans les mémes translatés acl®d(A)-définissables de
sous-groupes connexes de G définissables sur acl®d((), alors a =4 b. Or, les types forts stp(a/A) et stp(b/A)
sont deux génériques du méme translaté d’un groupe connexe, donc il doivent étre le méme type. O
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