Université Claude Bernard Lyon 1 UE Fondamentaux des Mathématiques I
Semestre d’automne 2019-2020

Feuille 5 : Nombres complexes (correction)

Exercice 5-1. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes suivants :

a) z =4+ 51, b) z = (-2 + 2i) + (5 + 3i0), ¢) z=(=3—"Ti)(1—2i),
, . . 4 —3i (4 —31)(1 — 24)
) 2= (45)(5+30)(1-2), ) 2= o, ) 2 D=
(7 +61)(—3 — 249) .
= 4 .
g) z Y +4+6¢
Correction exercice 5-1.
a) Re(z) =4,Im(z) =5, b) Re(z) = 3,Im(z) = 5, c) Re(z) = —17,Im(z) = —1,
14 2 1
d) Re(z) = 79, Tm(z) = 27, &) Re(z) = 55, Im() = 2% £) Re(z) = %,1 (2) = %
g) Re(z) = —6,Im(z) = —5.
. S . o 1+wm
Exercice 5-2. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de z = pour m € R.

2m +i(m? — 1)

Correction exercice 5-2.

1+im (1 +im)(2m —i(m* — 1)) 2m+m(m? — 1) + 2im? — i(m? — 1)
T om+ i(m2—1) (2m)? 4+ (m? — 1)2 B m* +2m?2 + 1

- mi+m+i(m®+1)  m(m®+1) 4 i(m? + 1)

B (m? +1)? B (m? +1)2

. om+ 1

T m2+ 1

1
donc Re(z) = T et Im(z) = N

Exercice 5-3. Soit z € C. Exprimer le conjugué des nombres complexes suivants en fonction de Re(z) et
Im(z) :

a) z+1, b) 2% + 3, c) 2+ 2z, d) 24z —1,
e) 25 +1, f) iz? — 3%, g) z — zZ+1iz, h) 22 —iz 4 4.

Correction exercice 5-3. Pour simplifier, notons x = Re(z) et y = Im(z2).

a) z+ 1l=x+1—iy, b) 22 4 3i = 2% + y* —i(2zy + 3),
c)z+2z—3x—2zy, d) Z+z—i=2x+1,

e) z —3yr + 1 +i(y® — 32%y), f) 922 — 3% = —2zy — 3z +i(y? — 2* — 3y),
g)ziz—erz(erQy) h) 22 —iz+4=a—y? —y+4+i(z—2xy).

Exercice 5-4.

1. Calculer le module des nombres complexes suivants :

245
a) z =2+ 5i, b) z = —3 +2i, ¢) z = (3—2)(9+1), d)z:5+;,.
— 27
2. Exprimer le module des nombres complexes suivants & I'aide du module de z :
2 z2
Z b) 22° - d) 3=.



Correction exercice 5-4.

1.
a) |z| = v29, b) |z| = V13, c) |z| = V1066, d) |z| =1.
2.
a) |2z = |zllz| = 2%, b) |22°] = 2/2f? 0 |2 == d) 32| 3|z.
’ ’ z| 2|’ z

Exercice 5-5. Soit (z,2') € C% Etablir la relation |z + 2/|? + |z — 2/|> = 2(|z|® + |2/|?) et en donner une
interprétation géométrique.

Correction exercice 5-5.

lz4+ 2P+ 2= =+2)zZ+2)+(z-2)(z-7)

=22+ 22 + 2+ )P+ 2 -2 -2+ )P

2 12
=2(|z" + [2']).
3
Izl
,
25
2 '
. ]
lz+2]
15 |z
1
0.5 z
Izl
0 0.5 1 15 2 25 3
-0.5

On appelle cette égalité 'identité du parallélogramme : dans un parallélogramme, la somme des carrés
des longueurs des cotés est égale a la somme des carrés des longueurs des diagonales.

Exercice 5-6.
1. Représenter les points d’affixes suivantes dans le plan R = (O,

a) z=1—1, b) z, c) z+ 2z, d) z—z.

2. Représenter les vecteurs suivants dans le plan R = (O,

a) U daffixe 2 + 1, b) W d’affixe =342, c¢) U+ W, d) 27 — .

Correction exercice 5-6. On note A, B, C et D les points d’affixes respectives z, Z, z+ Z et z — Z.




C
1 o 3
0.5 2 W
.B V+W W
2 s 1 05 o 05 1 15 2 w A W
-0.5 )
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-15 -1 N
D
2@ =2
Exercice 5-7. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que :
1 1 1 12 z—3
a) \1—z]§5 b)Re(l—z)§§ c) Re(iz)§§ d) 1—5 =2 e) z+3‘<2

Correction exercice 5-7.

a)

1
L’ensemble des points d’affixe z € C tels que |1 — z| < 3 est le cercle de centre 2 d’affixe 1 et de rayon

1
5
Notons z = x + iy avec = et y réels. Alors, 1 —z=1—1z — iy et
1 1 1
Re(l—2)<-swl-zx<-x>—.
e( z)_2 1:_2 $_2

1
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe & droite de la droite verticale x = ok

Notons z = = + iy avec x et y réels. Alors iz = —y + ix. et
1 1 1
Re(iz) < - —y< - y>——.
eiz) S5 & ys5ey2—3
. . . . 1
[’ensemble des solutions est le demi-plan complexe au-dessus de la droite horizontale y = —35
Notons z = x + iy avec = et y réels. Alors
2 2
I z—1|" 2 2 2 2 2 2
11— =2¢ =2&-1"=2"e (-1 +y =2(z"+vy°)
z z

er?-+1+y =224+ 1=+ 2+’ e l=(z+1)2—1+4>
s @+1)*+y* =2

L’ensemble des solutions est le cercle de centre de coordonnées (—1,0) et de rayon v/2.
Notons z = x + iy avec = et y réels. Alors

2

-3
: <delr-32<4z+32e (@—3)2+12 <4((z+3)2+17%)

z4+3

Z_
<2&
‘ z2+3

S22 —6x+9+1y2 <4(@®+6x+9+1%) o 2® —6x+9+y% < dx? + 24z + 36 + 4y°

& 0<322+300+27+ 32 = 0 < 2?2+ 10z + 9+ 42
S0<(@+5)2-25+9+y> < 16 < (z+5)° +1°.

L’ensemble des solutions est l'extérieur du disque de centre de coordonnées (—5,0) et de rayon 4.



Exercice 5-8. Soit z € R.
1. Calculer cos(3z) en fonction de cos(z), puis sin(3x) en fonction de sin(x).

2. Linéariser sin*(z) puis cos(z) sin*(z).

Correction exercice 5-8.

1. On a
cos(3z) + isin(3z) = 3 = (%) = (cos(x) + isin(z))?
= cos®(z) + 3i cos?(z) sin(z) — 3 cos(z) sin?(x) — i sin3(z)
= cos®(x) — 3cos(z) sin?(z) + i(3 cos?(z) sin(z) — sin®(x)).
En identifiant les parties réelles et imaginaires, cos(3z) = cos®(x) — 3cos(z)sin?(x) et sin(3z) =

3 cos?(x) sin(z) — sin®(z). On réécrit cela en

cos(3z) = cos®(z) — 3cos(z)(1 — cos?(x)) = 4cos®(z) — 3 cos(z),

sin(3z) = 3(1 — sin’(x)) sin(x) — sin®(z) = 3sin(z) — 4sin3(z).

2.
Sin4(x) = M ! _ e4i$ - 462i$ +6— 46_2i$ + e—4ix
B 2i = G
_ etiT e HT g2 4 e72iT) 4 6 _ 2cos(4r) — 8cos(2z) + 6
- 16 = G
1 1 3
3 cos(4x) 5 cos(2z) + 2

eix 4 efia: 641'36 _ 4621'96 16— 46721'1 4 ef4ix

cos(z) sin?(z) =

2 16
_ €5ix + 673ix _ 4e3ix _ 467’” + Geix + e3ix + 6751'{17 _ 46” _ 46731'1 + Gef'ix
B 32
_ €5ix + 675ix _ 3(63ix + 6737;.’2) + 2(6” + efim)
B 32

2 — 4 1 1
_ 2cos(52) 6032(396) +acos(@) _ 6 cos(5x) — % cos(3x) + 3 cos(z).

Exercice 5-9. Soient n € N* et § € R. Calculer

U, = Zcos(k:&) et V,, = Zsin(k@)
k=0 k=0

Correction exercice 5-9.

Uy, + iV, = Z cos(kf) + 1 Z sin(kf) = (cos(kf) + isin(k0)) .
k=0 k=0 k=0

D’apreés la formule de Moivre,
n

n
U, +iV, = Z el — Z(ew)k.
k=0 k=0
Si# =0 (mod 27), alors ¢ =1 et U, +1iV, = n+ 1. En identifiant les parties réelles et imaginaires, on
obtient U, =n+1et V, =0.
Sinon, € # 1 donc
1— (eiﬁ)n-i-l 1 — e(nt1)id

1—e® 1 —¢

U, +1iV, =

4



A partir de 13, deux solutions : dans la solution calculatoire, on multiplie par le conjugué du dénominateur

1 _ ei(nt1)0 (1-— ei(n+1)0)(1—e~%) 1 — e 0 — pnt1)i0 4 oni6

1—e? — (1—ef)(1—e®) 1—ef —e=i 41
_1- cos(0) — cos((n + 1)) + cos(nd) + i(sin(f) — sin((n + 1)8) + sin(nd))
2 — 2cos(6) )

On en déduit

1 —cos(f) — cos((n + 1)6) 4 cos(nb) _ sin(f) — sin((n + 1)8) + sin(nd)
Un = 2 — 2cos(6) o Vo = 2 — 2cos(6) '

La deuxiéme solution est plus astucieuse, en factorisant les exponentielles

1= eint1)f im0 =m0 im0 ing2t Sin(—nTHG)
n — - - - =2 —
1— e e e —e% 2isin(—2)
sin(24-16 sin(2-16
= cos (29) % +7sin (29) (7%0).
2 sin(§) 2 sin(§)
On en déduit ) )
sin(™3=6 sin(*3=6
U,, = cos (20> ( 20 ) et V,, =sin (29) ( 26 )
2 sin(§) sin(%)

Exercice 5-10.

1. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :
C1+i4V3 V6 —iv2
VB4 :

a) u=—3, b) v=1-—1, c) w
2. En déduire le module et un argument de uw et z
v

Correction exercice 5-10.

a) u = 3e "™ donc |u| = 3, arg(u) = 7 (mod 27).

b) v =Vv2e7'7 done |v] = V2, arg(v) = —% (mod 2r).

(1+4ivV3)(V3—14) V3—i+3i+Vv3 2v3+2i V3 1. ;= s
) w= > = = = —+—i=¢"6 donc |w| =1etarg(w) = —
NERE 1 4 2 "2 6
(mod 27).
d) z = V2 <\/§2_ Z) = v/2e7%% donc |z| = V2 et arg z = —% (mod 27).
Alors, d'une part, |uv| = |u|lv] = 3v2 et arg(uv) = arg(u) + arg(v) = ?ZTW (mod 27), et d’autre part,
’S‘ = lz} =1 et arg (%) = arg(z) — arg(v) = 112 (mod 2m).

Exercice 5-11. Soit z =1\/2+ V3 + /2 — V3.

1. Calculer 22, déterminer le module et un argument de z? et écrire 2% sous forme trigonométrique.

2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire une expression de cos (%) et sin (%)



Correction exercice 5-11.
2 2
1. 22 = <\/2 + \/§> +2i\/2 + \/§\/2 - \/5—( 2 — \/5) = 24v/3—(2-V3)+2i(2°—v3%) = 2v/342i.
) = 4¢'6 donc |z| = 4 et arg(z) = % (mod 27).

V022 = V22| = 2. Pour 'argument, 2arg(z) = arg(z?) (mod 27) donc

On a alors 2% = 4(~——

2. Pour le module, |z| =
T
27).
arg(z) = T (mod 27)
3. z:4eﬁ:4cos<
™ 243 . m 2-/3
cos (—) = ———— et sin (—) =—.

4 12 4

Exercice 5-12.

1. Donner la forme trigonométrique de (1 + i)™ pour tout n € N (utiliser la formule de Moivre).

2. En déduire une expression trés simple de (1 4 4)" + (1 —4)".

Correction exercice 5-12.

1.1+i:\f<\f+\[> \feél donc

(1+i)" = (\/ﬁei%)” = V2" ()",

. s ;T
D’apres la formule de Moivre, (e'4)" = ™4, donc

2. Comme1—i=1+4,0ona(l—i)"=(1+9)"=(1+1i)"=22e ™i. Donc

(1+0)" 4 (1 —i)" =227 +22¢ ™0 =22 (em% + e_m%) = 222 cos (%) — 925+ oog (%)

Exercice 5-13. Soient z € C* et n € N*. Il existe exactement n nombres complexes w vérifiant w™ = z.
Ces nombres sont appelés les n racines n-iéme de z.
1. Représenter dans le plan complexe les 6 racines 6-iéme de 1 et les 4 racines 4-iéme de —1.

2. Soit n > 2 un entier. Déterminer les n — 1 racines du polynome complexe 1+ z + 22 4 ... + 2" L.

Correction exercice 5-13.

1. Les racines 6-iemes de 1 sont les "3 pour k € {0,1,2,3,4,5}. Pour k =0 et k = 3, on trouve 1 et —1,

1
et on place les quatre derniéres sur le plan car ce sont les points du cercle unité ayant pour absisse —.

o
L ] ®
05
® ®
- A4
hd 45 0 als 1
-05
® L
=t




Pour trouver les racines 4-iémes de —1, on commence par trouver celles de 1 : ez pour k € {0,1,2,3},
autrement dit 1, i, —1 et —i. On détermine ensuite une racine 4-iéme de —1 = ¢, par exemple
wo = ei%, les racines 4-iémes de —1 sont alors wy, twy, —wp et —iwgy. Ce sont les points d’intersection
du cercle unité avec les diagonales du plan.

0.5

f =t

2. z =1 n’est pas racine du polynéme complexe 1 + z + 2% 4 ... + 2"~ L. Pour z € C\ {1}, on a

1_ n
424224 401 =22
1—=z2

Les racines du polyndéme complexe sont donc les racines n-iémes de I'unité privées de 1, c’est-a-dire les
2ikm

e » pour k€ {0,...,n—1}.

Exercice 5-14.

1. Déterminer les racines cubiques de 1 et les représenter dans le plan complexe.

—1+iV3
2
3. Exprimer les racines cubiques de 1 en fonction de j.

2. On note j = . Montrer que 1+ j + j% = 0.

Correction exercice 5-14.

1. Les racines troisiémes de 1 sont les e 3" pour k € {0,1,2}, autrement dit :

) 2z 1+,\/§ . six 1 V3
wp = w1 = € = — = 1— et Wy = € = —— — 1—.
0 s W1 2 2 2 9 2
N
o
0.5
-1 -0.5 0 0.5 ?
-0.5
[ ]




2. On note que j = w; est une des racines 3-iémes de 1. Deux méthodes :

1—43
—Commejyél,onal—i—j—f—jQ: 1 ‘7, zocarj3:1.
—J
i i 1 3 1 3
Oncalculej2:z%:(623)2:e43:,22,don(31+j+j2:12+i\[Z'\f:()'

2 2 2
3. Comme vu dans la deuxiéme méthode de la question précédente, z; = j et 2o = 5> (et 1= jo).

Exercice 5-15.

1. Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

a) z =17+ 244, b) z =9+ 404, c) z=1+1i.
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 2% = —2v/3 + 2i, b) 2% = 3 — 4i.

Correction exercice 5-15.

1. On utilise la méme méthode pour les trois questions :
a) Soient a et b deux réels tels que (a + ib)* = a® — b + 2iab = 7 + 24i. En identifiant les parties
réelles et imaginaires, on obtient

a> = =1 (Ly)
2ab = 24. (LQ)
2
En identifiant les modules, on obtient (\/ a? + b2) = /7% + 242, soit
a® +b* = V625 = 25. (L3)

En calculant Ly + L3, on obtient 2a% = 32, d’ott @ = +4. En calculant Lz — Ly, on obtient 2b% = 18,
d’ott b = £3. De plus, Ly montre que a et b sont de méme signe. On obtient donc que les deux
racines de z sont 4 + 3¢ et —4 — 31.

b) Soient a et b deux réels tels que (a + ib)? = a® — b* 4 2iab = 9 + 40i. En identifiant les parties
réelles et imaginaires, on obtient
a?—bv =9 (L1)

2
En identifiant les modules, on obtient (\/ a? + b2) = /92 + 402, soit

a® +b* = V1681 = 41. (L3)

En calculant Ly + Ls, on obtient 2a% = 50, d’ott @ = +5. En calculant Lz — Ly, on obtient 2b% = 32,
d’ou b = £4. De plus, Lo montre que a et b sont de méme signe. On obtient donc que les deux
racines de z sont 5 + 47 et —5 — 44.

¢) Soient a et b deux réels tels que (a+ib)? = a® — b? 4 2iab = 1 +i. En identifiant les parties réelles
et imaginaires, on obtient

a>—b* =1 (L1)
2ab = 1. (L2)
En identifiant les modules, on obtient (\/M)2 = \/12+712 , Soit
a? + b2 = V2. (Ls3)
1++2

En calculant L; + Ls, on obtient 2a®> =1 + /2, ot a = +

V2 —
2

5 En calculant L3 — L, on

obtient 2b% = v/2 — 1, dou b ==+ . De plus, Lo montre que a et b sont de méme signe.

On obtient donc que les deux racines de z sont

\/1+\/§ .\/ﬁ—l o ieve Vi
5 Tt T T T

8




2. Pour ces deux questions, on pourrait utiliser la méme méthode que précédemment, mais il y aura

mieux :

a) Cette méthode est valable si on sait exprimer sous forme trigonométrique le complexe dont on
cherche le carré. Dans ce cas, étant donné 2%, on prend |z| = +/|22| et arg(z) = arg(z?)/2
(mod 27). Ici, on a

3 1 i
2= _2/342i—4 (-{ + 22’) — 455

donc z = :l:Qe%T.

b) Ici I'astuce est de faire apparaitre une identité remarquable
22 =3-4i—4-2x2-1=22-2x2i+i*=(2-1i)>

Donc z = +(2 — i).

Exercice 5-16. Résoudre dans C les équations suivantes :

a) iz2 + (1 —5i)z — 2+ 6i =0, b) (1 +2i)2% — (94 3i)z + 10 — 5i = 0,
¢) z* +102% 4169 = 0. d) 22 4+32-2i=0,
1
e) 28— (3+2i)2°+2+2i=0, f) 27:?
g) 2°—2=0, h) 27(z — )% + (z+1)° = 0.

Correction exercice 5-16.
a) On a

A= (1-50)%—4i(=2+6i) =1 —10i — 25 + 24 + 8 = —2i.

On obtient ses racines en écrivant —2i = 1 — 2i — 1 = (1 — i)2. Les racines de 'équations sont donc

—(1=51)—(1—1 —2+ 6i 1
( z). ( Z)— + Z:—f+3:3+’i,
21 21 7
—(1-5)+(1—4) 4
2i 2

zZ1 =

zZ9 =

b) On a
A = (—(9+3i))% — 4(1 + 20)(10 — 5i) = 81 + 54i — 9 — 40 + 20i — 80i — 40 = —8 — 6i.

On cherche 6% = A de la forme § = a + ib (a et b réels), c’est-a-dire —8 — 6i = a® — b* + 2iab. En
identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient a® —b? = —8 et 2ab = —6. De plus |A| = |§]?, donc
a? + % = \/(=8)2 + (—6)2 = V100 = 10.

On a alors 2a® = (a® 4+ b%) 4 (a®* —b*) = =8 +10 = 2 donc a = 1. Alors b* = 10— a? = 9 donc b = +3.
Comme 2ab = —6 < 0, a et b sont de signes opposés, donc § = (1 — 3i). On en déduit

(9+3i) — (1—-3i))  4+3i (4+3i)(1-2) 4-8i+3i+6

“ 2(1 + 2i) 1+ 2i 12 4 22 5 "
O+3)+(1—3) 5  5(1—2i) .
= : - - —1-2i
2(1 1 2i) 1+2i 12452

c¢) Posons Z = 22, léquation devient Z2 + 10Z 4 169 = 0. Alors,
A =10% -4 x 169 = 10% — (2 x 13)? = (10 — 26)(10 4 26) = —16 x 36 = —4% x 62 = (24i)%.

On en déduit les deux solutions

—10 + 24i

7 :% — 54 12i,
—10 — 24i

Zy= —s L= 512



On cherche z = a + ib tel que 22 = Z; ce qui donne

a’> —b> = -5
2ab =12

a? +b% = /(-5)2 + 122 = /169 = 13.

Alors 202 = a®> + b+ a®> —b?> = 13— 5 = 8 donc a = £2, et b?> = 13 — a®> = 9 donc b = £3. Comme
ab > 0, a et b sont de méme signes donc on obtient deux solutions : 211 = 2+ 3i et 212 = —2 — 3i.
On peut résoudre de la méme maniére 22 = Zy et on trouverai zp1 =2 — 37 et 290 = —2 + 3i. Au lieu
de ¢a, on peut aussi remarquer que z* + 1022 + 169 est une équation a coefficients réels et donc que
si z est solution, Z 'est aussi. Par conséquent, les deux solutions manquantes (sur les quatre totales)
sont bien 221 =711 = 2—31et 222 =2Z212= -2+ 3i.

On commence par chercher une solution simple. i en est une car i>43i —2i = 0. On peut donc factoriser
z — i dans le polynome 2° + 3z — 2i : on cherche a, b et ¢ complexes tels que

B 432-2=(z—i)(a’+bz+c) e 22 +32—2i=azd + (—iz+b)2%> 4 (—ib+ )z —ic

a=1
—ia+b=0 ai?
—ibte=3 )"
—ic= —21

Ainsi 2% + 32 — 2i = (2 —1i)(2? +zz+2) Le discriminant de 22 +iz+2 est A =i —4x 2 = —9 = (37)%.

31:—2ietz: —1+ 3t

Il y a donc deux racines z; = = 4. Ainsim l’équation 2> +32 —2i =0 a

2
deux solutions 7 et —21.

Posons Z = 23, ’équation devient Z? — (34 2i)Z+2+2i=0. On a
A=(3+420)2-4(2420))=94+12 —4—-8—8i=—-3+4i=—-4+2x2+1=(2i+1)%
Il y a deux solutions

342i—(2i+1)

2
3424 (20 +1)
2

7y =

=1,

Zy = =24 2i.

Il reste a résoudre 2% = 1 et 2% = 2 4 2i. Les solutions de 2% = 1 sont les racines troisiémes de 1'unité,

A savoir
2m 1+,\/§ ¢ sin _ 1 \@
, € =5 12 et e =3 12.

Pour résoudre z® = 2 + 2i, commencons par mettre 2 + 2i sous forme trigonométrique.

124+ 2i) = V22 + 22 = V8 = 22

2+2i _ \f \f
23 o Ty

im
= e 4

On en déduit que z; = v/2e12 est une racine troisieme de 2 + 2¢. Les racines troisiémes de 2 + 2¢ sont

donc
2im 9im 3im 4im 174
21:\@612 2’163:\[612—\[64 etzle3:\@el2.

On a donc 'ensemble des solutions :

2ir  air i six 17in
{l,e 5,63 ,V2e12,\/2eT /2 12 }

2 1
& arg(z’) = arg (z ) +2km, ke



D’une part,
1
2|’ = — e |2

1
—<:>\z|7—

=1l =1.
7] |2

D’autre part,

1
arg(z’) = arg < > + 2km & Targ(z) — —2arg(z) + 2kr & —Targ(z) = —2arg(z) + 2kw

2
& —barg(z) = 2km & arg(z) = —?.

Les solutions sont donc les e~ 25" pour k € Z. Il y a donc 5 solutions, {e_QkTﬂ, ke{0,1,2, 3,4}}.

g) 2’ —z=2("—1)=2(2> - 1)(2* +1) = 2(2 = 1)(2 + 1)(2 —i)(z + ). Les solutions sont donc 0, 1, —1,
1 et —1.
h)

1 6
27(z 1)+ (2 +1)° =0 & (s 4+ 1) = ~27(z — 1)° & Cfl) = a1,

1
Posons Z = i, ’équation devient Z6 = —27.
z

-1
6) | 6 _ 97 _ 93
TN ) |Z° = | — 27| | Z| 27 =3
arg(Z°) = arg(—27) + 2km, k € Z 6arg(Z) =7+ 2km,k € Z
1Z| =32 =3
And 2k +1 .
arg(7) = (Z)” ke {0,1,2,3,4,5)
)m 1
Il y a donc 6 solutions Zk—\fe B pour k € {0,1,2,3,4,5}. Fixons k pour résoudre Zj = Zk—l_l.
2k —
1 Z 1
Zk:ZkJrl<:>Zk(zk—1):zk+1<:>Zkzk—zk:Zk+1<:>(Zk—1)zk:Zk+1<:>zk:Zk+1.
2 — . —

Si on veut les solutions sous forme algébrique, on écrit

Zr+1 B (ZkJrl)(Zk*l) B |Zk|2*Zk+Zk*1 B 3*(Z}€*Zk)*1 B Q*QiIm(Zk)
Zr—1 (Zk—l)(Zk—l) |Zk|2—Zk—Zk+1 3—(Zk—|—Zk)—{—1 4—2R6(Z]€)

1 —iv/3sin ( 2k+1)ﬂ)
2 — /3 cos <(2]€+1)) ’

2l =

et ce pour k=0, k=1, ... jusqu’'a k = 5.

Exercice 5-17.

1. Donner les applications de C qui représentent les transformations du plan suivantes.
a) La translation du vecteur d’affixe —2 + 1.
b) L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 + 2i.
c) La rotation d’angle 7/6 et de centre 1.
d) La symeétrie centrale du centre i.
2. Identifier les transformations suivantes dans le plan complexe .

a) fiizr24+3-2i. b) frrzeé 7. c) fgzzb—>ei2?ﬂz—1. d) fa:z2—=32-5+1.
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Correction exercice 5-17.

1. a)z—z—-241
b) L’application vérifie f(z) — (1 + 2i) = 3(z — (1 4 21i)), ce qui se simplifie en f(z) =3z — 2 — 4i.
¢) L’application vérifie f(z) — 1 = €' (z — 1), ce qui se simplifie en f(z) = etz+1—e5.
d) L’application vérifie f(z) —i = —(z — i) soit f(z) = —z + 2i.

2. Identifier les transformations suivantes dans le plan complexe .

2
a) f1 est la translation de vecteur d’affixe 3—2i. b) fo est la rotation d’angle 77T et de centre O.

¢) On commence par chercher le point fixe de f3 :

ei%ﬂz—l:z@z(ei%ﬂ—l)zlﬁz: A ! =
e's —1 —

1 JE—
i3

N

V3

2 1
f3 est donc la rotation d’angle g et de centre d’affixe 5~ i—.

6
d) On commence par chercher le point fixe
5 i
3z—bt+i=zz2=-——.
z t+ti1=z<z2 573
) " , 5 4
f1 est donc 'homothétie de rapport 3 et de centre d’affixe 373

Exercice 5-18. Soit ¢ € C tel que |c| < 1.

1. Montrer que |z + ¢| < |1 + ¢z| si et seulement si |z| < 1.

2. On notera D = {z € C,|z| < 1} le disque unité et C = {z € C, |z| = 1} le cercle unité. Montrer que
I’application

f+ D —- D
z+c
z —
1+ ¢z

est une bijection pour laquelle f(C) = C.

Correction exercice 5-18.
1.

lz4cl<|l+é|e|lz+c?<|1+E) e (z4+e)(zZ+¢) < (1+E2)(1+c2)
P4tz |cP<1+cz+ez+ 2P < |22 + e <1+ |22 ¢)?
S 01— e+ [2Plel* = 2P & 1= [el* + (|e]* = D]z > 06 (1= [e[)(1 —[2*) > 0
Sl1-2P>001> 221> |2

2. Montrons tout d’abord que f est bien définie, c’est-a-dire que si z € D, alors f(z) € D (autrement dit,
que f(D) C D). Soit z € D. D’aprés la premiére question,

z4+c
1+ ¢z

_ e

1) = = s

Donc f est bien définie.

Soit maintenant 2’ € D. On veut montrer qu’il existe un unique z € D tel que 2’ = f(z). Montrons
d’abord qu'il existe un unique z € C tel que 2’ = f(2), on montrera ensuite que ce z est effectivement

dans D.
z+c
2 = — s (l+e)=z2+ce 2 —c=z2-7Fezed —c=2(1-27)
1+ecz
!/
2 — , . ) -
1 - = 2z, le dénominateur étant non nul car |2'¢| < 1.
—z'c

12



On a donc montré qu’il existe un unique z € C tel que 2’ = f(z), reste & montrer que z € D. On pose

¢ = —¢, de sorte que |¢/| < 1 donc par question 1.,
2"+ ¢
2| = ;<L
|1+ &2

Ainsi, z € D donc f est bien une bijection. Montrons que f(C) = C.
— Montrons que f(C) C C :soit z € C, ie. |z| = 1.

)= [2re | < [AHD|_|FOEER)_(bes) e Dven) [T
ite| l1+e l+ex | | 14+ez | “l+ez| 14| [1+é
1+ez
C14e]

Donc f(z) € C, ce qui montre que f(C) C C.

— Montrons que C' C f(C) : soit 2 € C, il existe alors un unique antécédent z € D. Comme vu
2+ d
précédemment, en posant ¢ = —¢, on a alors z = Tras Le méme calcul que précédemment
iz
(avec ¢’ au lieu de ¢) montre que |z| = 1, i.e. que z € C. Ainsi, pour tout 2’ € C, il existe 2 € C
tel que 2/ = f(2) donc 2’ € f(C). Donc C C f(C).

Par double inclusion, on a montré que f(C) = C.

2
-1
Exercice 5-101. Soit f :x — -
z

m définie sur C\{—3,0}. Calculer f(1 —i)et f(1+1).

Correction exercice 5-101.

F1—i) = 1-d?-1 1-1-2-1_ 1+2 _ (1+2)3+5i)  3+5i+6i—10
(1-i)1—i+3) 4—i—4i—1 3 —5i 32 1 52 31
7 11,
—374—3742

On note de plus que pour z € C,

1z = 2(z+3) 2(213) )
En particulier, f(1+14) = f(1—1) = m - 314 + :137112

Exercice 5-102. Soit z =

. Calculer z*.

3
\/g—i-z

Correction exercice 5-102. Il est possible de développer z* puis de 'exprimer sous forme arithmétique.
Mais il est plus simple de passer par la forme trigonométrique :

3(vV3—i) 3 <\/§ z) 3 i

:m_ 2l 2 2 2°
34 4x 81 _2in 81 in 81 813
A. i 4:777:—77:—7:—7 '7_
msh 2 =are T8¢ Y T 166 32 7' 39

Exercice 5-103.

1. Calculer cos?(z)sin®(x) en fonction de sin(z).

2. Linéariser cos?(z).

13



Correction exercice 5-103.

1. cos?(z)sin®(z) = (1 — sin’(x)) sin®(z) = sin®(x) — sin®(z).
2.

i —iz\ 4 4dix Jix ,—ix 29w ,—2ix i ,—3ix —4ix

cos™(z) = e’ +e _ e de?e™ 4 6e™ e +4e'e +e
2 16

el e~ h 4% 4 e7%%) + 6 2cos(4w) + 8cos(2x) + 6

1 1 3
16 = 16 =3 cos(4z) + 3 cos(2x) + 3

Exercice 5-104.

1. Donner les solutions complexes de z* = 1.

2. Résoudre dans C I’équation 2% = —= —

1 3 1 3
3. Résoudre dans C I'équation z® + (— + Z\f> P 1\2[ =0

Correction exercice 5-104.

1. Les racines quatriémes de l'unité sont {1,47, —1, —i}.
1 V3 i . N in 1.
2. 5~ i— = e 3 donc une racine quatriéme de ce complexe est e3 . Les autres s’obtiennent en le
multipliant par les racines quatriémes de I'unité, soit

= 13
3 = — _
cr =t /s
im im  Am s 3 Z
RS L SN R A T
e e e 5 +\%
i i s 1 3
— = 3 +im = % = —— ——
e3s =e e 5 i 5
zelg = eig_% = 6_% = @ 3
22
1 3 1 3
3. Posons Z = z*, équation devient Z2 + (—5 + 2\2[)2 — 5~ z\f = 0. Une premiére solution est

2
1 V3
de résoudre I’équation comme dans l’exercice 5-16. On trouverai A = 3(= + i—

2 2
(s 1 3
+v3e6 =+ (; + z?), ce qui donne les solutions 71 = ——= — 1\2[

) qui a pour racines

et Zo = 1. On présente ici une

autre solution :

V3 1 V3 Z\* Zz
Z? —+i—)L — = —i— = Z = — —+1].
+(2 p )2y iy =iz = (F) H5
Z . . . 2 . . D
On pose T' = —, I'équation devient T + T + 1 = 0, dont les solutions sont T} = j et T5 = j°. On en
J

V3

1
déduit les solutions Z; = j? = 3~ ZT et Zo =3 =1.
1 3 3
Ainsi, par questions 1 et 2, Péquation 2% + <—2 2> 2t === Z{ = 0 a pour solutions

14



Exercice 5-105.

1. Déterminer les quatre nombres complexes a, b, ¢ et d différents de 1 qui sont solution dans C de
I'équation z° = 1.

2. Montrer que pour tout nombre complexe z, on a 1+ z + 22 + 2% 4+ 2% = (2 — a)(z — b) (2 — ¢)(z — d).

Correction exercice 5-105.

1. Ce sont les racines cinquiémes de I'unité autres que 1, c’est-a-dire zp = e’ pour k € {1,2,3,4}.
2, 3, 4_1-2 ; . 2., .3, 4
2. Pour z€e C\{l},onal+z+z"+2"+2" = T Comme 1 n’est pas racine de 1+ z + 2“4 2° + 27,

z
les autres racines de ce polynome sont les z;, pour k € {1,2,3,4}. Ce polynéme peut donc se factoriser
enl4z+22 42420 =2 —2)(z—2)(z—2)(z—z).

Exercice 5-106. Déterminer ’ensemble des racines n-iémes des nombres complexes suivants :

a)z:ei%pourn:S7 b) z = €'5 pour n =4, c) z=—1 pour n =5.

Correction exercice 5-106. Pour chacun des trois cas, on trouve une racine n-iéme (comme les nombres
sont de module 1, il suffit de diviser un argument par n), et on trouve les autres racines n-iémes de z en
multipliant par les racines n-iémes de I'unité.

i im o 2im 1lin  im, diw 19in —5im ir im o im 1lin  im o s 2lir  3lim
a) {64,€4+3 —e 12,€4+3 — e 12 (:e 12 )} b) {620,620 2:620,620—’—”:6 20 e 20}
C) —1:emd0nc{es7e5+5 :(357@5+5 :—1,€5+5 :65,65+5 265(:65)}.

Exercice 5-107. Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans C I’équation suivante :

B (1-30)22—(6—1)z2+10i=0

Correction exercice 5-107. Cherchons une solution réelle x de I’équation. En identifiant les parties réelles
et imaginaires, on a

3 2 _ o 9 e
$3+(1—3i)932—(6—i)x+10i:0<:>{x+‘T bz 0@{9:(96 +2-6)=0

3224+ 2+10=0 —3224+12410=0

- z € {0,2,-3}
322 +24+10=0

Seul z = 2 est solution de —3z% + z 4 10, donc la seule solution réelle est 2. 2 étant racine, on peut factoriser
le polynome : il existe a, b et ¢ complexes tels que, pour tout z € C,

234 (1-30)2% — (6 — i)z 4+ 10i = (2 — 2)(az® + bz + ¢).

On développe et on identifie les coefficients des polynoémes, ce qui donne

a=1 a—1
“adb=1-30 L )y 33
—2b+c=—-6+1 c— _5i

—92¢ = 10

Il reste a trouver les solutions de 22+ (3—3i)z—5i = 0. Ona A = (3—3i)%420i = 9—9—18i4+20i = 2i = (1+4i)°.
Ce trinéme a donc deux racines :

3-3i—(1+i
2 = 12( i)
3-3i+1+i .
zzzf:2—z.

L’ensemble des solutions de I’équation initiale est donc S = {2,1 — 24,2 — i}.
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1
Exercice 5-108. Résoudre dans C I’équation 526 + (143022 +8+8i=0.

1
Correction exercice 5-108. Posons Z = z°, équation devient §Z2 +(1+3)Z+8+8 =0.On a

1
A = (1+3i)? —45(8—#81') =1-9+6i—16—16i = —24 —10i. On cherche a et b réels tels que (a+ib)* = A :

a® — b =—-24

(a+ib)2:—24—10i<:>a2—b2+21'ab:—24—10i<:>{ b= 5

On ajoute I'égalité des modules a2 + b* = /242 4+ 102 = /576 + 100 = v/676 = 26. Ainsi,

2a% = (> + b*) + (a* — b*) = 2 donc a = £1,b* = (a® + b?) — a® = 25 donc b = +5.

Comme ab < 0, a et b sont de signes différents, donc les deux racines deuxiémes de A sont 1 — 5i et —1 + 54.
On en déduit les solutions pour I’équation en Z :

—(1+3i)—1+5i

! 2% 1
—(1+4 3¢ 1-—5¢
Ly = (1+ 2)—11- 22—82.
2 X =

2

On cherche donc les racines troisiémes de Z7 et de Z5. On utilise ici une méthode mais d’autres sont présentées
dans D’exercice 16. ici, on va chercher une racine troisiéme puis obtenir les autres en la multipliant par les

4im

racines troisiémes de 'unité que sont 1, e oot es

Iy SRV

_74_27 =2

31777
4 . Ainsi, une racine troisiéme de Z; est 226 T = \[ 2¢1 =1+1. Les

w\w

racines troisiémes de Z; sont donc
i
211 =V2e1,
2im im im | 2im 1lix
212 =¢€3 \fe4 :\[64+3 =+V2e 12,

4im im | 4w 1947
zZ13=¢€3 64_f€4+ =+V2e 12,

— Z9=8e2 = 2%e73 . Ainsi, une racine troisiéme de Z7 est 2e2 = 2i. Les racines troisiémes de Zs sont
donc

291 = 21,
2im ) im | 2im Tin
g2 =€3 X2i=22"3 =256,

4im _,'_41771' 11ém
293 =¢€ 3 x 2 =2e% =2 6 .

i

11
6 }

Les solutions de 1’équation sont donc S = {\/ie%, \/56%, \/56%,2@ 26%,26

Exercice 5-109. On considére I’équation suivante :

2334+ (2022 4+32-3+i=0 (E)

1. Montrer que I'équation (E) admet 2 solutions réelles.
2. Résoudre (E) dans C

Correction exercice 5-109.

1. Soit € R. En identifiant les parties réelles et imaginaires, on a

— 323 +29: +3x—3—0

4 _ o3 a2 _ L
=3+ (2—d)x"+3x -3+ 0<:>{ a2 1=0

Les solutions de —z? +1 = 0 sont 1 et —1, et ce sont aussi des solutions de z* — 32> + 222 4+ 3z — 3.
Ce sont donc deux solutions réelles de (E) (plus précisément, ce sont les seules).
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2. D’aprés la question 1., on peut mettre (z — 1)(z + 1) = 2% — 1 en facteur : il existe a, b et ¢ complexes

tels que
2t =32+ (2—i)2® + 32— 3+i= (22— 1)(az? + bz + 1).

En développant le membre de droite et en identifiant les coefficients des polynémes, on obtient

a=1

b= -3 a=1
c—a=2-—1,i.e. b=-3

-b=3 c=3—1
—c=—-3+1

On a donc z* — 323 4+ (2 —i)2® + 32 — 3 +i = (22 — 1)(2% — 32+ 3 — ). Il reste a trouver les solutions
dez?—32+3-i=0.0OnaA=9-4(3—4)=-3+4i=1+4i—4=(1+2i)? les deux solutions

sont donc
3— (14234
21:7( + Z):l—i,
2
3+1+2¢ .
ZQZT:2+Z.

L’ensemble des solutions de (E) est donc S = {1,—1,1 —4,2 + i}.

Exercice 5-110. On considére la fonction f suivante :

f: C = C
z = z(1-2)

1. Déterminer les points fixes de f, c’est & dire résoudre f(z) = z.

1 1

f) =5 <35

2. Montrer que si .
2 2

2 2’

1 ‘ 1
z— —| < =, alors
. 1 1 1
Indication : on pourra remarquer que z(1 —z) = ( z — 5) g~ + T

Correction exercice 5-110.

2

L. Pour 2€C, f(z) =z 2(l—2)=z20 22 =222=02=0.

2. Pour z € C,
1 1 1\ /1 1 1 1\? 1 1\? 1
— — | = — — — | = _ = _ — _— = = |[— —_ = — < —_ = —
-3 = f-o- 4= (- 3) (G- +3-3l= [ G- 3 - 4]+
<z—12+1
= 2 4

Ainsi, si 5

1
z— =| < =, alors

17



