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Avant propos.

La durée de l'examen est de 2h00. Une seule feuille de cours est autorisée, aucun autre
document ni calculatrice ne le seront durant I’épreuve. La répartition en durée de chacun
des exercices n’est qu’a titre indicatif. La justification des réponses et un soin particulier de
la présentation seront demandés.

Exercice 1 (10 minutes)(2.5 points)

1. (2 min) (0.5 point) Reconnaitre I’équation différentielle suivante et donner les inter-
valles pour t et ¢y sur lesquels elle sera bien définie :

dx
ta +x = t*2? avec x(ty) = xo.

2. (8 min) (2 points) On choisit ¢y €]0, +00] et t €]ty, +00[. Résoudre I'équation différentielle
précédente, et exprimer la solution en fonction de t, ty et xp.
Exercice 2. (30 minutes)(6 points)
Considérons I’équation différentielle

dx T

(E1) avec z(ty) =zo et r € IR,

1. (1 min) ( 1 point) Définir 'intervalle ott les solutions existent.

2. (4 min) ( 1 point)Trouver les points d’équilibre z* de 'équation différentielle (E1) en
fonction de r et les tracer sur le plan (r,z*).

3. (10 min) ( 2 points) Considérons la fonction

f(rx)— firiz) =rz— T

a
Montrer que f(r,x) peut s’écrire sous la forme f(r,z) =rz — 1+ o2 ol a est une
x

constante a déterminer. En déduire alors le nombre de points d’équilibre ainsi que leur
nature (stable, instable, etc.) en fonction de 7.



4. (15 min) ( 2 points) En vous servant des questions précédentes, dessiner le dia-
gramme de bifurcation correspondant a (E1). Identifier le type de bifurcation et des-
siner quelques chroniques “représentatives” illustrant la question précédente.

Exercice 3. (35 minutes)(5.5 points+2 points BONUS)

Considérons maintenant I’équation suivante

(E2) avec z(ty) =z et 7 € R,

1. (1 min) (0.5 point) Définir I'intervalle ot les solutions existent.

2. (4 min) (1 point) Trouver les points d’équilibre z* de I’équation différentielle (£2) en
fonction de r et les tracer sur le plan (r,z*).

3. (10 min) (2 points) Chercher le nombre de points d’équilibre ainsi que leur nature
(stable, instable, etc.) en fonction de 7.

4. (15 min) (2 points) En vous servant des questions précédentes, dessiner le diagramme
de bifurcation correspondant a (£2). Identifier le type de bifurcation et dessiner quelques
chroniques “représentatives” illustrant la question précédente.

5. (5 min) (2 points) BONUS : en se servant des questions précédentes, donner le dia-
gramme de bifurcation de 1’équation suivante

3

dt Tx+1+:v2

(E3) avec z(tg) =z et r € IR,

INDICATION : on pourra faire une transformation analogue a celle de la question 3.
de l'exercice 2.

Exercice 4. (45 minutes (3x15 min))(6 points)

Pour chacun des trois systemes d’equations différentielles suivants

T = 2z + 3y, r = 3z — 18y, T = 2z 4+ 8y,
A{Z)ZQJS-F Y, B'{y:2x— 9y, C'{y:—lx—Qy,

trouver
1. (1 min) (0.25 point) I’équation caractéristique.
2. (4 min) (0.25 point) les valeurs propres.
3. (5 min) (1 point) les vecteurs propres associés aux valeurs propres.
4. (5 min) (0.5 point) la forme de Jordan associée a la matrice de départ, en déduire la
nature du point d’équilibre. Donner 'allure des trajectoires.
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