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Avant propos.
La durée du partiel est de 1h00. Aucun document, ni calculatrice, ni téléphone portable ne sera
durant l’épreuve. La justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront de-
mandés.

Question de cours (10 minutes)( 4 points)
1. (2 points) Enoncer et démontrer le lemme de Gronwall sous forme d’inéquation différen-

tielle.

2. (2 points) Enoncer le théorème de Cauchy-Lipschitz local.

Exercice 1 (20 minutes)(6 points)
On considère l’équation différentielle suivante

(E1) x

000
+ 2x

00
+ tx

0
+ 6x+ 5 cos(t) = 0,

pour t 2 I ⇢ R.

1. (1 point) Dire si cette équation différentielle est linéaire ou non et donner son ordre (justi-
fier).

2. (1 point) Ecrire l’équation (E1) sous forme normale.

3. (4 points) Ecrire cette équation sous forme d’équation d’ordre 1 en détaillant les calculs et
en donnant le nombre d’équations et d’inconnues à résoudre.

Exercice 2 (30 minutes)(10 points)
On considère l’équation différentielle

(E2) x

0
= P (t) +Q(t)x+R(t)x

2
,

où P , Q et R sont des fonctions données, supposées continues sur un intervalle I de R.
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1. (1 point) Reconnaître ce type d’équation. Justifier.

2. (1 point) On suppose que xp est une solution particulière de (E2) sur I . Par le changement
de variable x = xp + u montrer que u vérifie

(E3) u

0
= Q(t)u+ 2R(t)xpu+R(t)u

2.

3. (1 point) Reconnaître ce type d’équation. Justifier.

4. (2 points) Résoudre (E3) en spécifiant l’intervalle I du mieux possible.

5. (5 points) Application : on considère l’équation différentielle

(E4) x
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� 1

t

x+ x

2 avec x(1) = 1.

(a) (1 point) Donner a priori l’intervalle maximal I sur lequel on peut résoudre (E4). Justi-
fier.

(b) (1 point) A-t-on existence et unicité de la solution sur I ? Justifier.

(c) (1 point) Chercher le réel ↵ tel que xp : t 7!
↵

t

soit une solution particulière de (E4).

(d) (2 points) Résoudre (E4). A-t-on une solution maximale ou globale dans R ? Détailler.

Exercice 3 (10 minutes)(BONUS : 4 points)
On considère le problème de Cauchy suivant

(C )

⇢
x

0
(t)=

p
x(t), t 2 R,

x(0) = 0.

1. (1 point) Vérifier que x ⌘ 0 est solution de (C ).

2. (2 points) Construire une solution non nulle de classe C 1 de ce problème.

3. (1 point) Le théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique-t-il ici ? Pourquoi ?
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