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Chapitre 1 : Equations de réaction-diffusion

I Les structures de Euring :

Référence : JAMES MURRAY

MATHEMATICAL BIOLOGY
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1. Introduction :

Dans un contexte biologique, les équations de réaction diffusion ont été introduites

essentiellement par ALAN TURING en 1952 pour étudier la MORPHOGENESE (apparition

de formes dans les embryons) au cours de laquelle des formes semblent

apparaitre "à partir de rien".

Ewing a montré que ce type d'emergence de forme peut avoir lieu dans

des systèmes "très simples" comme des mélanges d'espèces chimiques soumises

à de la réaction et de la diffusion

Comment est-ce que ça marche ? Pour sa, étudions d'abord une équation de

diffusais simple



2. Une équation de diffusion

L'equation type décrivant le phénomène diffusif est :

& altix) = d. Du Lt, ×)

u : quantité qui se diffuse

t : temp Ï

✗ : espace , XERCIRN (N-1,2, on 3)

: équation de la chaleur → introduite par Fourier

" "



espace , XERCIRN (N-1,2, on 3)

% : denrée partielle par rapportait

D: opérateur de diffusion appelé LAPLACIEN

• en ID :  ULE, X) = ¥24#×)

N-Z X :(E)en 2D  ULEX) = pdp'alt, X) + Çzultix)

di d> o coefficient de diffusion

Phénomene de diffusion :

Définition : La diffusion est un phénomène pour lequel le flux est proportionnel

au gradient

fort gradient ↑ fort gradient

trend : flux

la vers

gauche

→ flux vers la droite

→

→ "la diffusion aplatit les bosses, d'autant plus

vite que d est grand."

- t

Question : et si do ?

agrégation

a. Conditions aux limites

en ID : & UH, ×) = d ♀#x) en ID : ✗ e- [0,2]

Pour que le probleme soit complet, il est necessaire de préciser :

• une condition initiale: relax): fix) donnée (connue), ✗ Eloi]

• et deux conditions aux bords. en × so et en x :L

O L



On en choisira 2 classiques ici :

① condition de DIRICHLET homogène

1 isolant

µ

h

v14 0) = Mlt, C) :O

limiult, x)-0

Esto

Condition de NEUMANN homogène



ù Condition de NEUMANN homogène

fuit, 0): fuit, c) ⇒

le flux aux bords est nul

on a alors conservation de la masse :

Jfk) de L

jeux = h. L ⇒ h =L/faux

0

Il

Le modèle complet est alors le suivant

& alt, ×) = dÉult, x)

t condition initiale : Ulo, ✗ ): fl x)

+ 2 conditions aux bons (Dirichlet/Neumann)

t≥ ◦ , ✗ ≤ Loi]

✗ ECO, L]

Mlt, X)



)

✗

t

Pour résoudre ce type d'équation, on introduit un nouvel outil mathématique :

les fonctions popes

fix)

t-o

b. Les fonctions popes :

Definition : une fonction pope de l'opérateur D (avec les conditions aux bords

définies) est un "profil spatial" (on forme) ond : une fonction

qui ne depend que de ✗ : W : ✗ ↔ WK) telle que :

① W est deniable au moins 2 fois

② W ne peut pas être nulle partout (W#o)

③ W vérifie les conditions 



③ W vérifie les conditions aux bords

⑨  W (x) = 7W (x) aider  hm

~ → Apportai

pope



Exercice : Quelles sont les fonctions pops de ☐ associées aux conditions

de Dirichlet homogène ?

On cherche as au moins 2 fois dewalle, non identiquement nulle,

telle que : W (O) = W (L):O

et il existe 7th/ DWG) - Dwa) Cad (en ID):

On cherche les solutions sous la forme en ✗

si wa) = e" ⇒ w ' 4) = 2E

aloo W "K): 22e"

et done W " (x) = duex) s'écrit rÊ de" autrement dit- simplifie pare" ◦

on obtient rec.

W " (x): ING)

22s A

CAS 1 : si 7>0 on a 22-1=0 qui donne (r-A) (rtf):O

on a r,:B et 22 =-4s-A

/tous le wa)-ça,"Steady
on a donc 2 solutions w, (x): e4 ✗

Wz (X): e 22 ×

W (X) = e, e"" + 4e"

= 9ᵉ"" + se-? ×

appliquons ls conditions aux bords : NCO):O ⇔ cétsé :O

C, et Ca determines par les conditions aux bons

ici 2,5-12

E) C, = -Cz



E) C, = -Cz

donc WU) = 9e"✗ -C, E "✗

:c, le"✗ -e- "")

WLC) = ◦ ⇔ e, êt-è" ):

⇔ C,:O

on

êt = é"" → 1L :-4L

Mr,-À> 0

⇒ C :-L mL> ◦

2L :O

⇒ WX):O PAS POSSIBLE

PAS POSSIBLE

PAS DE FONCTION PROPRE si 7>0

CAS 2 : Si 1=0 dans ce cas W" (X) so if W ' (X):C,

et WH): 9×+9

comme who):O on a :

et comme WIL):O ma

C,-Otez : ◦ donc 9:00 Ainsi

C, C :O ↗ SIC,:O ⇒ W :O PAS POSSIBLE

I SIL :O IMPOSSIBLE CAR L> ◦

WH): GX

cas 3 No dans ce cas on a 22=7 = - 171=12171

donc il y 2 moins complexe r,, i

12 :

171 ici × :O

- if "B-A

Rappel : si rest de la forme ✗ tip

les solutions sont donc wa): e" (Gasp ✗ + Esinpx)

Ici wa): ça (A) + Ein (Ax)

C, Coho) t {si 6) = 0 ⇔ C, + 0 :O :)

1 %

wa) = Esin (AIX)

E :O PAS POSSIBLE

comme Who) s 0 G-O

donc

et W (L) so done Esin (FIL):O

↘ Sin (GL):O ⇒ VAIL-kit

ke#

AIL -KIT ⇒ k : EL

IT

EIN *



171E : Km2

AI :(ET - 7 :-(KIT, KEN": infinité de voleurs pops

et W (x) = ce sin (ki-x)

~

AI

Remorque on peut

donc W (x):

rendre 9=1

sin (KI-x) KEN"
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On montrerait également que pour les conditions de Neumann homogenes

les fonctions popes associées au Laplacien sont données par

Wpk) = co (kix) , ken, et & =_ (KIF

Remarque : en fait pour n'importe quelle geometrie (en n'importe quelle

dimension) avec toutes les conditions aux bons usuelles, on peut

montrer qu'il y a une infinité dénombrable de fonctions



y a une infinité dénombrable de fonctions

popes que l'on note (wo), un ,..., associées aux

valeurs pops (to), 1,1,... qui sont forcément 50

Par convention ou le numerste en commençant par la plus grande

• et ≤a sa ↔

c. Résolution de l'espention de la chaleur

E) si la condition initiale est une fonction pope :

On connerie le système gult, ×) = d Duck ↳ ai 40 , ✗ EGIL]

+ UCO, ×) = Week) / KEN ✗ EGIL]

+ condition-au bord

UH, X)

Intuitivement :

t

- I

Dup" )-7kW) Ne :-(kF5

Le profil initial sera soit dilaté soit amorti par la diffusion mais la

forme initiale ne changer pas (pas d'ajout ni suppression de bosse)

Par conséquent on cherche les solutions sous la forme a#: ✗ A) wak)

w

inconnue

c'est la méthode de separation des variable



méthode : on remplace ult, ×) par ✗ (t) week) dans l'équation de la chaleur

on obtient & (XA) Uk" )) = d D ✗ (E) Wk") f70, ✗ Elon]

ce qui donne Why ✗ ' (t) = d ✗ (t) A Wpk,

= d ✗ (t) tawklx) FXECOIL], #70

WE (x) (✗ ' (t) - dazxlt))-◦ AXE (" ☐ , HEY

¥7 -

⇔ ✗ ' (t) -NeXt) = ◦ point≥u

c'est à oie ✗ ' (t) = doux (E)

ainsi ✗ (t) = ✗ 6) et" t> °

Conclusion la solution de l'équation de la chaleur est

⇔

do th ≤◦

" 



équation de la chaleur est

ULE, ×) = ✗ H) Wh K) =

enfin si ts o Ula, x) = ✗ Lo) Eux) = ✗ C) WEK)

mais uto, x) sark) (condition initiale) donc

✗ (o) e"" week)

✗ (o): 1



d) si la condition initiale est une combinaison de 2 fonctions pops.

On suppose que u la ✗ ): Xp, Wes, 4) t Ma Were" ) are ✗ a, i & ER

Par le principe de superposition, on montrerait que

u It, ✗ ) = &, et "it wa, 4) + yeah tweak)

Exercice : on considere l'équation de la chaleur pour ✗ E [O, T]

avec les conditions de Neumann homogenes

1. . Determiner le fondions pops et valeurs propres associés à D

2. On suppose que la donnée initiale est u la ×) =3 ta/coxta.la/6x)

a. Résoudre l'équation de la chaleur avec d +

b. Calculer limult, ×)

tt ta

Réponse : 1. Comme ✗ E [0,1T) et que l'on a le conditions de Neumann homogènes

on obtient 7es -K2 , KEN

et Wee) s en (kx) , Ken, ✗ e- Coit]

2. a. UCO, X) =3 toi/ cox toi/ Cockx)

=3 COCO x) toi/ ↳ (1.x) to,/Ca/6×1

H" Te :O % k¥1 %Ù

donc alt, X): 3e"#Glx) toile"? tu,/x) to.ie?.dotwgLx)

=3 Ewok) to./Et WIX) +0.1 e- 3" wok)

=3 t a. téton (x) to./e- 36%16×1

b. Lyin UCK) =3

Les frequents ls plus hautes (kyaw) se lasseront plus rapidement que

ls frequents les plus faills ulkx)

✗ E [0,17], 67.0





lui) si la condition initiale est "quelconque"

si la condition initiale est quelconque, on cherche quand même à se ramener

à des fonctions popes de la diffusion.

Cette Dée est à la base des séries de Fourier

Rappel : Serie de Fourier ↗ ✗ EGIL]

Zoute fonction f, L-périodique et de carré intégrable sur [%)

se décompose comme une somme infinie de cosinus et de sinus

de la façon savante :

f (x) = £5 (aras (EI) t basin (KE))

Les coefficients aketbee sont appelés coefficients de Fourier (on peut

les calculer à parti de f)

et cette somme est. appelé SÉRIE de Fourier

Remarques : s. Les wef.de Fourier d'une fonction f sont définis de manière unique

et il existe des formules (à base d'integrals pouls cachler)

2. Ce resultat est remarquable dans le sens où on aura l'existence

de série de Fourier pour n'importe quelle fonction f "suffisamment regulière"

[f24)dx existe

GIBBS



3. Par conséquent si u (ap): fa), ✗ Elo, t]

avec foe camé intégrable sur [0,1],

on a alors relax, = IE (44ᵗʰ"

et la solution de l'équation de la chaleur s'écrit

) + basis/Kix
<

UH ×): Ë[.(agé "et cockII) + bye_ dktsuickax

et la diffusion lissé chaque composante de la condition initiale, d'autant plus vite



diffusion lissé chaque composante de la condition initiale, d'autant plus vite

que la fréquence de cette composante est grande.

On a vu que la diffusion lisse ls profils, il est donc imposible d'avoir une émergence

de forme avec l'équation de la chaleur.

On a besoin donc d'avoir un terme de réaction

3. Les système de réaction-diffusion

Un système a 2 equations de reaction-diffusion est de la forme :

♀ UCG x) = flult, ×), Vlt, x)) + du Dutt, x)

% v4 ×) = glu Lt, ×), VLG x)) + du Dutti x)

où , net V : sont des quantités qui se diffusent

. les wef, de diffusion du et du peuvent être Afflients

. les fonctions f. et g constituent la partie reaction ou modèle.



fonctions f. et g constituent la partie reaction ou modèle.

C'est le bilan entre la production et la destruction de netoev au point 4) '

Exemples Ju (E, ×): 2m14 x) -v14 x) + du Bultex)

& VLG x) = VEX) + EUH ×) + d, Dutt, x)

a
u 2

Remarque : dans la théorie de Ewing l'émergence de forme est ou à la

déstabilisation d'un équilibre sans forme (plat).

Par conséquent, notre objectif est d'étudier les équilibres et leur stabilité pour les

equations de reaction-diffusion.

a. Cas d'une seule équation de réaction-diffusion



On considère l'équation :

ff4)- flult, x)) + d Ault, x) 1630 et ✗ ECO, L]

① Equilibres homogènes :

Definition : un équilibre de la réaction est une valeur Mointependante de terre x

(c'est une fonction constante).

Dans ce cas fr0 = f (n) + d Duo

devient % = fluo) to :

Un équilibre homogène no satisfait fluo):O

Par sa definition, il n'a pas de forme : il est plat.

④ Stabilité.

soit no un équilibre de l'équation fuit, ×)-HULLIN) + adult, x)

Pour étudier la stabilité de cet équilibre, on le perturbe.

On pose ulkx) = not Up"X)

Tertite perturbation.

et on remplace dans l'équation :
e
on obtient :

fluo)-◦



on obtient :

& notuplt, ×)) = flutuplGx)) + d. DCotuplGN

⇔ fut Jup#x) = 4 + d (Drot DuplEN)

◦ + ftp.laxy-f/uotepLt,N)td(otD upltixy

On obtient l'équation de la perturbation :

f- uplex): fluotuplGN) td Dupleix)

≈ f ' (mo). UpltiNtd Dup (Kx)

La linéarisation on probleme consiste à l'eau sous forme d'égalité:

f- up (Gx) = l'Ho)-up (4) + d Dupleix)

On decide de pendre comme perturbation initiale une fonction hope de ☐ satisfaisant

E)

fluoth)

Un Mothp

f (hot up)-fluÉ, f'/no)

Moth-ho

flhobup) ≈ f' (ho)-Up

fluotup)

fluo)



On decide de pendre comme perturbation initiale une fonction hope de ☐ satisfaisant

les conditions aux bords : autrement dit upto, ×): Walx) (ou une combinaison linéaire

de wk)

Ainsi, on cherche les solution de notre équation de perturbation par la méthode

de separation des nuisibles :

Autrement dit on pose. uplt, x) = ✗ 4) Wak)

et on remplace dans l'équation:



On obtient :

of (✗ (E) Week)) = l' (A) ✗ (E) aklx) td  ✗ (f) Wklx)

Kx) ✗ ' (t) = l' (Mo) ✗ (t) uh

- t≥ o et ✗ 06 Ix]

Ma fonction pope

⇔ 4) + dat). Okay)

⇔ ✗ ' (t) -(fluo) + dla) ✗ (t)

ce qui donne ✗ (t): ✗ co) e

(f- ' (ho) + dik) t

on pend ✗ 6) = 1

donc si la perturbation initiale est une fonction pope alors

Up LE x) = ✗ Lo) ell " (ho) tata) t my,

et si la perturbation initiale est une combinaison lineaire de fonctions pops :

c'est à die que µ'x): É, KWEK)

alors Up#×) = £, & ell "ho) tdtkstway,

et pour que no soit localement asymptotiquement stable (L. A. s)

il faut que l⇔im • up It, ×) so if l' Cho) + deco pour toutes ls fréquence k !!

si pour au moins un frequence # l'CMH Hex> ◦ alors l'équilibre n'est

plus stable et la perturbation est amplifiée. souriant cet équilibre.

ULG x)

perturbation initiale

t

Mo u

i

si une frequence

est amplifiée



Exercice : Equation de FISHER

& altix) = u (Ex) (I-alt, x)) + 2Ault, x)

1. Determiner les équilibres homogènes de cette équation

2. Etudier leur stabilité

✗ E [O, T]



2. Etudier leur stabilité.

Réponse 1. . Les equilibisnoveifient fluo) so are f : un actu)

donc fluo):O ⇔ Mo (1-ho):O

⇔ Mo = ◦ on 110=1

On a donc 2 équilibres homogènes

2. stabilité de tro :

⑨ pour

comme ✗ E [011T] i 7k s -k 2 et Wex): Cos (kx)

done a-t-on l' (b) + dako pour tout ken ?

on flu)- Ulta) MEIR

donc flu) s 1- Lu

et on nos o i

Mo :O

KEIN -45

"IT

f. (a) su (i-u) su. 2

f- ' (o):' Par conséquent l'lus) td 7h = 1+2-Ek)

⇒ 1- 2h2 KEN

et 1- 2h2 CO ⇔ 1C 2h2

⇔ k" o i

k> à

> ◦ ⇔ sik :O

KEN

⇔ ond ke N"

et

La seule frequence qui déstabilise un so est la frequence k-o, autrement

dit Une perturbation plate !! On n'aura pas d'emergence de forme (si ce n'est la forme

plate).

Wok): colo. x) s 1.



b. pour nos |

T' (1) ± -1 One

aucune fréquence ne peut destabiliser 1.

Dans ce probleme la seule frequence qui déstabilise un équilibre est la frequence k : o

(perturbation as la x): 1 (perturbation. plate) pour l'équilibre 10 :O

Remarque : c'est un résultat qu'on peut généraliser :

quand on a une seule équation de réaction diffusion, la seule frequence

qui peut destabiliser un équilibre est la frequence nulle.

On ne peut pas avoir d'autre emergence de forme autre que la forme plate

quand on n'a qu'une seule équation.

f- ' (mo) + ddk : -1 + 2. (k2) s-I-2h2 <O KEN



Ewing a montré qu'il fallait au moins 2 equations pour y arriver

b. système de 2 équations de réaction-diffusion

On considère le système suivant :

Eu = flu, v) + du Du

Év = glu, v) + du Dv

Ecriture sous forme vectorielle : On peut ecrire sous la forme

flm, v

•

% (7) :

• Les équilibres homogènes (E) venfient :

& (E) :(fluoro)g (mo, voy) + DA (E)

-
Q :(:)

gcu.rs) + D' (7) ai D :(%.)

2- E)

donc f- LU, V0)-0

0

91W, v0):O



• stabilité on perturbe les équilibres :

Pour sa on écrit (g) : (E) + (Yp) où Ipjestmetiteptinlation

de (E)

On remplace alors dans l'équation,

on obtient E) + Cfp)) ( " " " " " '
gluotep, votre) (ru) + Fn)

Yp):(flotup, v. top)

91Mt up, v. top))-DD (f)

et

+ D. D.

ce qui donne : ♀

ot



Linearisons le probleme :

f (no t up, not up)

9(not up, rotup)

Rappelons que ≈ (9f114m, "Y) +
' (a)

Jaylen): matrice

Jacobienne

off (agro)  (no,vu

% 9 (Kivu) jury

on la note J

Par conséquent

% (E) = 5. (Ps) + D. Aff)

, le système linéarisé s'écrit :

• Choix de la perturbation :

on choisit la perturbation initiale sous la forme (f) = (f) wel)

ou une combinaison lineaire de fonctions popes :



combinaison lineaire de fonctions popes :

Par la methode de separation des roustes mangea ce (f) par  ¥) week)

dans le système linéarisé ceci donne :

&
et

EH,) waa) = T.fi?,)ukk)+D.D(JY,)wak)

walis (à ¥ -il ? E) 4) + ☐ 4E Yaw

g. "¥) = (Tt ta D) 4¥) de entome ✗ : Ax à × :

⇔

DUK :X NE

¥)

A :L ::

⇒ & :?)-Yo, je"""



Ainsi up

(a) :(E) e' " "" "wa" n'on × :*

LAS

(8) est LAS si et seulement si

ti (Jt HD) "

et

det (Jt 7e D) > 0

-

1) seul equilibre

natio)

t' (A)

 = 0

Zuniga montré qu'il existait une condition necessaire pour espérer avoir la déstabilisation de (8)

Cette condition s'appelle : RÈGLE DES SIGNES DE TURING

pour avoir une condition necessaire (attention, elle n'est pas suffisante)

il faut que la Jacobienne J venfie la regle des signes suivante :

(*) (Y) les signes sont opposés sur les diagonales

(F) +
(#

Interpolation :

J :

Pufluoro % fluo, V0)

f9/nivo)

◦ gin, vos) sima ( )

u
t

il faut que l'on ait un systemi activateur-inhibiteur



Exercice : s. Est-ce que le système :

of u -ru -v + du Du

ft v - v + tu + d Dr

est-il activateur-inhibiteur ?

Réponse: f (un): 2nd

glun): V14

donc J: Hulu, v) 8E lui)):(Y, %)

% (mi) 0f lui)

t

PAS BON

2. On considère le système



2. On considère le système

% E -u + du Au

% = n' _au + du Dr

a. Omner les équilibres de $

b. Pour chacun des équilibre a-t-on la regle des signes de Ewing venfiée ?

c. Calculer la stabilité de chacun de ces équilibres sans diffusion

d. On suppose ✗ E [O, T] avec Neumann homogen^e

On suppose de plus du :&

① determiner la stabilité de (Y) pour du :1b0

, du-%

fui du s '%

e. Meme question que a, b, c, d pour ✗ E [0,21T]

f i

MEINHARDT

✗ E [0, %]



Réponse :

Soit voto alors

a. Les équilibres µ, vo) vérifient

YI-4:00

et ME-20=020

⇔ ho (Zo-1) -0 ⇔ jai ; 6ᵉᵐᵉ

Vi-2W :O

IMPOSSIBLE

0-2K :O (⇒ V0 :O

← (1%15) ⇔ "en-4=0

on %-2

⇔ Vos 0

⇒ Vos 2

⇔ :L :)

b. On pose 71m, v): E-U

& an)

a- glu, v): M ? Lu pour tout lu, HEIR x IR"

E-I -Y

on pose • ï::: docu, y) -

ou
Zu - 2

en (no, Vo):(2,2) on obtient

s :C:! :')
la règle des signes de Ewing est validée

de t (5)

C. Trace (J) = -1 <o

det (J): -274 : 2> 0

(Usvo):(42) est done L.A. S. quand la diffusion est nulle

tres)

AS



d. ✗ E (0,7] + Neumann homogene ⇒ les fonctions pops sont Week) = as (kx), KEN

et les valeurs popes associes sont des-h ? k + N

du :b

Cherchons le frequents ken qui destabiliseront l'équilibre (no, v0):(2,2)

Pour sa calculer (i) Jt de D


il) tra (J He D)

det (Jt 7h D)

pour tout Ken

"

- (-&. →

4

D :( ! ;)

du :!

dvert

e) Jt tes :(!:)-" ( " ::) - 2- k2)



@) trace (Jt de D) = 1- K -2-k' du

= -1 -k' (j + du) <◦ pour tout Ken

W

a E-

fr (Tt de D)

det (JAGD)

decided): G- E) (2+424)+4

- - (2 + kdr -2E -kJ du) +4

- 2- Kd, + 45 + Y du +4

§. k' + (§-du) k" + 2

, KEIN et K est un carré

=

On pose K : k2

l'egalite s'écrit alors

deb (Jt 7h D) - Y-K" + (E- d) Kf2

0 sii du = ! det (Jt 7e D) = à Kt tok +2

D = (f) 2- 

§ sauts

y



D = (f) 2- 4. à 2

10 -§, = 40

K0

conclusion : pom tout KEN (donc ken)

det (J + Je D) > ◦

et donc pour du :b , (Mvo):(2,2) sera toujours LA. S.

on n'aura pas d'emergence de forme



di) si dust, det (JARD) =  Kf2 = 2 (43+1)>0

pour tout KEN done

u n k EN

conclusion : pour du :& (Usvo):(2,2) sera toujours LA-5.

det (Jt de D) =  Kt (§-E) 4+2

= ¥, K-K +2

- 4. §,-2 = 1-2%2 ? 3.2 - 1.29=25,9 :&.> 0

lui) si dus ¥

 =

10

50

25

5

①

2

÷

5

2 ? 52

☑ : §

On a donc deux solutions pour det (Jt de D) so qui sont k, = 1- "5 = §. Ça = 2 ? 5$22

Net (K) 24/100 5. 2 ? 3

552 = §

≈ 3,3."Ka: "¥4.

- Ex %, 6×5×4 ⑤

5×6×4

10

3

S

4

La seule valeur de K (KEN et k-k 2)

telle que det (JED) ↳ est K -Kad

Conclusion nous n'aurons qu'une seule frequence qui destabilise (Mono):(49

c' est la frequence 2 et la forme qui émergera son • (2x)

u M

k :<

2 2

•

↑ ne contient pas essex) contient vos (a)

IT



t

t

IT

' ③


