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construction à la main d'une équation à retard

Hal SMITH i U' (t) s -u It-T) T> 0
Hal SMITH.

Rappel : si t :O n'It)-alt) Anintroduction to Delay Diff. equations

with applications tothelife sciences
⇒ alt) = Ulo) ét

On suppose ici ☐ o et UH)-947=1 pour te [70] (motion initiale)

: 174""

Ref : eq.ci retard

KUANG. Delay dfferential

equations

alors sur [o, t]

- [
L

si te [on] alors t-t e- [yo]

s-alt-J'

= -QCE-T)

et alors n'It)

= -1

Par conséquent : Utt) = reco) t/E- Dds : I-t pour te [on]

on a Et [2,2T) donc E- te [0,2]

et donc n'It) s - u It-t

-

s -(1- (tt))

= - 1 t t-t

⇒ alt) = 1 - t + (1-5)/2

sur [, 2E

AL I, 2E]



⇒ alt) = 1 - t + (1-5)/2 AL I, 2E]

Et  de f açon  général e sur  [ n-5 ,  ni ]  neat

c- 4k ( t -(k-ytyk

UH)  = 1  t  É

k  !

si  t  :O

Ml t)  su l ogét

Remarque :. on voit que résoudre" à la main" une équation à retard

peut s'avoir trè vite tis compliqué, meme dans le cas linéaire.

. l'idée est donc ici de s'intéresser aux equilibs et à leur stabilité



→ et là, ce sun different des equations off. soin airs

On considère l'équation afferentielle suivante :

✗ ' (t) ± a ✗ (t-1) on a E- 1

. equilibisi Les équilibres sont des solutions stationnais ✗ * Liniqendantes

Ou temp), ils veufient ×* :O inf ici a. x":O

supposons a $0, il existe alr un seul équilibre ici ✗ *-0

stabilité Perturbons cet équilibre

On pose ✗ 4) = ✗ "+ xp A) ai Xp H) est une "petite perturbation" de ✗ *

on remplace × par ✗ ☒ t xp et l'ex à retard s'cent

1 \ * t Xp (H)" : a  * + Alt-1) )' a ✗ * :O

- o %

xp ' (t) = a Xp Lt.')

Exemple



et on cherche le mettions telles que y c) Es : COM Un X" sur

localement asymptotiquement stable,

méthode : on cherche le solutions sous la forme ✗ (t): ce" (c peut etre égal à 1)

 ls solutions seront de

combinaisons levenin de ett

de

en remplaçant on obtient :

(cet" )" : a. c. et""

He" sale. ette"

e" (t-act):O tt≥.

⇔

tee, t≥ 0

A-a-t-◦ equation caracteristiques de l 'équation à retard

W W

polynôme en 7 ↳ un terme en é"

on appelle cette équation : équation transcendantale

et comme de ¢, le nombre de racines de cette équation peut être infini.

On aurait alors Xp (t) s €5 4ᵉ" ai eu = elles + irai) t

- thi-Im Hee) ✗ It) = Elert (css Heit) + isin (hit))

borné

si tar : Relde) <◦ pour tout le

also Alt) ↔ ;  i ✗ * LAS

i
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also Alt) ↔ ;  i ✗ * LAS

• s'il existe un kt-g.de,> o

alors Xp A) ta * o i ✗ "installe

• si tu, = ◦ : pas de parti ville

⇒ oscillations

7hr20

ai si t augmente ✗ H

7hr

ne

the

Jui si t augmente

r

t

" "
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Revenons à l'équation 7-net-o

Cherchons le solutions réelles (existence, unicité?)):

ét → + a
CAS ① a> o

t

9=7

d ne-t

7 → - n

e- t

✗ → tu

O

les 2 courbes ne se coupent qu'une seule fois !

et ce sera en 7>0

Interpolation : si a> ◦ , il existe une seule solution réelle 7 qui est> ◦

(il peut exister une infinité de 7 EC)

dans tous ls cas si Je IR, Re A) sa> ◦ ⇒ si a) ◦

Xp LA,#N

one si a) ci ✗ * est INSTABLE



cas ② si aco on a 3 casi

7

yy

y

y :>
y :3 9=7

cas@ ◦ solutions ans ③ une seule

solution

Intéressons nous au cas b, pour trouver le point critique ai

ls courbes Cy., et Cy sait ont la même tangente en 1"

on a donc ♀, la; t) = Ça : 1 en 7"

~

Autrement dit - a Cé" s 1

cas (c) : 2 solutions

Asac

*

7 *

⇔ - a-

⇔ as_et" co

Calculons * : le point de tangence se trouve en H", 7") et comme il est

aussi sur la couche y = ace"

ma o" sac e- * Mais % =-et"

en replaçant sa donne 7"= -et" é" s -e"=-1

+ *



en replaçant sa donne 7"= -et" é" s -e"=-1

s_é':conclusion 1":-1 et %
|

é



Pour résumer ma 3ms :

si sa <ne = à m est dans le cas@: aucune valeur propre réelle

• a = AC s '& on a une seule valeur prope ville 7s -1

• de La <0 on a 2 valeurs pops wills <0

Etaye 2 : cherchons les valeurs pops complexes

On suppose que 7=7,#idi ai tn : Re (d) et di : 3m17)

L'équation caractéristique s'écrit ans :

7 : ne"

⇔ Anti di sa e- Cartiti)

⇔ ar ti si = aétréiti

= a é " (est di) + isnt-di))

= a é " (Hi) -isinca :))

de tini = a e- t'cold i) -i a é "sindi

⇔ dr = né "coca ;) ①

Ai = -a e- "sinc ai/②

methode : exprimer tr en fonction de di :

7, di, a

17s
idée(tit)

ai #KIT



exprimer tr en fonction de di :

on ointe : ① : ♀ !: - "A i) =-estan/ti)

Sin (di)

⇒ tn : 7 : coton (di) • flai)

pour a i ecrions a en fonction de di :

di s - a e- "sin (di)

⇒ a e- "sinai):-di

⇒ a =-die" /sinca :)

Ir : -ti estan (di) : 717 ;)

a s -ti et' sinai) : ghi)

*

k

- diettistantai)
= glai)

8in/Ii)

Ar

gai)

flail

Y .

{" y(/tt))

a) 0 pas

- intéressant

on sait dejà

qu'ici ✗ * est instable

a

dr

ai /

cherchons a" tel que tro i on voit que c'est le cas si de 39.* ◦ [

cherchons la plus grave valeur de a t.q.BR :O

si fr = 0 on a i Ar : dé " 'coca ;) ⇒ coca ;):O

Y % ¥

Autrement dit Ai - ± Et KIT (KEE)

et comme di = - asin (di) si di : ± Ethit
sin (Hi): +

⇒ dis :&



as ± 112th'T, KEE

- 3K$ -2112

⇒

"I
2FR

a

0ITI,

l

"

✗ %-E

si at]-42,0f i toutes ls faites ails tro ⇒ Xp Ctp#à

⇒ ✗ * est LAS.

conclusion :



theoreme : HAYES

On considère l'équation à retail lineaire suivante

✗ ' (t) = -Ax (t) - BX (t-T)

et l'ex. caractéristique associée : s = A t Béatse

① Si BSO

soit ✗ ☒ un équilibre

* est. asymptotiquement stable pour tout t≥ ◦ si A + B> ◦

- instable pour tout +30 si ABU

✗ * est A. S. pour tout +70 si A> B

instable " " si 1+3<0

② Si B> O

③ Si B) 0 et B > IA) alors ✗ * est A. S. pour TE [9TH

✗ + instable sow t≥#

ai tt = ^ arcs/-%)
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lorsque t :#on a une BIFURCATION DE HOPF.

9 octobre 2023.

Equations à retard : simulations numerique

solveur MATLAB :

NXM

p I

DDE 23

Exercice 4.




