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Chapitre II Equations hyperboliques et équations différentielles à retard

I Applications aux modèles du cycle cellulaire

1. Modèles à une structure

a. Modèle structuré en âge (O. Arin, 1999)

éta

ta

On considere le modèle suivant

à plt, a) + % PLU a) = _ (Blastula) + y

où t≥ o est le temp

a ≥ ◦ est l'âge

plt, a) = densité de population au temp t et à l'age a

"plt, a) da : " " d'individus d'âge entre a, et de

l

plt, a) da). plt, a)
# individus

a, 92



On considère ici une population de cellules qui se divisent. A la fin de chaque division

une cellule mère donne 2 cellules filles dont l'age retourne à 0

condition initiale : plo, a) = fla) a> 0 f suffisamment regulière, donnée par l'expérience

condition au bord : plt, c) = 2) ↑ Bla) plt, a) da

p : coef. de division

C : mortalité.

91E plt, a) da i effet d'entassement

Question : comment interpréter ce modèle avc un schéma ?

Réponse âge to
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b. Modèle structuré en maturité (M.C.. MACKEY, 1978)

On considère cette fois-ci une population définie par la maturité de ses individus

que l'on note × e [on]

où plt, × :o): cellules très immatures (cellules souches)

et plt, × : 1) cellules tres matures

pltix): densité de cellules au temp t avec la maturité ×



X2 PLEXI dx = densité de cellules dont maturité est comprise entre ✗ , et ×,

|

à PH ☒ +, El plt, x) -(f+9 ! piteux) piti x)

plo, ×)-fix) f donnée, ✗ 6141]

equation :

condition initiale

fi mortalité

g) s'paixidx : effet d'entassement

O → maturité →

plt, o) :

p

Remarque : ① le terme ♀ ✗ plt, x) a une particularité

W

il possède une vitesse de maturation vas :X (ici)

• si ✗ est proche de 0, la vitesse est tis faible (poche de 0 aussi)

• si ✗ est" de 1 11 11 est assez grande ( "de 1)

µ µ

Ft

② On montrerait que § ça,d × represente le temps que mettrait une

cellule pour passer de la maturité ×, à la maturité *

"§ % and = ¥ ± a ✗ et si n-o ,

le temps de passer de la maturité à y est quasiment too.

ça rentoire que le bon ✗ so n'est jamais atteignable. ⇒ c'est une condition

au bord implicitement donnée

elle est ou on fait que

ici VLN = ✗ donc DX

✗ , → 0

too

singularité
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plt, ×)
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c. Modèle structuré entaille (1987, G. F. WEBB)

cutiqué :-p constant

natalité ?

aucun cycle

taille S 0C So CS, <250

p (E, s): densité de population au tempt ayant la tailles plas)

& Pas) + & (res) plt, s)) = -(p (s) + pls) + y § puis/ds

plu, s): f (s) S E] %, si [

plt, %):O f30

equation

- moi ton initiale

- moi ton au end

B : taux de division

f: taux de mortalité

9 Épais) ds i entassement

+4f (a) plt, 25)

min

5012 512 So S

f

2s

b



d. Modèle structuré en âge avec une phase de repos
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plt, a)
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repos

Nlt, a)

0

↓
d) Ha)

Bla)

IPCFaltzePCr, a) = -Sca). plt, a) -per, T)

Jackal + faner, a) = [rca)-PC)] ner, a)

t≥ 0

de Rt
Conditions initiales : PCO, A = f (a) de Cat]

a co, a) = glas a≥o

Conditions au bord : p (to)-1Pa). n Chalda "°

n CTO) ⇒ PCTT) Ho

tes

ta
accoit]

+ 2 pas net, a)



Remarque : on aurait pu choisir p qui depend de N. PIN)

NC): §" nit, a) da

N

PCN) = k. on

07N"

Plo) = k

p (o)- k. 0%0.: K. ÇI

= kg

fonction de Hill

K

ni coef. de

sensibilité

On aurait alors la moi lion au

bord :

Pit, o): 1" B (Nts). nlfa) de

= PINCE)). FILE, a) da

p LE o) =p CNLD). NCE)

e. Comment nuire une cohorte de cellules ?
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2. Elaboration des cop (equations aux denrées partielle)

Comment obtient-on Epita) + gpha) =... ?

Pour ça on considère une population plt, a) au temp t≥ ◦ et à l'age a≥ °

On rappelle que. § plt, a) da = ensemble des individus d'age comps entre a, et a,

i P (E) = [" plt, a) da : population totale au tempt

modèle : ◦ me + a la fonction psatisfait la loi d'action de masse

Dp (Ga) =-(a) PIED

différentiette ↗

avec Plo, a) = fla)

p(Go) = 2 Fpla) pltalda

plta)

→ f19)

Bla) PHP)



On rappelle que Dpltia) = plein,

1. que se passe-t-il en ployo)?

condition initiale : plain): fla) ⇒

"aux bonds plt, 0)-21FR) pltiasda

Omne plus) s ◦ 215F/a) ployalda

path, 0th)-PLG a)

h

n plt, a)

pla)

tu
plop)-flo)

"A

play- 2) ↑Blalflalda

*

EH

On doit verifier f10)-2) Fpla) flalda conoiten de compatibilité



2. Revenons à Dplta)

Dplka) = leni Path, ath)-plt, a)

hoo h

-

ASTUCE

leni

hoo

petthath) -pltath) + plt, 0th)-p (Ga)

h

(Path, ath) _p (Gath)
= lim

hoo a
Habit

% PIED + fpltia)

donc Dplt, a) =-4G) plt, a) s'écrit Fplfa, tfplta):-play plt, a)

supposons maintenant que adependedet : ai-act)

On pose alors WC) = plt, alt))

alors

plt, 0th)-plt, a)

h

W ' (t) -Éplt, a) ta'#♀ PIED

plt, ✗ CE1)

%

1- Et. ↘ Ha"")

W ' (t): 1. % plt, a) + a'H)  plt, a)

%



so a' (t) -1 ce a- tte

alors on aura wilt):& plGastofplka)

brotremodèle

W' (E) s-fela) wit)

E
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solution de W ' (t) s-playwlt) i solution douce

"mild solution"

courbes caracteristiques

et la méthode pour déterminer les

solutions douces s'appelle la

méthode des caractéristiques



Méthode des caractéristiques i chercher les solutions douces WH)

le long des courbes caracteristiques

étape 1 on a supposé a dépendant de t et on a posé WE) =p/Galt))

eloped on a alors W' (f) = ♀ plt, a) ta' (E) Ça plt, a)

étape 3 si a' (E) si c'est à dire as Etc, CER : courtes caracteristiques

on se ramène à W' (t) =-play Wet)

a ↔ pour résoudre cette cas il faut une condition initiale

^ a-t ' " " que l'on note te

t

CO

on doit résoudre W' (t) =-µ (a) WH) pas tte

=-plt t C) NID

-

avec t≥ te = cisiccosmoneso

⇐ = max {oie}

- C


