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I Introduction

Dans un contexte biologique , les systèmes de reaction-Diffusin ont été

introduits essentiellement par Alan Turing en 1952 pour étudier la MORPHOGENESE

(apparition des formes dans l'embryon), au cours de laquelle des formes semblent

apparaitre à putti de "rien".

Ewing a montré que ce type d'emergence de formes peut avoir lieu dans des

systèmes de reaction-diffusion tres simples comme des mélanges d'espèces chimiques

soumises à de la reaction et de la diffusion.

les formes dites STRUCTURES DE TURING ont été ablettes depuis les années 70 dans

de tres nombreux travaux de bi maths: dessins sur les plages, seuls coquillages,

cimetiers de fourmi,..)

Avant de commencer l'etude one de ds systems nous allons analyser une seule

équation de reaction-diffusion. Et commencer par l'étude d'une équation de diffusion.



I Equation de diffusion

L'équation type décrivant lsphenominsdiffusifs est :

du Ctx) = d. DU Lt, x) équation de la chaleur due à FOURIER
ot

u : quantité qui se diffuse (chaleur, population, molécule...>

t : temp (to)

✗ : espace ✗ E D CRN (Nsl ici, en general c'est 2m 3)

8f : drivée par rapport au temps

D: opérateur de diffusion LAPLACIEN

en 1 Di DUH, ×) = EUX)

en 2D i À :(%) DU Hx): Épultix) tÉpultix)

d» coefficient de diffusion



Definition. La diffusion est un phénomène pour lequel le flux est

proportionnel au gradient

gradient

fort

fort gradient ↑ fort gradient

positif ⇒ flux grand negatif ⇒ flux
granversla

vers la gauche droite

⇒

La diffusion aplatit donc ls bosses d'autant plus vite que d est grand !

Question : que se passerait-il si dco ?

on aura un phénomène de concentration

. 1
a. Les conditions aux limites

Pour que le système soit complet il est necessaire de préciser es conditions aux

limites, à savoir ① condition initiale 8¥ : d. Du



, à savoir ① condition initiale 8¥ : d. Du

u (O, x) = 74) , ✗ ED

② Conditions aux bords : il faut en définir 2 car on est onore 2

pour la derivé eux (Du : Ça)

On va considérer le 2 conditions aux bords les plus classiques :

① Conditions de Dirichlet homogène :

on considère D= [94
◦

✗ E [◦ IL] re (E, O) = u Ct,C) = O, t> 0
L

r

limult, x)-0
ts ta



C) Conditions de Neumann homogenes :

9×44,0)  ult, c) -0

on conserve la quantité

totale en tout temps

full, ×) dx : c & (moep. du temps)
(
Mlt, Hdx huit, Hdx

J'ult, x) le :L. h ⇒ h :

0 L o

h
r

fultindx

L

Ça y est ! le système est complet !

on l'cuit : & Mlk ×) = d. A ULEX) A≥ ◦ , ✗ E (OIL]

UCO, ✗ )-fl x) (condition initiale) ✗ Elon]

+ conditions aux bords (Dirichlet u Neumann) t≥.

/ t> 0



Question : peut-on résoudre ce type d'équation ?

Réponse : oui, sous certaines motions et grâce à un outil mathématique

appelé FONCTIONS PROPRES

b. Fonctions pops :

Definition : une fonction propre de l'operateur laplacien D (avec les conditions

aux bons données) est un profil spatial (une forme) W : ✗ ↳ WIN

(fonction qui ne dépend que de ×) tel que :

① • W est durable deux fois sur [qu]

② • W#◦ (W n'est pas la fonctionnelle sur Ca,])

(urgent s'annuler en certains points mails partout

③ . W venfie ls conditions aux bords (Dirichlet ne Neuman.



venfie ls conditions aux bords (Dirichlet ne Neuman.

④ • DWI) = 7Wh) HEIR

Dnefaitqueolaterouaplatirlaformewa)

Remarque : 1 est appelé valeur propre associée à D



Exemple : On considère ✗ t [◦ IL]" Et les conditions de Dirichlet homogène.

Quelle sont les fonctions pops et valeurs propres associées à ces conditions ?

Réponse : on cherche ls fonctions W (non nulles, deux fois derivable) telle que

DWA): duex) ⇔ W " (x) s Juk)

+ WCO): W (L) s ◦ Coirichlet)

On cherche les solutions de la forme wa) s e", ree

donc W " (x) = durex) ⇔ tel = del" pour tout * [on]

polynôme caractéristique⇔ 231

CAS 1 : 7>0

on a alors 2 solutions possibles

Dans ces cas là, ls solutions de w": 7W sont données par

W (x) = G e"✗ + 9ᵉ" , G et E E R

11 =  et 12 :-P s-r,



W (x) = G e"✗ + 9ᵉ" , G et E E R

On détermine cet E gaie aux conditions aux bouts : W (o): W (C) ⇒

si ✗ = ◦ Who) = ◦ ⇔ c, et" + gens . ◦

⇔ G t E -O ⇔ Gs-E

One w/☑ = 9e" " • 4e "× µ.... 41e" "-é")

et finalement WLC) = ◦ ⇔ c, Cert-e-14=0 ⇔

4=0 → pas possible car sinon
WEO

ou

ent-e- t'40

elle se-IL

⇔ est 1
ent

⇒ (en)?

⇔ 4L :O

"%

" et'-1

pas possible carr,-A

si 7>0 on a aucune fonction pope !

d) o donc 1, $0

CAS 2 : 8=0 on a w " (x) -7Wh) qui devient WK :O

⇒ W ' (x)-G

⇒ WA) -9×+9

Calculons G et G : Who):O ⇔ G. 0+2=0

⇔ G-O

et WIL):O ⇔ C,-450 ⇔ 5=0 emportemtimn WHEY/,
done Wix) = q ×

si 7=0 on a aucune fonction pope là encore !

on a 12=7 = - 1A/ = i ? A/

on a donc r, = in et re :-in = T

si 1, = ✗ + if

e" , en tir, ex, e :P se" (captions)...

CAS 3 : 720

alors Wk) - e" (C, copxtssispX)

ici × sa cour, sifflets :P

donc Wex) = Gco (✗ F1) + sain (✗ F)
◦

si W/O) = ◦ ma : NCO): C, coco) t {Sirko):O

9+0=0 ⇒ C 



9+0=0 ⇒

dans ce cas WIX) = Grin (✗ F)

Si WIL) so on a WIL): soin (L.A):O

C :O

Ca :O pas possible mon w = ◦

↘ si sina.FI):O
⇔ L

5%

101 : KIT , ke#
%

↳ don keV"

ZIT

131T
-a

IT

on a L.FI = KIT, KEN"

⇒ HI = KIT
L

et donc 111 :(KEI

% - 7 = (kit
No

Hls-t

2 donc D: - (KI)?

et wa) sez sin (KIX) (car Al : kit)

Remarque : une fonction pope est définie à une constante multiplicatue pis

pourquoi ?? parceque si ma W"E)-7Wh)

alors kw" 4) stkwlx,

⇒ (kwa)"-1kWh))

Donc ici on peut pendre Et sans perte de généralité :

Conclusion : les fonctions pops associées à D. avec Orichlet homogène-sont

données par Wax): sin (KII)

k = _ (KI 2

(L> 0, KEN" )

✗ E [01 b)
et





2 mais 2023 2/3.

fonctions pops,

◦ Fonctions pops associées à ☐ sur [0,4 (Ho) are Dirichlet homogène

on a vu que c'étaient ls fonctions de la forme Wka): sin (KID) bon *

y Ok =_ (kif
K-I Sin (E)

L

→ Cuz

1

1 -

✗

✗ =L ⇒ Sin (T):O

✗ - 42 ⇒ SM (IE)

= SINCE) %

Wy
C

1=2 Sin (21M

Xo : Sin (O):O

✗ =L : Sin (2E)-Sin (21T)

✗ -& sin (2E)-Sin (H)

✗ = & sin (YE): SMLE)

✗ = {I Sin (21+2.31 : Sin (3E)
U L

Remarque : ① on voit que enoeth

les graphes atteignent ◦ ⇒ ce qui correspond bien

à Dirichlet

② k est appelée la frequence des

oscillations de graphs (si le ↗, le nombre d'oscillations

augmenté

n

k faible k grand

• Fonctions pops associes à ☐ sur (on] (Lo) avec Neumann homogene

On rappelle que week): CD (Kix), ↳ ◦ , ke Ns (1A IN'À)
17

1 k-o Uk): Colo) s)

kst W,/4) SCORE

Wo

V2



O
344 L

,/4) SCORE

✗  COLEY):b' !

1=2 Wix)-ca/")
12

We

✗ 50 CD (O)-1

✗ =L Cos (21T)

✗ = 42 • (2E) ECOUT)

✗ :L/4 COL 2114)-CD/%):O

✗ -344 coq ?): HE):O

%



c. Résolution de l'équation de diffusion

① si la condition initiale est

du système :

Dans cette section on suppose que

H x)

une fonction propre we pour D avec les conditions aux bons

UCO, ×): wek) Xt [OIL]

L=

%-d. Du Hagel : Digitwe

silaconditioninitiateestune

fonction propre, on recherche

le solutions ultix) sous la forme

ULG x) = ✗ (t) wa) (MÉTHODE DE

SEPARATION DES

VARIABLES)



Remplaçons alors uh, x) = ✗ 4) Wha) dans l'équation PEUX :D DUH")

On obtient : f (x 4) What) s d. D. ✗ 4) WEK)

ce qui equiait à wha) X ' It): d. ✗ (t) A WEK)

When) ✗ 'H) = d ✗ (t) À wek) Can Wa est fonction hops)

pour tout +70, pontontxelok]
⇔ week) (✗ ' (t) - dik ✗ Lt))-C

⇔ Wh 4) = ◦ pour tout ✗ E Io, C) PAS POSSIBLE par la définition de Wk (Wek) $0
pourtonix)

ou L' LE) = d de & Lt) pom tout tzu

↓
seule possibilité ✗ ' (t): dale ✗ It) (edo)

-

ici

Rappel : ✗ "= a

⇒ ✗ (t): ✗ 101e"
✗ (t): ✗ 10) edtkt

Conclusion : comme on a posé ultix): ✗ Lt) Wek)

alors ultix): ✗ 6) et" twerk)

que vaut ✗ 10)? on a sit :O Ulo, x)-✗ Lo) e- de. kst" Wax):
↗ -

par identification avec la condition relax) swak), on doit avoir ✗ 6) =,

↑ voir au tout début de la section.

✗ G) NEU)



④ si la condition initiale s'écrit Ula, ×): Xp, We,K) t ✗ es, Wenk)

où 4 et Len sont 2 réels, et Wh, et Wensont 2 fonctions pont

bonne nouvelle : il existe un principe que l'on appelle principe de SUPERPOSITION

qui permet de résoudre facilement l'équation de diffusion avce ce type

de condition initiale

comment ? ① ours ont l'équation avec la condition seule Muk, 4)

② l l " 11 " Mz Wk 24)

③ le resultat est la somme des 2 solutions

ici : ① on a i Ugtt, ✗ ) = &, ed#t Weak)

② 11 Uklt, ✗ ) s 42e"et Whylx)

③ UH, ✗ ) = &, euh' twerk) toyed that week)



Exercice : On considère l'équation de la chaleur

ff44 ✗ ) = d Ault, x) avec Ezo, ✗ E [0,1T] Civil = IT)

avec les conditions de Neumann homogène

et la condition initiale

1. Déterminer le fondrons pops et valeurs propres associés pour cette geometrie

(caid pour D: [0,1T])

2. Dessiner les 3 premiers fonctions pops

3. Résoudre l'équation de la chaleur avec ds l

4. Calculer fini, Mlt, ×).

Ula, ×): 37 5 Cox +70064)



1. Les fonctions popes de D sur [ont] avec Neumann homogène

s'écrivent WRG): cost k ) =p,:p (KIF)-

2 KEY = - (k)":

co (kx) / KEN

et dk : -(k" -

(= Il

- k ? Iker

2. ^

l

k-o

k :O Wo LX): Cos/0)-I

k si WILX) = CA (X)

k -2 Welt) -COCK)

T

31%

3. On a comme condition initiale : ello, ×) = 3 + sa ✗ + 7m16 x)

que l'on peut ecrire sous la forme d'une somme de 3 fonctions pops :



que l'on peut ecrire sous la forme d'une somme de 3 fonctions pops :

UW, ✗ ): 3. ↑ t 5 Css (1. ✗ ) t 700 (6. X)

=3 colo. x) 1- S'call-x) 77 s (6 x)

↑k :O Pks, ↑k : 6

la solution est alors donnée par :

u (G x) = Ï' Ê " t solo x) + 5e" "ton Ux) + 7e" "ton 16 x)

on ne s-k donc do :O 1, s-1 ?" et 76 = -62 :-36

dont

ultix) = 3Es + s'e- tox) +7 e- 36%64

= B + 5 e- txt 7 est ton (x)

Jts to Tt → to It → tu
4 loin u3lt, ×):? ° %

= 3+070=
Et ta

3

Remarques ① on a vu que pour Dirichlet ou Neumann, il existe

une infinité dénombrable (qu'on peut compter) de fonctions pops

que l'on note (Wo), M, wa, _y Wk, _. _ ke IN" : Dirichlet
KEN : Neumann

avec la meme forme de valeurs pops associes :

7k : -(kit 2 toujours ça !!

C'est une règle générale : pour toute ls dimensions (pas que la 1s)

les valeurs pops sont toujours ↔

et on le curait en commençant par la plus grande :.. n

② On rappelle que k est la frequence de fonctions pops.

et dans l'exercice precedent on a trouvé :

U (t, ✗ ) = 3 + 5 Et cool x) + 7 é "t co (G)

on remarque que leni estt tend vers ◦ plus vite que la lem et
to to to I-N

ce qui signifie que ls frequents le plus grands (ici k-6) sont "lissées" (font

tendre vers 0) plus vite que le 11 le plus petits

nuit, ×)

351st, 57050



t



Remarque : on peut étendre le principe de superposition à la combinaison

lineaire de N fonctions pops on aura alor :

u Lt, ×): Ès 4ᵉ"" we")

Ciri) si la condition initiale est une fonction f. "quelconque" (pas nécessairement

une combinaison de fonctions pops).

Peut-on alors quand meme trouver une formule ?

Cette idée est à la base de la their des sérié de Fourni

Definition : Zoute fonction 7 define sur GL] (qui sera notre condition initiale)

qui venfie : ① f est L-periodique

② test de carré integrable sur Lo, ☐ nid que [FEUX <ta

se décompose comme une somme infinie (en mathematiques on appelle



se décompose comme une somme infinie (en mathematiques on appelle

ça une série) de cosinus et de sinus

Autrement dit f4) = & (aras (k E) + basin (Kix))
ki o

les coefficients arabes sont appelé coefficients de Fourier de f et

se calculent en fonction de f.

Donc si u la ×)-f4) , le Coil) avec f de camé integrable sur Lok]

alors f (x) = ÉÉ (aka (Kix) t basin (KE))

et les solutions de l'équation de diffusion Eulex): dDultix) ayant cette

condition initiale, s'envient :

ULEX) = &; (ap e- d ChIPtcs (Ku) + 4e-d (k" [tsin Chi,



mauvaise nouvelle : on am que les solutions de l'équation de diffusion,

soient deviennent nulles, sortent tendent vers une fonction

constante Cult, x)#♀ dans l'exercice précedent)

Par conséquent il est imposible de voir apparaitre des émergents de forms et

ds statues differentes du platane ce type d'équation.

Alan Euring a alors montré, qu'il fallait au moins 2 equations de

reaction Affusion pour sa.

☑ Equation de réaction-diffusion

thystème de 2 equations de reaction-diffusion est de la forme i

ma 2 espeis i n et v qui se dffusent

à une vitesse du pour U et du pou V

quand elle se rencontrent elles réagissent entre

elle avec ds fonction flu, v) et glu, v)

qui vont influer respectivement sur le futur de

ces populations

En =

860 :

flu, v)

glui)

t du Dee

du Drt

partie diffusion
parti réaction



Remarquer ces equations sont adaptées pour decine entre autre, de

reactions chemins nos dynamiques de population

exemple : 9f = au_un + du du

0f : + {un + du DV

équation de prote-prédateur avec u : pari

v. prédateurs

et net v se diffusent dans leur environnement

Pour étudier ce type d'équation, on ne cherche pas à le résoudre explicitement

(on ne veut pas trouver la solution exacte) mais plutôt connaître le comportement

ds solutions par l'étude de la stabilité de espilibres.

commençons par le plus simple :



a. Une seule équation de réaction-diffusion

Considlions l'équation suivante ♀+ = flu) + d Du

Definition : un équilibre de la reaction est une constante no qui annule f-

en effet : si no est constante : feu :O Duo :O

et donc EU = fluo) td Duo s'cint : ◦ = fluo) to bid

Les équilibres de l'equation de reaction diffusion sont donc les man's def

Etudions leur stabilité :

fluo):O

No

> les Mothp

Up

'up (t) y, + a

si Up (t) ◦
Est N

best

asymptotiquement

stable



no

Us Mothp / up")#0
E) Ho

on dit alors

que ho est

instable

Ici on a ult, x) et on pose :

u Lt, x): en t up Lt, ×)

l'équilibre Terlinbation

Pour sa marylou ultix) la notupltix) dans l'équation :

f- us flu) Addu s'écrit alors

0f (hot up) = fluothp) + d Blut up)

& Up

et on va étudier lui lepttix)
tatoo

Guo :o)

= fluotUp) t d Dup

O

D (not up) = DÛ + Dup-Dup



Pour étudier le probleme on linéarisé fut up) autour de no

Rappel : linéarisation

no not up

si up est "suffisamment poche" de no

alors la suante (droite qui passe par (b) fluo)), (hot up, fluotep))

la même pente que la tangente à Cfenko, fluo))

Tfw)
pente de la

secante : fluoth)-fluo): fluo t up)-fluo)

☒ top-4

f/hot up)-fluo) ≈ f ' (W) M fluo):O

autrement dit on a : f (not up) y f'/Ko) soit encore fluotup) If ' (Ho) hp
y

Dom la forme lineansee de gup = fluotup) ta Dup autour no est donnée par

(A) : on a une équation

lineaire en up.

Bonne nouvelle : la méthode de separation osmialls marche ici aussi !!

Autrement dit : on cherche le solutions altix) sous la forme altix): ✗ 4) Week)

où Wrest une fonction propre des

fluothp)

fluo) aux

up

on va avoir :
G

& Up = l' (4) -up tab Up
~

connu



où Wrest une fonction propre des

on remplace alors up Lt, x) par ✗ A) UK) dans#on obtient :

f- (✗ 4) Wak)) = f ' (mo). ✗ (E) Wha) t DX A) WEG)

wek). ✗ ' (t) = f ' (W) ✗ (t) Whk) + d. ✗ (t) A wek)

= f ' (W) ✗ 4) WH) d d ✗ 4) . 7k W

✗ ' (t) s f ' (Mo) ✗ (t) t d ✗ (t).dk

⇔

Elx) pour tout-t>
et pour tout ✗ Elo, c]

⇒

✗ 'Ils l' (a) td.dk) Xt)

f 4 ho) td de) t

la solution est donnée par ✗ (t) = ✗ loge .

Conclusion : la perturbation upltix) = ✗ 6) et" Hd"H. apex)

et donc

↔
> 0

1 si f. ' (W) + ddk <0 : Uplt, x) → 0 et Holst C. A. S.

tito (localement

asymptotiquement

stable)

② si f' (Mo) td 7h70 Upltix)#0 et Holst INSTABLE

tt tro

③ si " -0 → on developpe à l'notez (pas au programme)



Exercice : Etudier la stabilité des équilibre de l'équation :

feu = u (I-u) f2 Du

logistique

equation de FISHER

si ✗ E CO, II + NEUMANN

de =-K, KEN

a. On pose flu) -uti-u)

le équilibre sont donnés par flu) so and u ll-u):O ⇔

on a 2 equilibis

b. stabilité ds équilibre : ① avec

le :O on U-I

Mo :O il faut calculer le signe de

f1 (Ho) f d 7h ai d : 2, 8h =-k? KEN

En flu): UU-u): U-M



En flu): UU-u): U-M

f Yu) = 1- a donc f' (o) s 1 donc f/(o) t 2.tk?)s1-2k2, KON

• si k :O 1- 2h2 : 170

• si k≥ 1 1- 2h20 kst

⇒ k2≥
⇔ 4232
⇔ - 2h2 ≤-2

⇔ 1-26241-2 :-KO

si

ullix)

t

n

↗ U si up Ca, ×): fl x) combinaison lineaire de Week)

si fl x) ne contient pas la frequence

ki o

alors c 4- 2k 2) t
% →

la perturbation s'annule

up Lax): fl x) continuent wo (k :o)

✗ et-49E
→ s sauf si ko É "↗

uplik)

1

Wo (x) = cas (o) s |

Uptt, x) = et, coco) set. ⑥ font la le




